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論文要旨

電力系統を安定にかつ効率的に運用するために，システム最適化の考え方が従前より取り
入れられ，電力系統および電力設備の多くが集中定数回路による高精度のモデル化が可能
であることから，数理モデルに基づく最適化問題の定式化と最適化手法の適用が行われて
きた。たとえば電力系統の安定性や経済性の向上のために，最適潮流計算（Optimal Power

Flow; OPF）が広く用いられている。OPFの最適化問題では，電力系統における発電機や
負荷に対する有効電力・無効電力の節点ごとの需給バランス，およびそれらの節点間をつ
なぐ送電ネットワークが等式制約で表わされ，節点ごとの電圧制約や電源等の容量制約が
不等式制約として課され，また送電損失や発電コストなどが目的関数として用いられる。
本論文では，OPFに関する計算手法を対象とし，近年の電力系統において直面，ないしは
近い将来新たに惹起しうる課題のうち，そのいくつかを解決することを主眼としている。
従来の電力系統では，特別高圧の基幹系統または地域系統（以降，これらを上位系統と
称する）に連系された大容量の電源から，高圧ないしは低圧の配電系統に連系された需要
家まで，電力が一方向に流れるような運用が行われてきた。これに対して近年では，需要
家自体やそれに近接する配電系統にいわゆる分散電源が導入されるようになり，この傾向
が将来にわたって拡大していく状況となっている。また電力システム改革や需給調整市場，
容量市場の開設により，既存の送配電事業者や大口需要家に加え，多数の分散電源を保有・
運用する新たな事業者，たとえば特定卸売供給事業者（アグリゲータ）やマイクログリッ
ド事業者，配電ライセンス事業者などの参入が今後活発化する見込みである。
このような電力系統における設備・事業者の構成の変化により，多くの運用上の課題が
提起されている。たとえば，事業者が多数介在することによる意思決定の分散化の問題が
挙げられる（以降，この特性を「分散性」と称する）。すなわち，上述した様々な事業者が
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それぞれの目的のために分散電源を導入・運用することにより，電力品質や経済性がこれ
までよりも低下する可能性がある。具体的には，需給調整市場の取引量の増加により，分
散電源の発電量は今後増加すると見込まれるが，同時に分散電源が接続される配電系統の
電圧逸脱や系統混雑化を助長する可能性がある。また配電系統の運用が複数の事業者によ
り分割されることにより，円滑な運用が損なわれ，全体の運用コストの増加ならびに電気
料金の高騰を招く可能性がある。これらの問題は互いに密接に関連していることから，今
後どのようにして安定かつ効率的に電力系統を運用していくかが課題となる。
また，配電系統に大量導入される分散電源の多くが自然エネルギー由来の間欠性の電源で
あることに起因する「不確実性」の問題もある。自然エネルギー由来の分散電源以外にも，
たとえば電気自動車や自家発設備も個人レベルの需要家の行動に大きく依存する電源のた
め，それらの不確実な出力変動に伴う配電系統の電力品質の低下などが懸念されている。
以上のような電力系統の運用上の課題に対して，システム最適化の導入と最適化手法の
適用は重要な解決手段と考えられる。システム最適化の考え方を導入するにあたり，上述
した分散性や不確実性を考慮した最適化問題は，意思決定が入れ子構造となる 2レベル最
適化問題として定式化することができる。具体的には，意思決定が分散化した場合には，
元の最適化問題が意思決定者ごとのより規模の小さい複数の部分問題への分割と，それら
を協調するための中央の問題からなる 2レベル構造の問題に変換され，その複数の部分問
題における意思決定と，中央の意思決定が入れ子の構造となる。またシステムの不確実性
を考慮した最適化問題は，不確実下における最悪の状況を想定した意思決定が min-max問
題として表されることから，その構造をもって 2レベル最適化問題とみなすことができる。
しかしながら，これら 2レベル最適化問題に対する既存の解法の多くが，目的関数や制約
条件が線形かつ凸関数で表される場合に限られており，潮流方程式が交流法で記述される
電力系統に対するOPFにおいては，その電力系統が非線形かつ非凸のシステム方程式で記
述されるために，従来の解法をそのまま適用することはできない。とくに不確実性を有す
るOPFにおいては，その問題の定式化さえも確立されていないのが現状である。そこで本
論文では，分散性あるいは不確実性を有するOPFに対して，2レベル最適化の考え方に基
づく定式化を行うとともに，実用的な解法を提案することを目的とする。
本論文は，全 4章より構成されており，各章の概要および得られた成果は以下の通りで
ある。
第 1章の序論では，本研究の背景・目的・位置づけ，及び本論文の構成について述べた。
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第 2章では，離散変数を有するMulti-Area OPFを対象として，資源配分型分割に基づく
分散型計算法を提案した。離散変数を有するMulti-Area OPFは，その意思決定が分散化し
ていることに加え，離散変数と連続変数の両方を含む混合変数非線形最適化問題（MINLP）
となり容易に解くことはできないが，上述のMINLPにおいて離散変数を連続変数に緩和
して得られる近似問題に対し，資源配分型分割を適用してその資源配分変数の連続解を効
率よく求めることにより，MINLPを直接連続緩和して得られる解よりも誤差を少なく抑
え，各部分問題の計算過程における他のAreaとの情報交換を省略することにより，計算効
率を大幅に向上させることができる手法を提案した。複数のテスト系統により構成された
実用的な規模のmulti-area OPF問題に対して数値計算を実行した結果，最適解が高い精度
で得られており，計算量に関しても適用する問題規模に応じて優れたスケーラビリティを
持つことを確認した。
第 3章では，予測が困難な再生可能エネルギー由来の電源や負荷の急峻な変動を不確実
性と捉え，これら不確実下でのRobust AC OPFの定式化とその解法を提案した。定式化に
あたっては，非線形等式制約条件を含む一般的な不確実下での最適化問題（以降，不確実
最適化問題と称する）を検討し，この問題に対する厳密な解法がこれまで提案されてこな
かったことを指摘した上で，新たな解法を提案している。具体的には，目的関数に関して
はmin-max基準を，不等式制約条件に対してはロバスト性基準を適用した定式化をおこな
い，システムの状態をシナリオとして想定し，不等式制約条件の制約逸脱量が最大となる
シナリオを逐次生成することで不確実最適化問題の解を求める新たな制約緩和法を提案し
た。提案法は，不確実な分散電源や負荷を考慮したRobust AC OPFに対し，厳密な意味で
ロバスト性を満たす解を導出しており，得られた解の運用上の妥当性についても検証して
いる。
第 4章は，本論文の結論であり，本研究で得られた研究成果，および今後の課題と展望
をまとめた。とくに今後の予定としては，「分散性」と「不確実性」を同時に考慮した最適
化問題の解決や，動的な最適化問題への拡張などを挙げている。
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1 はじめに

1.1 本研究の背景と目的

電力系統を安定にかつ効率的に運用するために，システム最適化 [1]の考え方が従前より
取り入れられ，電力系統および電力設備の多くが集中定数回路による高精度のモデル化が
可能であることから，数理モデルに基づく最適化問題の定式化とそれへの数理計画法 [22]

の適用がされてきた。たとえば電力系統の安定性や経済性の向上のために，最適潮流計算
(Optimal Power Flow; OPF [3])が広く用いられている。OPFの最適化問題では，電力系統
における発電機や負荷に対する有効電力・無効電力の節点ごとの需給バランス，およびそ
れらの節点間をつなぐ送電ネットワークが等式制約で表わされ，節点ごとの電圧制約や電
源等の容量制約が不等式制約として課され，また送電損失や発電コストなどが目的関数と
して用いられる。本論文では，OPFに関する計算手法を対象とし，近年の電力系統におい
て直面，ないしは近い将来新たに惹起しうる課題のうち，そのいくつかを解決することを
主眼としている。
電力系統は，発電所とその電力を消費する需要家を連結する大規模かつ複雑なネットワー
クであり，そこにおける電圧の階級によって，主として基幹系統・地域系統・配電系統に
よって構成される。従来では，電圧の高いところから低いところへ，すなわち特別高圧の
基幹系統または地域系統 (以降，これらを上位系統と称する)に連系された大容量の電源か
ら，高圧ないしは低圧の配電系統に連系された需要家まで，電力が一方向に流れるような
運用が行われてきた [4,5]。これに対して近年では，需要家自体やそれに近接する配電系統
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にいわゆる分散電源が導入されるようになり，この傾向が将来にわたって拡大していく状
況となっている。具体的には，2009年開始の固定価格買取制度 [6]によって，大規模太陽
光発電所の導入が急速に進み，我が国におけるその発電量は，平地面積当たり世界最大と
なっている [7]。さらに 2021年改定のエネルギー基本計画 [8]では，2030年時点での全電
源における再生可能エネルギーの占める割合を 2019年時点から倍増させる計画が示され，
この割合は 2050年カーボンニュートラルの実現に向けてさらに大きく拡大していく見通
しである [9]。今後再生可能エネルギーの主力として期待されるのは，配電系統に導入され
る小容量の分散電源であり，この分散電源が大量に導入されて発電割合の多くを占めるこ
とにより，上位系統の大容量電源の並列数が減少するなど，電力系統における設備構成は
大きく変化していくこととなる。また電力システム改革 [10]や需給調整市場 [11]，容量市
場 [12]の開設により，既存の送配電事業者や大口需要家に加え，多数の分散電源を保有・
運用する新たな事業者，たとえば特定卸売供給事業者（アグリゲータ）[13]や，マイクロ
グリッド事業者 [14]，配電ライセンス事業者 [15]などの事業者の参入が今後活発化する見
込みである。
このような電力系統における設備・事業者の構成の変化により，多くの運用上の課題が
提起されている [16–19]。たとえば，事業者が多数介在することによる意思決定の分散化
の問題が挙げられる（以降，この特性を「分散性」と称する）。すなわち，上述した様々な
事業者がそれぞれの目的のために分散電源を導入・運用することにより，事業者間の相互
運用が必要となり，電力品質や経済性がこれまでよりも低下する可能性がある。具体的に
は，需給調整市場の取引量の増加により，分散電源の発電量は今後増加すると見込まれる
が，同時に分散電源が接続される配電系統の電圧逸脱や系統混雑化を助長する可能性があ
る [16]。また配電系統の運用が複数の事業者により分割されることにより，円滑な運用が
損なわれ，全体の運用コストの増加ならびに電気料金の高騰を招く可能性がある [17]。そ
れと同時に，分散電源の発電量増加は上位系統における同期発電機の接続数減少による電
圧安定性や過渡安定度の悪化も懸念される [18]。このため，電力品質の維持には上位系統
と配電系統をそれぞれ協調させた大規模ネットワークとしての運用が必要となると考えら
れるが，上述の分散性の問題が，電力品質の維持をより困難にする可能性がある。これら
の問題は互いが密接に関連していることから，上述の複数の事業者の相互運用が必要な状
況において，どのようにして効率的にかつ安定に電力系統を運用していくかが課題となる。
また，配電系統に大量導入される分散電源の多くが自然エネルギー由来の間欠性の電源
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であることに起因する「不確実性」の問題もある [19]。自然エネルギー由来の分散電源以
外にも，たとえば電気自動車や自家発設備も個人レベルの需要家の行動に大きく依存する
電源であるため，それらの不確実な出力変動に伴う下位系統の電力品質の低下が懸念され
ている [19]。今後，需給調整市場における高速取引や電気自動車の超高速充電などが活発
化すれば，分散電源や負荷の出力はますます急峻に変動すると考えられ，それらの出力を
予測することは困難となる。さらに配電系統では制御用通信インフラは十分に整備されて
おらず，センサ付き開閉器などの計測機器の不足もあり [20]，系統情報や設備情報の可視
化が困難なため，上述の分散電源の増加により生じる不確実性の増大と電力品質の低下に
対し，どのように運用をすべきかが課題となっている。
以上のような電力系統の運用上の課題に対して，システム最適化の導入と最適化手法の
適用は重要な解決手段と考えられる。システム最適化の考え方を導入するにあたり，上述
した分散性や不確実性を考慮した最適化問題は，意思決定が入れ子構造となる 2レベル最適
化問題 [21–23]として定式化することができる。具体的には，意思決定が分散化した場合
には，元の最適化問題が意思決定ごとのより規模の小さい複数の部分問題への分割と，それ
らを協調するための中央の問題からなる 2レベル構造の問題に変換され，その複数の部分問
題における意思決定と，中央の意思決定が入れ子の構造となる。またシステムの不確実性
を考慮した最適化問題は，不確実下における最悪の状況を想定をした意思決定がmin-max

問題として表されることから，その構造をもって 2レベル最適化問題とみなすことができ
る [24]。しかしながら，これら 2レベル最適化問題に対する既存の解法の多くが，目的関
数や制約条件が線形かつ凸関数で表される場合に限られており，潮流方程式が交流法で記
述される電力系統に対するOPFにおいては，その電力系統の特性が非線形かつ非凸のシス
テム方程式で記述されるために，従来の解法をそのまま適用することはできない。とくに
不確実性を有するOPFにおいては，その問題の定式化においてさえも確立されていないの
が現状である。そこで本論文では，分散性あるいは不確実性を有するOPFに対して，2レ
ベル最適化の考え方に基づく定式化を行うとともに，実用的な解法の提案を目的とする。
以上のような課題と本論文の目的と位置づけを整理すると Fig. 1.1のようになる。すな
わち，配電系統に分散的に所在する分散電源が主力電源化することに起因する意思決定の
分散性と，それら電源が再生可能エネルギーを由来とするために生じる不確実性へのシス
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テム最適化による解決を本論文の課題と位置付け，それぞれの課題に対する実用的な解法
を提案する。
まず本論文の第 2章では，分散性を考慮した OPFを対象として，大規模かつ離散変数
を含む系統全体の最適化に適した計算法 [25]を考える。分割解法に基づく最適化法によ
り，電力系統における地域 (以下ではAreaと呼ぶ)ごとに分散的に解を算出するmulti-area

OPF [26]の適用がすでに検討されている。この分割解法 [26]は，より規模の小さい複数の
部分問題と，それらを協調するための中央の問題からなる 2レベル構造の問題に，大規模
な最適化問題を分割・変換して解く手法であり，ラグランジュ緩和法やBenders分解法な
どが古くから研究・開発されていて [1,27]，multi-area OPFに適用した場合には，Areaご
との部分問題に対する並列分散処理が可能である点で，電力系統全体に対して集中型解法
を適用するよりも計算速度の面で優れる可能性がある [26]。しかしながら，既存の手法で
は，変圧器タップ比や調相設備などの離散変数を設計変数にもつ機器が存在するmulti-area

OPFに対する分割解法ないしはそれに基づく分散型計算法で算出される解は，その精度と
計算効率の両面で実用性を有さない可能性があり，これら両面で実用性のある手法の提案
が課題となっている。そこで第 2章では，離散変数を有するmulti-area OPFに対し，計算
量の削減を目的とした離散変数の連続緩和による 2レベル最適化に基づく分散型計算法を
提案する。この手法では，隣接するArea間の干渉変数を調整変数とするために，Areaごと
の部分問題が互いに独立した問題となり，これらを完全に分散化して解くことができ，連
続緩和による解精度の改善と計算効率化という両面での改善が期待される。
本論文の第3章では，予測が困難な再生可能エネルギー由来の電源や負荷の急峻な変動を
不確実性と捉え，これら不確実下での最適化問題の定式化とその解法 [28]を考える。すな
わち，電力系統における分散電源の出力変動や負荷変動などの不確実変数を含む潮流方程式
を非線形等式制約条件として陽に考慮した不確実最適化問題の定式化とその合理解を算出
する解法を考える。不確実性に対処する合理解基準として，目的関数に対しては「min-max

基準」を，不等式制約条件に対しては「ロバスト性基準」を導入し，それぞれの基準に基
づく不確実変数の値を，決定変数の値に応じたシナリオとして事前に想定することにより，
等式制約条件である潮流方程式を満たす残りの変数である「状態変数」もそれらに従属し
て想定することが可能となる。このような等式制約条件である潮流方程式を満たす変数の
区別化により，不確実変数を含む最適化問題を等式制約条件付き不確実最適化問題として
定式化し，この問題を解くためのOPFを第 3章において提案する。
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なお，本研究で提案する解法は，それぞれが高い汎用性をもつように設計されている。
たとえば，第 2章において考える最適化問題においては，潮流方程式がノードとアークと
が接続された一般的なネットワークとして記述されており，提案する解法が問題固有の関
数形式や特性を利用したものではないことに留意されたい。また第 3章で想定する不確実
最適化問題は，非線形の目的関数と非線形の等式制約条件ならびに不等式制約条件を有す
るきわめて一般的な問題構造であり，提案する解法は電力系統の問題のみならず，広く一
般に適用可能なものである。

1.2 表記法について

変数 実数全体からなる集合をR，離散変数全体からなる集合をZ，自然数全体からな
る集合をNで表す。本論文では，とくに断りのないかぎり，変数とは列ベクトルを指すも
のとし，N ∈ N次元の変数を，たとえば

u =


u1

u2
...

uN

 (1.1)

と表す。ここで un(n = 1, · · · ,N)をuの第 n要素という。N次元変数全体の集合を N次元
ユークリッド空間といい，RNで表す。さらに本論文では，A個のN次元の変数をまとめて
記述する場合に，括弧つきの添え字を伴う変数u(a), a = 1, · · · , Aを導入する。ここで，通
常の変数と同様に

u(a) =


u(a)

1

u(a)
2
...

u(a)
N

 , a = 1, · · · , A (1.2)

とする。また便宜上，A個 N次元の変数の添え字 a = 1, · · · , Aを中括弧を用いて {u(a)}と
略記する場合がある。
システムの最適化問題 本論文における設計・計画の対象システムは，時間依存性の
ない静的システムとし，システムを構成する要素の状態量を表す「状態変数」とよばれる
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変数と，要素間の関連性を表すシステム方程式によってモデル化される。このとき，計画・
設計の自由度が存在する場合，人為的に決定することができる「決定変数」とよばれる変
数が含まれ，システムを評価する目的関数を最小化ないしは最大化するような決定変数と
状態変数の値を，このシステム方程式を等式制約条件として求めるのがシステムの最適化
問題である。ここで決定変数をu ∈ RN，状態変数をx ∈ RLとし，関数h : RN × RL → RL

を用いてシステム方程式を

h(u,x) = 0 (1.3)

なる等式制約条件として表す。また，目的関数や不等式制約条件においても関数 f : RN×RL →
R1，関数 g : RN × RL → RMを用いて最適化問題を，たとえば目的関数最小化の場合には，

min
u

f (u,x) (1.4a)

subj.to g(u,x) ≤ 0 (1.4b)

h(u,x) = 0 (1.4c)

と表す。
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2
Multi-Area Optimal

Power Flowに対する
2レベル分散型計算法

2.1 本章について

電力系統において，その設計・計画・運用のための計算技術として最適潮流計算 (Optimal

Power Flow; OPF)が古くより研究されている。OPFでは，電力系統における節点ごとの発
電機や負荷の有効電力・無効電力の需給バランス，およびそれぞれの節点をつなぐ送電ネッ
トワークを等式制約で表し，節点ごとの電圧制約や電源等の容量制約を不等式制約とし，
発電コストや送電損失などを目的関数として表した最適化問題である。送電ネットワーク
を交流法で表す場合，OPFは非線形最適化問題 (Nonlinear Optimization Problem; NLP)と
して定式化することができる [3]。

OPFは従来，集中型解法によって解かれてきたが，近年，複数の電力ネットワークを
接続してより大規模な電力ネットワークを構成し，その間の電力を融通し合うことや，い
わゆる地産地消型の小規模の電力ネットワークを多数接続して構成した大規模なOPFに
対して，分割解法を基にそれぞれの地域 (以下ではAreaと呼ぶ)で分散的に解を算出する
multi-area OPFの研究が活性化している [26, 29, 30]。たとえば文献 [26]では近年数多く
提案されている分散的に解を算出する OPFについて，計算手法の分類・整理が行われて
いる。文献 [26]は主に計算手法に焦点をあてたものであるが，実際的な取り組みとして
は，Transactive Control [29]と呼ばれる商取引を介した分散型運用の実証が米国で行われ
ている。また我が国においても数多くの地産地消コミュニティモデルの実証が行われてい
る [30]。また最近では分散電源の導入促進のための施策として日本版コネクト＆マネー
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ジ [31]が検討されており，その中で地域系統の系統制約を分散的に算出する仕組みが検討
されていることから [32]，今後，我が国でも分散型の系統運用が導入される可能性が高い
と考えられる。
このような分散的に解を算出する方式の研究が活発な理由としては，上記の分割解法に
よるmulti-area OPFが，集中型解法と比して，サイバーセキュリティやデータプライバ
シーの面で優位性を持ち，並列に計算されることにより，集中型解法よりも計算速度の面
で優れる可能性があるためである [26]。これまで，multi-area OPFに対する手法として，
Auxiliary Problem Principle (APP) [33]による分割解法や，Alternating Direction Method of

Multipliers (ADMM) [34]を用いた解法が提案されている。これらの手法では，元のOPF

における最適化問題がより規模の小さい複数の部分問題への分割と，それらを協調するた
めの中央の問題からなる 2レベル構造の問題に変換され，その複数の部分問題に対して分散
処理が適用されるものである。さらに近年，multi-area OPFに対して中央による協調を必
要とせず，隣接のAreaとの情報交換のみで実行可能な完全分散型計算法が開発されている。
たとえばOptimality Condition Decomposition (OCD) [35]，Proximal Message Passing [36]

等が提案されている。また，集中型解法と収束性能がほぼ同等のDistributed-Interior Point

Methodが完全分散型計算法として提案されている [37]。しかしながら，これらの手法で
は，変圧器タップ比や調相設備などの離散変数を制御変数にもつ機器の取扱いができない
ため，multi-area OPFに対して機器制御を行う場合に算出される解は，その精度と計算効
率の両面で実用性を有さない可能性がある。このため，離散変数を有するmulti-area OPF

に対して，解の精度と計算効率の両面で実用性のある手法の提案が課題となっている。
ところで，離散変数を有するmulti-area OPFは，決定変数に連続変数と離散変数の両方を
含む混合変数非線形最適化問題 (Mixed Integer Non-Linear optimization Problem; MINLP)

として記述される。解くことが比較的容易な連続変数最適化問題とは異なり，必ずしも解
くことが容易ではない一般的なMINLPに対しても，ラグランジュ緩和による価格調整型
や資源配分型の汎用的分割解法が古くから研究されてきた [1, 27]。しかし，離散変数を有
するOPFに限ると，前者の分割解法の制約条件に対する非許容性や，後者の分割解法の
計算上の非効率性が欠点として顕著に表れることが多く，解の精度と計算効率の両面で有
能な分割解法が少なく，離散変数を有するOPFに対しては，集中型解法に依存している
のが現状である [38–40]。たとえば文献 [39]ではペナルティ法を用いてペナルティ係数を
徐々に変化させていき連続変数から離散変数への移動を促す戦略を提案している。また文
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献 [40]では連続緩和で得られた離散変数の連続緩和解を離散変数に丸める方向を目的関数
の感度に基づき決定する手法を提案している。とくに連続緩和解を離散変数に丸める方法
では，一回の丸めでは許容解が得られないケースが生じることが指摘されている [40]。文
献 [38–40]で提案された手法はいずれもが集中型解法を繰り返し適用する手順となってお
り，分散処理としての実装には適さない。離散変数を有するmulti-area OPFに対する有力
な分割解法の提案はきわめて少なく，たとえば，連続変数に対して双対分解を適用しなが
ら，離散変数に対してOrdinal Optimization戦略を用いて実行可能な解を探索する方法 [41]

が提案されているに過ぎない。
本章では，まず計算量の削減を目的として，離散変数を有するmulti-area OPFに対して，
離散変数の連続緩和を考慮した資源配分型分割に基づく分散型計算法を提案する。資源配
分型分割を用いるのは，計算過程での許容性の担保の他に，「離散変数の連続緩和による誤
差を資源配分変数が吸収・緩衝する可能性がある」という新たな知見に基づいている。具
体的には，離散変数を連続変数に緩和して得られる近似問題に対し，資源配分型分割を適
用してその資源配分変数の連続解が効率よく求められていれば，その下で元のMINLPを
分割して得られる解は，元のMINLPを直接連続緩和して得られる解よりも誤差を少なく
抑えられる可能性がある。その一方において，本章の提案手法では，隣接するArea間で干
渉する変数を資源配分変数とするために，分割して得られる部分問題が互いに独立した問
題となり，元のMINLPを完全に分散化して解くことができ，元のMINLPに対して離散変
数を残したまま分割解法を直接適用するよりも，その計算量を大幅に削減する可能性もあ
る。このように本章で提案する離散変数を有するmulti-area OPFに対する資源配分型分割
は，連続緩和による解精度の改善と計算効率化という両面での寄与が期待される。
本章の構成は以下の通りである。まず 2.2節にて離散変数を有するmulti-area OPFの定
式化とその分解について述べ，2.3節にて提案する 2レベル最適化に基づく分散型計算法を
説明する。また 2.4節にて複数の IEEEテスト系統により構成されたmulti-area OPF問題
へ適用し，その有効性を示し，2.5節にて結論と今後の展望を述べる。

2.2 離散変数を有するMulti-Area OPF

離散変数を有するmulti-area OPFを定式化するにあたり以下の記号を導入する。
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・ a : Area aを表す添え字
・ A : Areaの分割数
・ C(a) : Area aと接続しているAreaの添え字集合。ただし a < C(a)

・ u(a) : Area aの要素に独立に決定される状態変数（発電量などの有効・無効電力）
・ v(a) : Area aの内部要素の状態変数（Area a内部の母線の電圧の大きさ・電圧位相，
変圧器タップ比，調相設備の投入量など）

・ y(a) : Area aの境界要素の状態変数（Area a境界の母線の電圧の大きさ・電圧位相，
変圧器タップ比，調相設備の投入量など）

・ w(a,a) : Area aの内部要素間の関係によって決まる従属変数（Area a内部の送電線の
有効および無効電力潮流など）

・ w(a,α) : Area αの境界要素からArea aの境界要素への関係によって決まる従属変数
（Area αからArea aへの送電線の有効および無効電力潮流）

・ d(a) : Area aの要素に外部から与えられる変数（負荷などの有効・無効電力）

ここで，「要素」とは，電力系統を表すネットワークのノードに相当するもので，要素間の
「関係」がネットワークのノード間を接続するアークに相当する。またArea aの「内部要
素」とは，そのAreaに属する他の要素とだけ関係する要素のことで，「境界要素」とは，他
のArea α(α , a)の要素と直接的に関係する要素のことで，他のArea αのノードとアーク
で接続している。
また，u(a), a = 1, 2, · · · , Aなどすべての添え字集合を伴う変数を表す場合，便宜上 {u(a)}
と略して記す。このとき，multi-area OPFは，以下のような全体問題

min
{u(a),v(a),y(a)}

A∑
a=1

fa(u(a),v(a)) (2.1a)

subj.to w(a,α) = h(a,α)(y(a),y(α)), α ∈ C(a), a = 1, · · · , A (2.1b)

w(a,a) = h(a,a)(v(a)), a = 1, · · · , A (2.1c)

u(a) = w(a,a) +
∑
α∈C(a)

w(a,α) + d(a), a = 1, · · · , A (2.1d)

u(a) ∈ Ua,v
(a) ∈ Va,y

(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , A (2.1e)

として定式化することができる。ここで式 (2.1b)の関数h(a,α)は，Area aの境界要素の状
態y(a)とそれと異なるArea αの境界要素の状態y(α)との関係によって決まる量w(a,α)を規
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定する関数，式 (2.1c)の関数 h(a,a)は，Area aの内部要素の状態 v(a)のみによって決まる
量w(a,a)を規定する関数であり，電力系統でいえば，式 (2.1b,2.1c)はいずれも潮流方程式
で，送電線の有効電力および無効電力潮流が母線の電圧の大きさ・電圧位相，変圧器タッ
プ比，調相設備の投入量の変数で陽的に与えられているとする。また式 (2.1d)は節点方程
式に相当する。この等式は，たとえば他のAreaからの潮流の影響があるいわゆる境界節点
に発電機がない場合や，他のAreaからの潮流の影響がないいわゆる内部節点のみに発電や
負荷がある場合，

0 = w(a,a) +
∑
α∈C(a)

w(a,α), a = 1, · · · , A (2.2a)

u(a) = w(a,a) + d(a), a = 1, · · · , A (2.2b)

とに分けることができるが，以下では式 (2.1d)で議論を進める。また状態変数u(a),v(a),y(a)，
a = 1, · · · , Aはそれぞれ固有の制約領域Ua,Va,Ya, a = 1, · · · , Aを持つ。また従属変数
w(a,a),w(a,α),α ∈ C(a), a = 1, · · · , Aについても固有の制約領域が課せられるが，ここでは状
態変数u(a),v(a),y(a), a = 1, · · · , Aの制約領域に陰的な制約として含むこととする。また関
数 fa,h

(a,a),h(a,α), α ∈ C(a), a = 1, · · · , Aは連続変数空間で定義された非線形関数であり，と
くに潮流方程式hは極座標形式で与えられる非線形方程式であり，問題 (2.1)は非凸MINLP

となる。
ところで，すべての境界要素の状態変数 {y(a)}を一旦固定すると，全体問題の中の式 (2.1b)

を一旦考慮せずにすみ，式 (2.1d)右辺第 2項目は固定となるため，全体問題は，Areaごと
に互いが独立した部分問題

min
(u(a),v(a))

fa(u(a),v(a)) (2.3a)

subj.to w(a,a) = h(a,a)(v(a)) (2.3b)

u(a) = w(a,a) +
∑
α∈C(a)

w(a,α) + d(a) (2.3c)

u(a) ∈ Ua,v
(a) ∈ Va (2.3d)

に分割される。この部分問題の最小値を ϕ({y(a)})とおき，境界要素の状態変数 {y(a)}を資
源配分型分割における資源配分変数 (以下では上位変数と呼ぶ)とみなし，内部要素の状態
変数 (u(a),v(a))を下位変数とみなすことにより，multi-area OPFの全体問題 (2.1)は部分問
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題を入れ子にした形でかつ，部分問題の従属変数wを消去した形で記述すると，分割型 2

レベル最適化問題

min
{y(a)}

A∑
a=1

ϕa({y(a)}) (2.4a)

subj.to y(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , A (2.4b)

where ϕa({y(a)}) = min
(u(a),v(a))

fa(u(a),v(a)) (2.4c)

subj.to u(a) = h(a,a)(v(a)) +
∑
α∈C(a)

h(a,α)(y(a),y(α)) + d(a) (2.4d)

u(a) ∈ Ua,v
(a) ∈ Va (2.4e)

a = 1, · · · , A

に等価的に変換することができる。このとき，式 (2.4d)が示すように，Area aが接続する
すべてのAreaの境界変数 y(α), α ∈ C(a)が，Area a自体の境界変数 y(a)とともに，等式制
約条件中の資源配分変数となっている。この点において，資源制約と称する部分問題固有
の不等式制約の上限値だけを資源配分変数とする旧来の資源配分型分割の問題とは，形式
上異なっているが，制約領域Ya, a = 1, · · · , Aを満たす {y(a)}に対して下位部分問題 (2.4c)

～(2.4e)，a = 1, · · · , Aが許容であれば，それらの解のペアは必ず元問題 (2.1)の許容解で
ある，という特徴により，問題 (2.4)の分割型 2レベル最適化問題を考える分割も資源配分
型分割と称することとする。

2.3 2レベル最適化に基づく分散型計算法

2.3.1 提案手法の原理

前節の分割型 2レベル最適化問題 (2.4)において，下位部分問題は依然としてMINLPで
はあるものの，分割により問題サイズは小さくなっている。また上位変数 {y(a)}の最適解
{y∗(a)}を得ることができれば，下位部分問題はそれぞれ独立に解くことができ，計算効率
の向上が期待される。本節では解 {y∗(a)}を近似的に効率よく算出する方法を考える。
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記述の簡略化のため，変数

x(a) =

(
u(a)

v(a)

)
, a = 1, · · · , A (2.5)

を導入する。ここで {x(a)}は変圧器タップ比や，調相設備投入量を含むため，連続値のみ
ならず離散値をとる混合変数である。一方，状態変数 y(a), a = 1, · · · , Aは連続変数として
議論を進める。ここで式 (2.4d)を変数xa, {y(a)}について一般化した制約条件

H (a)(x(a), {y(a)}) = 0, a = 1, · · · , A (2.6)

で置き換えて分割型 2レベル最適化問題 (2.4)を書き換えた問題

min
{y(a)}

A∑
a=1

ϕa({y(a)}) (2.7a)

subj.to y(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , A (2.7b)

where ϕa({y(a)}) = min
x(a)

fa(x(a)) (2.7c)

subj.to H (a)(x(a), {y(a)}) = 0 (2.7d)

x(a) ∈ Xa (2.7e)

a = 1, · · · , A

を考える。なおXa = Ua×Vaである。このとき下位変数x(a), a = 1, · · · , Aの離散変数成分
を連続変数に緩和した x̂(a), a = 1, · · · , Aを用いて近似した分割型 2レベル緩和最適化問題

min
{y(a)}

A∑
a=1

ϕ̂a({y(a)}) (2.8a)

subj.to y(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , A (2.8b)

where ϕ̂a({y(a)}) = min
x̂(a)

fa(x̂(a)) (2.8c)

subj.to H (a)(x̂(a), {y(a)}) = 0 (2.8d)

x̂(a) ∈ X̂a (2.8e)

a = 1, · · · , A
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を導入する。ここで集合 X̂aは元の混合変数 x(a)を連続緩和したときの連続変数 x̂(a)の定
義域であり，X̂a ⊃ Xaであるから，問題 (2.7)の下位部分問題の最小値関数 ϕa({y(a)})と異
なる最小値関数 ϕ̂a({y(a)})が定義され，一般に

ϕ̂a({y(a)}) ≤ ϕa({y(a)}) (2.9)

である。また，上位変数の同じある値y(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , Aに対する非緩和下位部分問題
(2.7c-2.7e)，および緩和下位部分問題 (2.8c-2.8e)の最適解をそれぞれx∗(a)および x̂∗(a)とし
て，関数 faがリプシッツ連続 1であるとすると，集合Yaの上では，

|ϕa({y(a)}) − ϕ̂a({y(a)})|
= | fa(x∗(a)) − fa(x̂∗(a))| ≤ C∥x∗(a) − x̂∗(a)∥ (2.10)

を満たす正のリプシッツ定数Cが存在する。不等式 (2.9)を考慮すると，

ϕ̂a({y(a)}) ≥ ϕa({y(a)}) −C∥x∗(a) − x̂∗(a)∥ (2.11)

が成り立つ。したがって，問題 (2.7)と問題 (2.8)の上位目的関数に関しては，

A∑
a=1

ϕa({y(a)}) ≥
A∑

a=1

ϕ̂a({y(a)})

≥
A∑

a=1

ϕa({y(a)}) −
A∑

a=1

Ca∥x∗(a) − x̂∗(a)∥ (2.12)

となり，y(a)を仮に 1変数として，二つの関数∑A
a=1 ϕ̂a({y(a)})，∑A

a=1 ϕa({y(a)})の関係をイ
メージ図で示すと，Fig. 2.1のようになり，後者の関数を下方側へ∑A

a=1 Ca∥x∗(a) − x̂∗(a)∥だ
けシフトした帯状値域に，前者の関数が存在することがわかる。したがって，連続緩和に
よって生じる部分問題の最適解の誤差が大きくても，リプシッツ定数Ca, a = 1 · · · , Aが
小さければ，問題 (2.7)と問題 (2.8)の上位目的関数それぞれを最小にする最適解 {y∗(a)}と

1 関数 f : Rn → Rが任意の変数 ∀x1, x2, ∈ Rnに対し，

| f (x1) − f (x2)| ≤ C∥x1 − x2∥

を満たす正の定数Cが存在するとき， f はリプシッツ連続である。
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Fig. 2.1： A Relationship between
∑
ϕa and

∑
ϕ̂a

{ŷ∗(a)}の差が比較的小さくなる可能性がある。このように，混合変数の連続緩和によって
生じる誤差が，資源配分変数に関する上位目的関数値の差に吸収・緩衝されることが期待
される。そこで分割型 2レベル最適化問題 (2.7)の上位変数の最適解 {y∗(a)}の代わりの近似
解として，分割型 2レベル緩和最適化問題 (2.8)の上位変数の最適解 {ŷ∗(a)}を採用する。
ところで，分割型 2レベル緩和最適化問題 (2.8)の上位問題の最適解 {ŷ∗(a)}，およびこれ
に対応して連続緩和された下位部分問題の最適解 {x̂∗(a)}は明らかに元問題 (2.1)を直接連
続緩和した最適化問題

min
{x̂(a),y(a)}

A∑
a=1

fa(x̂(a)) (2.13a)

subj.to H (a)(x̂(a), {y(a)}) = 0, a = 1, · · · , A (2.13b)

x̂(a) ∈ X̂a,y
(a) ∈ Ya, a = 1, · · · , A (2.13c)

の最適解 {x̂o(a), ŷo(a)}である。以上のことを言い換えると，元の混合変数最適化問題 (2.1)

を直接連続緩和した問題 (2.13)の最適解 {x̂o(a), ŷo(a)}は，連続変数空間での最適化計算によ
り効率良く求めることができるため，この {ŷo(a)}を，連続緩和していない分割型 2レベル
最適化問題 (2.4)の最適解 {y∗(a)}の近似解とみなすことができる。そして，本来求めたいの
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は連続緩和していない混合変数 {x(a)}の最適解であるから，{y∗(a)}の代わりに {ŷo(a)}を用い
てy(a) = ŷo(a)(= ŷ∗(a)), a = 1, · · · , Aとした分割型 2レベル最適化問題 (2.7)の下位部分問題

min
x(a)

fa(x(a)) (2.14a)

subj.to H (a)(x(a); {ŷo(a)}) = 0 (2.14b)

x(a) ∈ Xa (2.14c)

a = 1, · · · , A

を解き，この解 {x∗(a)}と {ŷo(a)}のペアをもって元のMINLPの最適解 {xo(a),yo(a)}とみなす。
こうしてMINLPに対し，その近似問題として連続緩和問題を導入しつつも，その近似解
としての利用を分割型 2レベル最適化問題の上位の資源配分変数だけに留めることで精度
を確保すると同時に，この近似解を効率よく求め，これを与えた下でMINLPに対する混
合変数を有する部分問題に適用して混合変数の近似解を求めることで，精度の確保と計算
効率の両面での実用性を持たせることが可能である。
以上の論理展開を整理した図を Fig. 2.2に示す。Fig. 2.2の左側が混合変数の問題，右側
がそれを連続緩和した近似問題であり，上から 2段目が境界要素の状態変数を上位変数と
して 2レベル分割化した問題で，連続緩和した右側の分割型 2レベル緩和問題の上位変数
の最適解を近似解として求め，その下で左側の混合変数問題の分割型 2レベル最適化問題
の部分問題を解くことを，3段目にかけての右側から左側への斜めの矢印が示している。

2.3.2 計算手順

前節における提案手法の原理的説明において，近似下位部分問題 (2.14)における固定さ
れるべき上位変数が，元問題 (2.1)を直接連続緩和した最適化問題の最適解を利用すること
を示した。したがって従来の集中型解法ないし分割解法による連続変数非線形最適化手法
を用いて，あらかじめ直接連続緩和最適化問題の最適解を求めることが得策である。さら
に分割して得られる部分問題が互いに独立した問題となることから，完全に分散化された
手順で解くことができる。したがって以下の 2段階の手順を考えることができる (Fig. 2.2

参照)。
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Step 1: 元問題 (2.1)の代わりに，分割型 2レベル最適化問題 (2.4)を想定し，この問題の
上位変数最適化問題 {y(a)}の近似解として，分割型 2レベル緩和最適化問題 (2.8)の
上位変数最適解 {ŷ∗(a)}を採用し，これを求めるために，元問題 (2.1)を直接連続緩和
した最適化問題 (2.13)を解き，得られる解を {x̂o(a), ŷo(a)}とする。

Step 2: Step 1で求めた {ŷo(a)}を分割型 2レベル最適化問題 (2.4)の上位変数 {y(a)}の近似
解とし，y(a) ← ŷo(a), a = 1, · · · , Aとした近似下位部分問題 (2.14) を解き，この解
{x∗(a)}を分割型 2レベル最適化問題 (2.4)の下位最適解 {xo(a)}とみなし，元問題 (2.1)

の最適解とみなす。

2.4 数値実験とその結果

2.4.1 ベンチマークと比較手法の条件

9～944母線規模の範囲のテスト系統を使用して，提案手法の性能を評価した。本評価に
て考慮する目的関数としては2次形式の発電コストを用いた。また状態変数の制約条件とし
ては，電源の容量制約に加えて電圧制約，送電線容量制約を考慮することとした。Table2.1

に各ケースの母線，送電線，離散変数と全変数のサイズ，および提案手法を適用する際の系
統分割の数を示す。Case 9は，標準的なテスト系統である IEEE 9 bus systemであり，Case

28は，IEEE 14 bus systemをくし形に 2個接続したものである。また Case 175は IEEE

118 bus systemと IEEE 57 bus systemをくし形に接続したものであり，Case 350は IEEE

118 bus systemと IEEE 57 bus systemをそれぞれ交互に計 4個接続したものである。さら
にCase 236，Case 472，Case 944は，IEEE 118 bus systemをそれぞれ 2，4，8個くし型
に接続したものである。Case 236，Case 472，Case 944は，部分Areaの規模や構成が均一
の場合，Case 175, Case 350は，部分Areaの規模や構成が不均一の場合で，とくに後者の
二つはそれらの接続構造も異なるものとした。このときの変圧器タップ比と調相設備投入
量の離散変数のステップサイズをTable2.2に示す。さらに本手法の潮流状態の依存性を確
認するために，各テスト系統に所在する負荷を，A:1.0，B:1.2，C:0.6と定数倍で一律に変
更した。なお本実験では，次の 3種類のアルゴリズムを適用した。
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Table 2.1： IEEE Test Systems and Partitions

Case of

Systems

Number of

Buses/

Branches

Number of

Total

Variables

Number of

Discrete

Variables

Number of

Partitions

Case 9 9/9 70 0 2

Case 28 28/41 309 8 2

Case 175 175/267 1983 43 2

Case 236 236/373 2,790 46 2

Case 350 350/535 3,970 86 4

Case 472 472/747 5,584 92 4

Case 944 944/1,495 11,172 184 8

・ Discrete-OPF:変圧器タップ比と調相設備投入量を離散変数として扱った元問題 (2.1)

に対し，集中型解法に基づいて直接MINLPソルバを適用
・ Relaxed-OPF:変圧器タップ比と調相設備投入量を連続変数として扱った連続緩和問
題 (2.13)に対し，集中型解法に基づいてNLPソルバを適用

・ Proposed Method: 変圧器タップ比と調相設備投入量を離散変数として扱い，提案手
法を適用

それぞれのアルゴリズムにおいて，NLPソルバとして IPOPT [42]を使用し，MINLP

ソルバとしてBONMIN [43]を使用した。計算機環境はHP Z240 SFF Workstation, 16GB

memory, 3.3GHz Inter Xeon processor E3-1225を使用した。なお本実験では連続緩和問題
の求解は集中型解法を用いたが，これは連続緩和問題をどのように解くかは，本研究の主
眼ではなく，あくまで計算量の削減を第一目的としているからである。また提案手法にお
ける部分問題の求解においては，単一計算機上のマルチスレッド方式を採用しており，1

つのスレッドにおいて 1つの部分問題を解くこととした。
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Table 2.2： Step Sizes of Discrete Variables for Transformers and Shunt Capacitors

Name of Systems Tap Ratios of Transformers Sizes of Switchable Capacitors

Case 9 - -

Case 28 0.01 0.05

Case 175 0.01 0.05

Case 236 0.01 0.05

Case 350 0.01 0.05

Case 472 0.01 0.05

Case 944 0.01 0.05

2.4.2 簡易系統に対する結果

はじめに，IEEE 9 busの系統図を示したものをFig. 2.3に示す。この系統は，2つのArea

が Fig. 2.3中の破線で表される境界において相互に接続された形となっている。さて本例
では，離散変数が存在しないため，元問題と緩和問題の解は一致し，さらに部分問題の解は
それらの解と一致すると想定される。得られた解の例として各母線の電圧の大きさを Fig.

2.4に示す。緩和解 (図中 Original OPF)と提案手法によって得られた部分問題の解 (図中
Proposed Method)が一致していることがわかる。この結果は元問題を資源配分型分割に
よって分割した際，境界要素のみに基づいて部分問題を解けば，元問題の解を復元できる
ことを示しており，資源配分型分割による定式化が元問題と等価であることを数値的に裏
付けたものといえる。
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Fig. 2.3： IEEE 9 Bus System

Fig. 2.4： Comparison of Optimization Result for IEEE 9 Bus System
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2.4.3 複数の系統に対する結果

次に複数のテスト系統に対して提案手法を適用した結果として，目的関数のコスト，CPU

時間を Table 2.3に示す。ここで Proposed MethodとDiscrete-OPFが得た目的関数 (表中，
Total Costs)の相対誤差を表中 Errors (%)として示し，Discrete-OPF に対する Proposed

Methodの CPU時間の割合を表中 Speedup として示す。Relaxed-OPFはDiscrete-OPFと
比して Total Costが低くなっているが，これは離散変数が連続値のままの緩和解であり，
制約条件を満たさない非許容解であることを意味している。一方，Proposed Methodは，
Discrete-OPFに対してきわめて少ない誤差範囲で，すべてのケース，すべての部分問題に
おいて制約逸脱は発生しておらず，得られた解が許容であることを確認した。さらに，目
的関数値の差異が僅差であっても，それらの最適解に差異が生じる可能性があるため，こ
のことを確認するための一例として，Proposed MethodとDiscrete-OPFの目的関数の相対
誤差が最大となったCase 28-Cにおける各母線の電圧の大きさの結果を Fig. 2.6に，変圧
器タップ比の結果を Table 2.4に示す。母線 3及び 7において，Discrete-OPFと Proposed

Methodの電圧に誤差が生じているが，これは上記の母線に隣接する変圧器 2及び 3のタッ
プ比がそれぞれ一ステップ異なる解を算出したからである。しかしながら，電圧制約 (上
限 1.06pu，下限 0.94pu)は十分に満たしており，全体的にはほぼ同等の解を得ていること
がわかる。またCase175やCase350のような異なる構成の系統を接続した場合は，同じ構
成の系統を接続した場合と比して Proposed Methodの相対誤差が大きくなっていることか
ら，提案手法は，Areaごとの系統の規模や構成に大きな格差が無い場合にとくに有効であ
ると考えられる。
次にそれぞれの手法のCPU時間を比較したものをFig. 2.5に示す。Discrete-OPFは系統
の規模が増加するにつれて，指数関数的にCPU時間を費やしているのに対して，Proposed

Methodは，系統の規模に対してややCPU時間の増加がみられるものの，スケーラブルな
計算特性を示していることがわかる。また負荷の大きさに関わらず，安定して短時間で求
解していることがわかる。なお Proposed Methodの CPU時間の増加は，スレッドの数の
増加によるメモリアクセス効率の低下に起因していると考えられる。
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Fig. 2.5： Comparison of Optimization Result for IEEE Test Systems

Table 2.4： Comparison of Tap Ratios (pu) Results for Case 28-C

Transformer # Discrete-OPF Proposed Method

1 1.03 1.02

2 0.90 0.91

3 0.97 0.97

4 1.07 1.07

5 0.90 0.90

6 0.99 0.99
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Table 2.5： Allocation of Partial Problems by Multi-PC

Name of Systems Number of Partition Number of PC

Case 28 2 2

Case 236 2 2

Case 472 4 4

Case 944 8 4

2.4.4 複数計算機における数値実験とその結果

次に複数の計算機を用いての数値実験を行った。本数値実験では，計算機環境はDELL

Precision Tower 3431，16GB memory，3.5GHz Inter Xeon processor E-2224Gを最大 4台
使用し，テスト系統Case 28，Case 236，Case 472，Case 944に対して提案手法を適用し
た。本実験における部分問題求解の割り当て条件をTable 2.5に示す。Case 28，Case 236，
Case 472においては各計算機がそれぞれ 1つの部分問題を解くこととし，Case 944におい
ては 4台の計算機それぞれにおいて，マルチスレッドを併用して 2つの部分問題を並列に
求解することとした。
複数計算機による提案手法 (Proposed Method of Multi-PC)と，単一計算機による提案手
法 (Proposed Method of Single-PC)，Discrete-OPF，Relaxed-OPFの比較結果を Table 2.6

に示す。またCPU時間の比較をグラフ化したものを Fig. 2.7に示す。Proposed Method of

Multi-PCは，従来法と比べて 34倍の高速化を示しており，Single-PCの場合よりも更にス
ケーラブルな計算特性をもっていることを確認した。これは単一の計算機よりも複数の計
算機を用いたグリッド計算の方が，提案手法における部分問題の求解が他Areaとの情報交
換はなく完全に独立に行われるという特性をより有効に活用しているためと考えられる。
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Fig. 2.7： Comparison of Optimization Result for IEEE Test Systems (Additional)

2.5 おわりに

本章では，離散変数を有するmulti-area OPFに対して，資源配分型分割に基づく分散型
計算法を提案した。提案手法は各部分問題の計算過程において，他のAreaとの情報交換を
必要としないため，計算効率を大幅に向上させることができることが特徴である。複数の
IEEEテスト系統により構成された 9～944母線のサイズのmulti-area OPF問題に対して数
値計算を実行した結果，最適解が高い精度で得られており，計算量に関しても適用する問
題規模に応じて優れたスケーラビリティを持つことを確認した。
なお提案手法における離散変数の解を得る手順は，隣接するAreaの境界情報のみを利用
するため，完全に分散化されている。このため連続緩和問題の求解に分散型計算法を適用
すれば，すべての手順において完全分散化された手順によりMINLPを解くことが可能で
ある。
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ところで，元の全体問題に許容解が存在しても分割の仕方やそれによる部分問題で付与
するパラメータ (たとえば境界要素の電圧や潮流状態)次第で，許容解が存在しなくなって
求解できなくなる可能性が原理的にはありえる。このような求解不可能性をあらかじめ回
避するためには，部分問題の解法にペナルティ法を適用してその制約条件を緩和すること
が考えられる。このような実際のOPFで生じる数値計算上の課題については，今後の課題
とする。
また当然のことながら，提案手法は単一Areaでの離散変数を有するOPFに対する分割
解法としても適用することができる。その場合，単一のAreaを複数のAreaにどのように
分割するかが今後の課題である。また再生可能エネルギーが大量導入された系統や，より
大規模な系統への適用についても検討していく予定である。
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3
Robust AC Optimal

Power Flowに対する
制約緩和法

3.1 本章について

システムの設計・計画問題は最適化問題として定式化されるが，システムが外部環境か
ら受ける影響が不確定の場合，目的関数や制約条件に未知のパラメータなどの不確実変数
が存在するいわゆる「不確実下での最適化問題 (optimization problems under uncertainty)」
(以降，「不確実最適化問題」と称する)として定式化される。この場合，目的関数に不確実
変数が含まれる場合は，不確実下での意思決定問題として議論されており [44]，min-max

問題 (またはmax-min問題)と称されてその最適性条件や計算法が古くから考察されてき
た [1, 45, 46]。また，不等式制約条件に不確実変数が含まれる最適化問題に対しては，た
とえば最適解の実装後の不確実変数の想定範囲内の変動に対して不等式制約条件の充足を
事前に保障するいわゆる頑健 (ロバスト)性 (robustness)を課すロバスト最適化 [49, 50]の
考え方が提唱され，目的関数や制約条件が非線形の場合に対しても，近年盛んに研究され
るようになっている [51]。しかし，想定範囲内のあらゆる不確実変数値に対する不等式制
約条件についての考慮は，古典的といえる文献 [52]で最適性条件がすでに考察され，文
献 [53]において線形の等式制約条件を有する問題にまで拡張されており，また解法につい
ても，想定範囲内のあらゆる不確実変数値に対応した非可算無限個の制約条件を有限個の
制約条件に緩和する，いわゆる「制約緩和」の考え方に基づく手法が文献 [54]で与えられ
ている。また，不等式制約条件に対するロバスト性と等価な考え方により，最悪状況を想
定した下での制約条件の満足化と同時に，その最悪状況に対してより上位の視点から制約
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を課したり目的関数で評価したりする 2レベル最適化の考え方に基づく「最適満足化問題」
が文献 [24]で提案され，この問題に対する近似的解法も提案されている。
ところで，システムの設計・計画問題では，システムの特性が最適化問題の等式制約条
件として記述されるのが一般的であり，しかもそのシステムの特性が不確実変数の影響を
直接受ける場合は，その等式制約条件に直接不確実変数が含まれることが多い。たとえば
電力系統における分散電源の出力変動や負荷変動などの不確実性を考慮した最適潮流計算
(Optimal Power Flow: OPF [3])は，分散電源の出力変数や負荷の変数が不確実変数となり，
それらの変数が潮流方程式からなる非線形等式制約条件に含まれる問題，いわゆるRobust

AC OPFとして定式化される。しかしながら，不等式制約条件に対してのみロバスト性を
考慮するこれまでのロバスト最適化の考え方をこのような非線形等式制約条件付き最適化
問題に直接適用することは困難である。そこで，文献 [55,56]では，線形等式制約条件付き
問題に対して，従属変数を消去することで不等式制約条件のみの問題に変換してこの課題
を克服し，また非線形等式制約条件付き問題に対する文献 [57]では，非線形等式を線形化
した近似問題に変換することで非線形性による課題を克服している。また，文献 [58], [59]

では，凸緩和の適用によって等式制約条件を消去している。さらに不確実変数のランダム
サンプリングに基づいてその値を確定させる scenario approach [60,61]や，不確実変数のサ
ンプルをヒューリスティックに与える近似的手法 [62]が提案されている。いずれにせよ，
これらの関連研究は，非線形性を線形近似するものや近似的手法によるものであり，非線
形等式制約条件を考慮した不確実最適化問題に対して厳密な意味でロバスト性を満たす解
を算出する手法は著者の知る限りこれまで提案されていない。
そこで本章では，Robust AC OPFへの適用を念頭に，非線形等式制約条件を陽に考慮し
た不確実最適化問題の定式化と厳密な意味でロバスト性を満たす解を算出するための解法
を考える。システムの特性を記述した等式制約条件は，等式の本数以上の個数の変数を有
し，その等式の本数を越えた変数の個数分の自由度が存在するが，これらの自由度のある
変数のうち人為的にその値を確定することができる「決定変数」と，確定することができな
い未知の「不確実変数」とに分けることができる。このため，不確実変数による不確実性
に対処する何らかの合理的な基準のもとで，不確実変数の値を決定変数に応じて事前に想
定すれば，等式制約条件を満たす残りの変数である「状態変数」もそれらに従属して想定
することが可能である。本章では，このような等式制約条件を満たす変数の区別化によっ
てシステムの特性を考慮することで，不確実変数を含む等式制約条件のある不確実最適化
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問題を第 3.2節で定式化する。この不確実変数の想定やそれに伴う状態変数の想定のため
の合理的基準としては「min-max基準」や「ロバスト性基準」を採用するが，このような
想定はシステムの特性に対するある種のシナリオとも解釈され，文献 [60]にも通じる概念
でもあり，本章では，この概念と「制約緩和」[21, 48, 54]の考え方との融合により，この
システムの想定状態をシナリオとして逐次生成して増やすことによって，目的関数に対し
てはmin-max基準を，不等式制約条件に対してはロバスト性基準を同時に満たす解を求め
ることが可能な解法を第 3.3節において提案する。さらに以上の定式化と解法を，分散電
源の不確実性を考慮したRobust AC OPFに適用することを第 3.4節において試みる。

3.2 システムの不確実性を考慮した最適化問題の定式化

設計・計画の対象システムは，時間依存性のない静的システムとし，システムを構成する
要素の状態量を表す「状態変数」とよばれる変数と，要素間の関連性を表すシステム方程
式によってモデル化される。このとき，計画・設計の自由度が存在する場合，人為的に決
定することができる「決定変数」とよばれる変数が含まれ，システムを評価する目的関数
を最小化ないしは最大化するような決定変数と状態変数の値を，このシステム方程式を等
式制約条件として求めるのがシステムの最適化問題である。一方，システムの外部環境か
ら受ける影響など，人為的に決定することができない未定の変数ないしは未知パラメータ
を「不確実変数」と称することにする。ここで決定変数をu ∈ RN，不確実変数を y ∈ RI，
状態変数をx ∈ RLとし，関数h : RN × RI × RL → RLを用いてシステム方程式を

h(u,y,x) = 0 (3.1)

とし，以降ではこのように変数を区別化した等式制約条件をとくに「システム方程式」と称す
ることにする。また，目的関数や不等式制約条件においても外部環境からの不確定な影響を
同じ不確実変数で考慮するものとし，関数 f : RN×RI×RL → R1，関数g : RN×RI×RL → RM

を用いてそれぞれ

f (u,y,x) (3.2)

g(u,y,x) ≤ 0 (3.3)



第 3章 Robust AC Optimal Power Flowに対する制約緩和法 36

と表すと，最適化問題は単純に

min
u

f (u,y,x) (3.4a)

subj.to g(u,y,x) ≤ 0 (3.4b)

h(u,y,x) = 0 (3.4c)

と考えることができるが，不確実変数 yの値が未定のため，この問題を解くことは事実上
不可能である。そこで，何らかの基準に基づいて不確実変数 yの値を想定することで，最
適化問題 (3.4)を解いて決定変数uの最適値を確定することができれば，これに基づいて実
システムの計画・設計が事前になされてその値が実装され，その実システムが実際に外部
環境からの影響を受けた段階で，すなわち不確実変数 yの値が確定した段階で，これに対
応した実システムの状態変数xの値が初めて確定する。そこで何等かの合理的基準の導入
に拠って不確実変数 yの値を想定することが，事前の設計・計画段階で不可欠である。な
お，ここで考察の対象としているシステムの設計・計画では，この不確実変数yに確率的・
統計的な情報すらも伴わないような不確実な状況下 (under uncertainty)にあるとする。
以上のような不確実変数を有するシステム方程式が等式制約条件となる最適化問題の例
として，分散電源が導入された電力系統におけるOPFを考えることができる。すなわち，
通常の発電機の動作状態など電源に付帯する変数の値を人為的に確定させることが可能な
いわゆる電源 (以降では「確定電源」と略記する)以外に，動力源が自然エネルギー由来で
かつ急峻に出力変動する場合や，自家発電設備やデマンドレスポンスなど需要家の行動に
大きく依存する電源の場合のように，あらかじめ予見が困難な出力特性のためにその動作
状態を表す変数の値が不確定な分散電源 (以降では「不確定電源」と略記する)も有する電
力系統において，電圧や潮流をある所定の範囲内に管理するOPFを考えることができる。
このような電力系統のシステム方程式は，あるノードやブランチの集合のパターンをノー
ド集合Nやブランチ集合Bをもちいて (N ,B)とし，電力系統におけるネットワーク関係，
および交流法にもとづく電力と電圧の関係をモデル化した潮流方程式として

h(N ,B) (u,y,x) = 0 (3.5)

と表すことができる。システム方程式 (3.5)でのuはあらかじめ確定させることが可能な
動作状態を表す決定変数であり，主に確定電源に対する出力設定値や電圧設定値，不確定
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電源に対する有効電力制限値に相当する。またシステム方程式 (3.1)での yは不確定電源
の動作状態を表す変数であり，xはシステム方程式 (3.1)の状態変数であり，電力系統の電
圧や送電線潮流に相当する。このとき決定変数の最適値 u∗を実際の電力系統に実装した
のち，不確実変数である不確定電源の検出値y∗が得られた段階で，これらに応じた電力系
統の状態値x∗が確定する。また，事前に何らかの基準により不確定電源の変数の値yを想
定すれば，これと決定変数の値uに対応した状態変数の値を想定することができる。
一般的に，システムの設計・計画段階で不確実変数yの値が未定な状況下では，たとえば
安全・安心を担保するいわゆる危機管理の方略の一つとして，最悪の状況を想定すること
が合理的とされている [44]。具体的には，まず物理的に課せられる不等式制約条件式 (3.3)

に対し，不確実変数の値が不等式制約条件にとって最悪の状況が設計・計画の事後に生起
しても，制約条件の侵害が回避される安全性の基準，いわゆる「ロバスト性基準」を採用
する。すなわち，不等式制約関数の個々の成分関数 gm(u,y,x)ごとにそれを最大にするよ
うな不確実変数 yの値が生起しても，不等式制約条件を侵害しないように，不等式制約条
件 (3.4b)の代わりに

subj.to max
y∈Y
gm(u,y,x) ≤ 0, m = 1, · · · ,M (3.6)

とする 1。ただし，g = (g1, · · · , gM)T で，不確実変数 yの集合Yは，その変数の値がとり
うる想定範囲を表し，有界閉集合であるとする。また，目的関数に対しても同様に，それ
を最悪にするような不確実変数の値の生起を想定し，このときの状況を最大限改善するい
わゆる「min-max基準」に基づいて，式 (3.4a)の目的関数の最小化の代わりに

min
u

max
y∈Y

f (u,y,x) (3.7)

を採用する。この目的関数値を覚悟さえすれば，どのような不確実変数の値が事後に生起
しても，この値よりは改善されるという意味での安心が保証される。

1 文献 [49]などによるロバスト性の記述では，あらゆる不確実変数 y ∈ Yに対して不等式制約条件が成り
立つとし，全称記号 ∀を用いて

subj.to gm(u, y, x) ≤ 0 ∀ y ∈ Y

とするが，この記述と式 (3.6)の記述とは本質的に等価であり，また，目的関数に対して導入されるmin-max
基準と統合的に扱うためにも，式 (3.6)のようにmax演算を用いて記述する。
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以上のような不確実変数 yに対する想定において留意すべきことは，目的関数 f や制
約関数の複数の成分関数 gm,m = 1, · · · , ,Mごとに異なる種類の最悪状況を想定している
ことである。このようなことは，たとえば不等式制約条件の場合は，異なる安全基準が課
せられている場合に，それら安全基準ごとに最悪の状況を想定することに相当する。した
がって，物理的には同一の不確実変数であっても，目的関数 f や制約関数の複数の成分関数
gm,m = 1, · · · ,Mごとに意味的には区別化した添え字付き変数y0,y1, · · · ,yMで記し，区別
化したこれらの変数を「想定変数」と称することにする。なお，それら想定変数に固有の制
約集合，つまり想定変数y0,y1, · · · ,yMの想定範囲については，不確実変数yに固有の集合
Yで共通であるとする。また，決定変数uの任意の値とそれとは独立に想定される想定値
ymに対応してシステム方程式を満たすように想定される状態変数についても，同様に目的
関数 f や制約関数の複数の成分関数ごとに異なる想定変数と見做してxm,m = 0, 1, · · · ,M

と区別化し，それを与えるシステム方程式も式 (3.6)や式 (3.7)におけるym,m = 0, 1, · · · ,M

に関する最大化演算の個々の制約条件とみなす。したがって，システム方程式の不確実性
を考慮して最悪の状況を想定した不確実最適化問題を

min
u∈U

max
(x0,y0)
y0∈Y

{ f (u,x0,y0)|h(u,x0,y0) = 0} (3.8a)

subj.to max
(xm,ym)
ym∈Y

{gm(u,xm,ym)|h(u,xm,ym) = 0} ≤ 0, m = 1, · · · ,M (3.8b)

と定式化し，以降，問題 (3.8)を本章における元問題とする。ここでUは決定変数固有の
制約集合であり，また状態変数に対する想定変数xm,m = 0, 1, · · · ,Mに対してもそれらに
共通の固有の制約集合Xが考えられるが，この集合は変数xmのみを引数としてもつ不等
式制約条件 gm(xm) ≤ 0として，gm(u,xm,ym) ≤ 0,m = 1, · · · ,Mの一部に組み込まれてい
るものとする。
以上のように，等式制約条件の中に不確実変数が含まれる問題を対象とするも，目的関
数と不等式制約条件のみに不確実変数が含まれることを前提とするロバスト最適化や最適
満足化の考え方を適用するために，等式制約条件の消去や近似的手法の適用が可能な場合
だけがこれまでは扱われてきた。これに対して，不確実変数の最大化演算の下で状態変数
の導入とそれを含むシステム方程式として等式制約条件を位置付けることで，不確実変数
を含む非線形等式制約条件を直接扱えるようにしたのが本研究の特徴である。また，等式
制約条件としてシステム方程式を考慮して不確実変数を想定する場合，システム方程式を
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満たす不確実変数や状態変数の想定値が存在するような決定変数に限定すること，すなわ
ち，決定変数uに対して陰的な制約条件

∃(xm,ym) such that h(u,xm,ym) = 0 and ym ∈ Y, m = 0, 1, · · · ,M (3.9)

を考える必要があるが，ここでは議論簡略化のために，決定変数固有の制約集合Uの任意
の要素に対して式 (3.9)の条件が成り立つものとする。
ところで，問題 (3.8)は，

max
(x0,y0)
y0∈Y

{ f (u,x0,y0)|h(u,x0,y0) = 0} ≤ σ (3.10)

を満たす目的関数の上限に相当する変数σを導入すると

min
σ,u∈U

σ (3.11a)

subj.to max
(x0,y0)
y0∈Y

{ f (u,x0,y0)|h(u,x0,y0) = 0} − σ ≤ 0 (3.11b)

max
(xm,ym)
ym∈Y

{gm(u,xm,ym)|h(u,xm,ym) = 0} ≤ 0, m = 1, · · · ,M (3.11c)

と等価に書き換えることができ，さらに

G0(u, σ) = max
(x0,y0)
y0∈Y

{ f (u,x0,y0)|h(u,x0,y0) = 0} − σ (3.12a)

Gm(u) = max
(xm,ym)
ym∈Y

{gm(u,xm,ym)|h(u,xm,ym) = 0}, m = 1, · · · ,M (3.12b)

とすると，式 (3.11b,3.11c)が同時に成り立つことと，

max{G0(u, σ),G1(u), · · · ,GM(u)} ≤ 0 (3.13)

が成り立つことは等価であり，しかもこの外側のmax演算と，G0(u, σ),Gm(u),m = 1, · · · ,M
に含まれるmax演算とを交換して後者の最大化変数 (xm,ym)を共通化することができて

max
(x,y)
y∈Y

[max{ f (u,x,y) − σ, g1(u,x,y), · · · , gM(u,x,y)}|h(u,x,y) = 0] ≤ 0 (3.14)
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と，式 (3.11b,3.11c)を一つの制約条件にまとめることができる。以上より，システム方程
式を考慮した不確実最適化問題 (3.8)は，目的関数に対するmin-max基準と不等式制約条
件に対するロバスト性基準を統合した等価な最適化問題

min
σ,u∈U

σ (3.15a)

subj.to max
(x,y)
y∈Y

[max{ f (u,x,y) − σ, g1(u,x,y),

· · · , gM(u,x,y)}|h(u,x,y) = 0] ≤ 0 (3.15b)

と最終的に定式化しなおすことができる。

3.3 システムの不確実性を考慮した拡張型制約緩和法

3.3.1 制約緩和の原理と計算手順

問題 (3.15)の解法を考える。問題 (3.15)，および等価な問題 (3.11)は，その構造から 2

レベル最適化問題 [63]とみなすことができるが，不確実変数yに応じたシステム方程式か
ら想定される状態変数xを考慮した 2レベル最適化問題の解法は，著者の知る限り，これ
まで提案されていない。またその不等式制約条件 (3.15b)が，複数の関数のうちの最大成分
の関数を取り出し (内側の最大化演算)，その状態変数xと不確実変数 yに関する最大化演
算 (外側の最大化演算)の最大値がゼロ以下になることを要求する変数 (σ,u)に対する複雑
な制約条件となっている。このため，不等式制約条件 (15b)の左辺の関数は変数 (σ,u)に
関して微分不可能関数にもなり，問題 (15)の解法として非線形最適化手法を直接用いるこ
とは困難である。
一方，式 (3.15b)の変数 (x,y)に関する外側の最大化演算は全称記号 ∀を用いて

max{ f (u,x,y) − σ, g1(u,x,y), · · · , gM(u,x,y)} ≤ 0

for ∀(x,y) such that h(u,x,y) = 0 and y ∈ Y (3.16)

と等価的に表現しなおすことができる。不確実変数の制約集合Yが非可算無限個の要素か
らなる場合，この不等式制約条件の個数も，それらあらゆる (x,y)に対応した非可算無限
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個となる。そこで本研究では，非可算無限個の不等式制約条件付最適化問題の解法である
制約緩和による手法 [54](以降，「制約緩和法 1」と略記する)を拡張することを考える。不
確実変数 yの想定値として有限個のサンプル y(s) ∈ Y, s = 1, · · · , S を選択し，任意の決定
変数u ∈ Uのもとで不確実変数のサンプルy(s)に応じたある種のシナリオといえるシステ
ム方程式

h(u,x(s),y(s)) = 0 (3.17)

と，それから想定される状態量x(s)を考える。このx(s)がサンプル y(s)に対応したシステ
ム方程式 (3.17)を満たす変数であることに留意すると，非可算無限個の不等式 (3.16)は，
サンプルごとに対応した S 個の不等式制約条件とシステム方程式の組 max{ f (u,x(s),y(s)) − σ, g1(u,x(s),y(s)), · · · , gM(u,x(s),y(s))} ≤ 0 (3.18a)

h(u,x(s),y(s)) = 0 (3.18b)

s = 1, · · · , S

に緩和され，さらに式 (3.18a)はM + 1個の不等式 f (u,x(s),y(s)) ≤ σ
gm(u,x(s),y(s)) ≤ 0, m = 1 · · · ,M

(3.19)

が同時に成立することと等価であるから，不確実最適化問題 (3.15)の制約条件緩和問題と
して，

min
σ,u∈U,{x(s)}Ss=1

σ (3.20a)

subj.to f (u,x(s),y(s)) ≤ σ, s = 1, · · · , S (3.20b)

g(u,x(s),y(s)) ≤ 0, s = 1, · · · , S (3.20c)

h(u,x(s),y(s)) = 0, s = 1, · · · , S (3.20d)

where y(s) ∈ Y; given, s = 1, · · · , S (3.20e)

1 制約緩和法は，もともと非加算無限個の不等式制約条件付最適化問題の解法として提案されたが [54]，そ
の後，min-max問題への適用 [47,48]や，最適満足化問題への適用 [21]がされている。以上の制約緩和法
の計算手順については付録A.1を参照されたい。
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を得ることができる。この緩和問題において留意されなければならないことは，不確実変
数 yに関してはサンプル y(s)が想定値として与えられるのに対して，状態変数xに関して
は，この想定値の下での決定変数uに対応したシステム方程式 (3.20d)を満たす従属変数
としてx(s)が想定されていることである。したがって不確実変数のサンプル個数分の全部
で S 通りのシステム方程式を等式制約として考慮する点で，等式制約条件を考慮すること
ができない最適満足化法やロバスト最適化法とは異なっていて，不確実変数の複数の想定
値に対応していわばシナリオとして複数通りのシステム方程式を想定する点において，文
献 [60]の scenario approachと共通する考え方である。一方，scenario approachがロバスト
性を厳密に満たすために無限個のシナリオを考慮する必要があるのに対して，制約緩和法
で生成されるシナリオは有限個であることが大きな違いである。
制約緩和法は，緩和問題を解いて得られる解がもっとも侵害するような元の問題の不等
式制約条件を見出し，これを緩和問題に付加して解きなおすという手順を繰り返す手法で
ある。制約緩和法の反復手順における反復回数を kとし，第 k反復での不確実変数yのサン
プル個数を S (k)とし，S = S (k)とした緩和問題 (3.20)の最適解を (σ̄(k), ū(k), {x̄(s)(k)}S (k)

s=1 )

とすると，この解が元の不確実最適化問題の不等式制約条件式 (3.15b)を満たすか否かの
判定と，満たさない場合にそれらのうちでもっとも侵害する不等式制約条件を見出す作業
は，式 (3.15b)(または式 (3.14))の左辺に (σ̄(k), ū(k))を代入し，その最大化演算を実行する
ことで，つまり最大化問題

max
(x,y)
y∈Y

max{ f (ū(k),x,y) − σ̄(k), g1(ū(k),x,y), · · · , gM(ū(k),x,y)} (3.21a)

subj.to h(ū(k),x,y) = 0 (3.21b)

の最大値が非正であるかどうかで判定することができる。具体的には，この問題の最大解
の一つを (x̂(k), ŷ(k))とすると，その最大値

ϕ(σ̄(k), ū(k)) = max{ f (ū(k), x̂(k), ŷ(k)) − σ̄(k),

g1(ū(k), x̂(k), ŷ(k)), · · · , gM(ū(k), x̂(k), ŷ(k))} (3.22)

に対して，ϕ(σ̄(k), ū(k)) ≤ 0ならば，元の不確実最適化問題の不等式制約条件式 (3.15b)(こ
れと等価な条件式 (3.16))を満たし，(σ̄(k), ū(k))が元の不確実最適化問題 (3.15)の最適解
となり，ϕ(σ̄(k), ū(k)) > 0ならば，(σ̄(k), ū(k))が不等式制約条件式 (3.15b)をもっとも侵
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害する。これを等価な条件式 (3.16)でいえば，これら非可算無限個の不等式制約条件のう
ち，(x̂(k), ŷ(k))に対応した不等式制約条件

max{ f (u, x̂(k), ŷ(k)) − σ, g1(u, x̂(k), ŷ(k)), · · · , gM(u, x̂(k), ŷ(k))} ≤ 0 (3.23)

をもっとも侵害する。そこで ŷ(k)を不確実変数の新たなサンプル y(S(k)+1)とし，これと決
定変数uに対応した新たなシステム方程式

h(u,x(S(k)+1),y(S(k)+1)) = 0 (3.24)

を満たす状態変数x(S(k)+1)を導入し，

max{ f (u,x(S(k)+1),y(S(k)+1)) − σ, g1(u,x(S(k)+1),y(S(k)+1)),

· · · , gM(u,x(S(k)+1),y(S(k)+1))} ≤ 0 (3.25a)

⇔
 f (u,x(S(k)+1),y(S(k)+1)) ≤ σ
g(u,x(S(k)+1),y(S(k)+1)) ≤ 0

(3.25b)

を，式 (3.24)とともに緩和問題 (3.20)に付け加えて新たな緩和問題とし，これを解きなお
すことを繰り返すのが本章で提案する拡張型制約緩和法の手順である。この手順をまとめ
ると以下のようになる。

Step 1:初期サンプル y(1) ∈ Y ∩ Y′を選び，S (1) = 1とし，k = 1とおく。ただし

Y′ = {y |there exist u ∈ U and x such that h(u,x,y) = 0} (3.26)

とする。
Step 2:S = S (k)とした緩和問題 (3.20)を解いた最適解を (σ̄(k), ū(k), {x̄(s)(k)}Ss=1)とする。
Step 3:最大化問題 (3.21)を解いて，その最大解を (x̂(k), ŷ(k))とする。
Step 4:もし式 (3.22)の最大値関数に対してϕ(σ̄(k), ū(k)) ≤ εが成り立つならば，計算を終了

してū(k)を問題(3.15)の最適解uとし，ϕ(σ̄(k), ū(k)) > εであれば，S (k+1) = S (k)+1，
y(S (k+1)) = ŷ(k)とおき，k ← k + 1として Step 2に戻る。なお εはあらかじめ与えら
れた十分小さな正数である。
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なお，Step 3における最大化問題 (3.21)は，その目的関数の二つのmax演算を入れ替
えることができるため，最大解 (x̂(k), ŷ(k))の算出は比較的容易である。すなわち，問題
(3.21)は，

max

max
(x,y)
y∈Y

{ f (ū(k),x,y) − σ̄(k)|h(ū(k),x,y) = 0},

max
(x,y)
y∈Y

{g1(ū(k),x,y)|h(ū(k),x,y) = 0}, · · · ,

max
(x,y)
y∈Y

{gM(ū(k),x,y)|h(ū(k),x,y) = 0

 (3.27)

と等価であるため，この大括弧の中のM + 1個の等式制約条件付最大化問題

max
(x,y)
y∈Y

f (ū(k),x,y) − σ̄(k) (3.28a)

subj.to h(ū(k),x,y) = 0 (3.28b)

max
(x,y)
y∈Y

gm(ū(k),x,y) (3.28c)

subj.to h(ū(k),x,y) = 0 (3.28d)

m = 1, · · · ,M

を解き，それぞれの最大解 (x̂m(k), ŷm(k)),m = 0, 1, · · · ,Mとこれらに対応したM + 1個の
関数値 f (ū(k), x̂0(k), ŷ0(k)) − σ̄(k), gm(ū(k), x̂m(k), ŷm(k)),m = 1, · · · ,Mを求め，これらの
関数値のなかでさらに最大の関数値をϕ(σ̄(k), ū(k))とし，この値を与える (x̂m(k), ŷm(k))を
改めて (x̂(k), ŷ(k))とすることで Step 3を実行することができる。また，Step 4における
判定条件に ε (> 0)を導入したのは，不等式制約条件式 (3.16)の充足に微小の誤差を許容す
ることで，不確実変数 yの有限個のサンプル生成によって有限回の反復で提案法を終了さ
せるためである。
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3.3.2 システムに不確実性を有する簡単な例題による確認

提案法の収束性を確認するため，まず簡単な数値例

min
u

f (u, x) = (u + x − 50)2 (3.29a)

subj.to g1(u, x, y)=−(2u−x+y−20)2+100≤0 (3.29b)

g2(u, x) = 2u − x − 5 ≤ 0 (3.29c)

g3(x) = −x ≤ 0 (3.29d)

g4(x) = x − 25 ≤ 0 (3.29e)

h(u, x, y) = u − x − y + 20 = 0 (3.29f)

u ∈ U = {u| 0 ≤ u ≤ 25} (3.29g)

y ∈ Y = {y| 0 ≤ y ≤ 10} (3.29h)

を考える。この例題では，目的関数に不確実変数 yが含まれていないが，状態変数 xが含ま
れているため，不確実変数 yを含むシステム方程式に相当する等式制約条件式 (3.29f)によ
るmin-max基準min max

x
{ f (u, x)|h(u, x, y) = 0}が適用される。また，決定変数uや不確実変

数 yが含まれていない制約関数 g3，g4についても同様であり，たとえば g3に対するロバス
ト性基準が等式制約条件によってmax

x
{g3(x)|h(u, x, y) = 0}となる。以上のことに注意する

と，この例題に対する緩和問題 (3.20)は，不確実変数 yの S 個のサンプル y(s), s = 1, · · · , S

に対して想定される状態変数 x(s), s = 1, · · · , S が関数 f , g1, g2, g3, g4の引数となり，

min
σ,u∈U,{x(s)}Ss=1

σ (3.30a)

subj.to f (u, x(s))= (u + x(s)−50)2≤σ (3.30b)

g1(u, x(s), y(s)) = −(2u − x(s) + y(s) − 20)2 + 100 ≤ 0 (3.30c)

g2(u, x(s)) = 2u − x(s) − 5 ≤ 0 (3.30d)

g3(x(s)) = −x(s) ≤ 0 (3.30e)

g4(x(s)) = x(s) − 25 ≤ 0 (3.30f)

h(u, x(s), y(s)) = u − x(s) − y(s) + 20 = 0 (3.30g)

where y(s) ∈ Y; given (3.30h)

s = 1, · · · , S
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Table 3.1： Solutions of Relaxed Problem (3.30)

k y(s) σ̄(k) ū(k) {x̄(s)(k)}Ss=1

1 {5} 225 10 15

2 {5, 10} 400 10 { 15, 20 }
3 {5, 10, 0 } 900* 5* { 15, 20, 25}

Table 3.2： Solutions of Maximize Problem (3.31)

k f − σ g1 g2 g3 g4 ϕ

1 1.75e+2 7.00e-8 −5 −20 5 1.75e+2

2 3.86e-8 2.98e-8 −5 −20 5 5

3 5.38e-8 −1.25e+2 −10 −10 2.60e-9 5.38e-8

となる。また，この問題に対する最大化問題 (3.21)は

max
(x,y)
y∈Y

max{(ū(k) + x − 50)2 − σ̄(k),−(2ū − x + y − 20)2 + 100,

2ū(k) − x − 5,−x, x − 25} (3.31a)

subj.to h(ū(k), x, y) = ū(k) − x − y + 20 = 0 (3.31b)

と定式化される。なお，提案法の手順の Step 2の緩和問題 (3.30)や，Step3で最大化問題
(3.31)を解くために実際に実行する問題 (3.28)(この例題ではM = 4で 5題)に適用する非
線形最適化手法としては IPOPT [42]を用いることとし，Step 4の判定条件の許容パラメー
タ εは ε =1e-7と設定した。このとき不確実変数の初期サンプルを y(1) = 5(初期サンプル
個数は S (1) = 1)として提案法を適用した結果を Table 3.1，3.2に示す。 Table 3.1の列は
順に，生成された不確実変数のサンプルの集合 y(s)，緩和問題 (3.30)の解の σ̄(k)と ū(k)，
そして最後の列が y(s)に対応した {x̄(s)(k)}である。Table 3.1より k = 3において，決定変
数の最適解 u∗ = 5とこれに対応するmin-max値σ∗ = 900が得られたことを上付き*で示
してある。Table 3.2の列は順に，最大化問題 (3.31)を解くために実行した問題 (3.28)の 5

題の最大値と，さらにそれらの中のさらなる最大値 ϕ(式 (3.22))を示している。これらの
値がすべて終了判定条件 ε(=1e-7)を満たしたために k = 3で終了したことを示している。
以上の計算終了までに至る過程は，まずTable 3.1での k = 1の行の緩和問題の解が，目的
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関数に関する制約条件 (3.30b)をもっとも侵害することが，Table 3.2での k = 1の行の最
大値 1.75e+2=ϕ(σ̄(1), ū(1)) = f (ū(1), x̄(1)) − σ̄(1)によって判定され，これを与える最大解
ŷ(1) = 10が不確実変数 yの新しいサンプル y(2) = 10としてこれに対応する制約条件が緩
和問題に付加される。この緩和問題の解がTable 3.1での k = 2の行で，この解がもっとも
侵害する制約条件として Table 3.2での k = 2の行の最大値 5=ϕ(σ̄(2), ū(2))) = g4(x̂(2))に
よって判定され，これを与える最大解 ŷ(2) = 0が不確実変数 yの新しいサンプル y(3) = 0

としてこれに対応する制約条件が緩和問題に付加されて k = 3に至る。なお不確実変数の
初期サンプルの位置をランダムに 100回変更した場合でも上記と同様の結果が得られてお
り，初期サンプルの選択に対する提案法の大域的収束性や不確実変数に対するロバスト性
も確認された。

3.4 不確実性を考慮したRobust AC OPFへの適用

3.4.1 問題の定式化

電力系統に導入された不確定電源の下で，電力系統を最適に運用する問題を考える。こ
の問題における意思決定者は系統運用者を想定し，保有する系統情報に基づいてOPFを定
式化し，それに基づいて送電線の電圧や潮流を管理・維持することを考える。不確定電源
は，発電事業者や需要家が保有する分散電源を想定しており，インバータ連系により電力系
統に接続されたものとする。これら不確定電源の有効電力の出力や負荷は様々な要因によ
り不確実性を有するものの，それらの値がとりうる領域は既知であると仮定する。また系
統運用者は，ある制約の下で不確定電源に対して有効電力と無効電力を指令することがで
きる。すなわち，有効電力に関しては任意の設定値による出力制限を行うことができ，無効
電力に関しては，無効電力を直接指令する無効電力一定 (Constant Reactive Power：CRP)

方式と，力率角を指令する力率一定 (Constant Power Factor：CPF)方式のどちらかを選択
して実行することができる。ここで変数

・ pG ∈ PG: 確定電源の有効電力設定値
・ pG0 ∈ PG0: スラック母線の有効電力値
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・ qG ∈ QG: 確定電源の無効電力値
・ vG ∈ VG: 確定電源の電圧設定値
・ pD ∈ PD: 不確定電源に対する有効電力制限値
・ p̄D ∈ PD: 不確定電源の出力制限後の有効電力値
・ qD ∈ QD: 不確定電源に対する無効電力設定値
・ θD ∈ ΘD: 不確定電源に対する力率角設定値
・ yD ∈ PD: 不確定電源の有効電力値
・ yL ∈ YL: 負荷の有効電力値
・ p: 線路の有効電力値
・ q: 線路の無効電力値
・ v ∈ V: 電圧の大きさ
・ δ: 電圧位相角

を導入すると，不確定電源の出力制限後の有効電力値 p̄Dは，有効電力制限値pDと不確実
変数である有効電力値 yDの大小関係により変化するため，max演算を用いて

p̄Di = yDi −max{yDi − pDi, 0}, i = 1, · · · , I (3.32)

と表わされる。また不確定電源の無効電力値 qDは，皮相電力容量aDの単位円で表される
インバータ出力容量制約

p̄2
Di + q2

Di ≤ a2
Di, i = 1, · · · , I (3.33)

が課された下で，力率角 θDを用いて，

qDi = p̄Di tan θDi, i = 1 · · · , I (3.34)

と表わされる。
以上の関係に基づき，CRP方式とCPF方式それぞれの場合におけるRobust AC OPFを
定式化する。まず CRP方式の場合では，pG,vG,pD, qDが系統運用者の決定変数，yD,yL

が不確実変数となり，これらの変数に従属する形で pG0, qG,p, q,v, δが潮流方程式 (システ
ム方程式)を満たす状態変数となる。ここで記述簡略化のため，決定変数を合成した変数と
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その直積集合を

u = (pG,vG,pD, qD), U = PG ×VG × PD × QD (3.35)

とし，状態変数を合成した変数を

x = (pG0, qG,p, q,v, δ) (3.36)

とし，さらに不確実変数を合成した変数を

y = (yD,yL) (3.37)

とすると，Robust AC OPFを，

min
u∈U

 f0(u,x,y) + ρ
I∑

i=1

max{yDi − pDi, 0}
 (3.38a)

subj.to pl ≤ pG0 ≤ pu (3.38b)

qli ≤ qGi ≤ qui, i = 0, · · · , L1 (3.38c)

vli ≤ vi ≤ vui, i = 1, · · · , L2 (3.38d)

p2
i + q2

i ≤ a2
i , i = 1, · · · , L3 (3.38e)

(yDi −max{yDi − pDi, 0})2 + q2
Di ≤ a2

Di, i = 1, · · · , I (3.38f)

h(N ,B)(u,x,y) = 0 (3.38g)

yD ∈ YD (3.38h)

yL ∈ YL (3.38i)

と定式化することができる。ここで，目的関数 (3.38a)の第一項 f0は，電力系統全体の送
電損失であり，第二項は，不確定電源 iの有効電力 yDiの制限値 pDiからの超過分に対し，
全体 I個の総和量をできる限り抑制することを表し，ρ(> 0)はこの目的関数の重み係数で
ある。また，式 (3.38b-3.38e)は電力系統の状態変数 pG0, qG,p, q,vについての不等式制約
条件であって，式 (3.38b)はスラック母線の有効電力の上下限制約，式 (3.38c)は確定電源
の無効電力の上下限制約，式 (3.38d)は電圧の上下限制約，式 (3.38e)は線路容量制約であ
り，aiは線路 iの容量とする。また式 (3.38f)は不確定電源 iごとのインバータ出力容量制
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約で，その容量 aDiは既知であるとする。さらに式 (3.38g)は電力系統全体の潮流方程式で
ある。ここで，さらに

f (u,x,y)= f0(u,x,y)+ρ
I∑

i=1

max{yDi−pDi, 0} (3.39a)

g(u,x,y)=



pl − pG0

pG0 − pu

ql − qG

qG − qu

vl − v
v − vu

p2
1 + q2

1 − a2
1

...
p2

L3
+ q2

L3
− a2

L3

(yD1−max{yD1−pD1, 0})2+q2
D1−a2

D1
...

(yDI−max{yDI−pDI , 0})2+q2
DI−a2

DI



(3.39b)

h(u,x,y) = h(N ,B)(u,x,y) (3.39c)

とおきなおし，目的関数 (3.39a)に対してはmin-max基準を，不等式制約関数 (3.39b)に対
してはロバスト性基準を適用することにより，問題 (3.8)や問題 (3.15)の定式化，およびこ
れらの問題に対する提案法の計算手順をそのまま適用することができる。
一方，CPF方式の場合には，不確定電源の力率角 θDが決定変数となり，無効電力 qDは
式 (3.34)によって定まる従属変数となるため，不確定電源の無効電力 qDを力率角 θDに置
き換えて，決定変数を合成した変数と直積集合

u = (pG,vG,pD,θD), U = PG ×VG × PD × ΘD (3.40)

および，状態変数を合成した変数

x = (pG0, qG,p, q,v, δ, qD) (3.41)

を用いれば，CPF方式のRoubst AC OPFは

min
u∈U

 f0(u,x,y) + ρ
I∑

i=1

max{yDi − pDi, 0}
 (3.42)

subj.to Eq. (3.34), (3.38b)-(3.38f), (3.38g), (3.38h), (3.38i)
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Table 3.3： Parameters of Test Systems

case 2 bus system 4 bus system

pl 0.00 -3.00

pu 7.00 3.00

ql −1.00 (−2.00, −0.50)

qu 1.00 (2.00, 0.50)

vl 1.00 (1.04, 1.04, 1.04)

vu 1.10 (1.05, 1.05, 1.05)

a - (5.00, 5.00, 5.00, 5.00, 5.00, 5.00)

aD 1.00 (1.50, 1.50)

vG0l 1.15 1.0

vG0u 1.15 1.1

yLl 6.00 (0.40, 0.40, 0.60)

yLu 6.00 (0.80, 0.80, 1.00)

yDl 0.00 (0.00, 0.00)

yDu 1.00 (1.50, 1.50)

と定式化することができ，問題 (3.38)と同様に提案法の計算手順を適用することができる。

3.4.2 簡易系統問題に対する計算結果

提案法の有用性を確認するため，2つの簡易なテスト系統 (2 bus system，4 bus system)

に対して提案法を適用した。それぞれの系統図を Fig. 3.1, 3.3に示す。またこれらテスト
系統の制約条件などの設定をTable 3.3に示す。ここで図表の値の単位はすべてPUとする。
2 bus systemでは負荷は固定値として扱い，不確実変数が 1つの場合を考える。一方，4 bus

systemでは，2つのノードにおける負荷と不確定電源の有効電力を不確実とみなして合計
5個の不確実変数の場合を考える。また提案法の許容パラメータを ε =1e-7とし，非線形
最適化手法として IPOPTを使用した。なお本問題 (3.39a)，(3.39b)にあるmax演算を含む
式は微分不可能点を含み，そのまま非線形最適化手法を適用することができないが，平滑
化関数である Fischer-Burmeister関数 [64]で置き換えることにより微分不可能性を回避し
た。なお 2 bus systemの場合については，その定式化の詳細を付録A.2にて述べる。
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Fig. 3.1： 2 Bus System

Table 3.4： Solutions for 2 Bus System

まず 2 bus systemに対してCRP方式の提案法を適用して得られた最適解u∗，および状
態変数x(s)，不確実変数 y(s)を Table 3.4に，対応する不等式制約関数値 f − σ∗, gを Table

3.5に示す。このときの 2 bus systemの系統図と変数の割り当てを示したものを Fig. 3.1に
示す。Table 3.5における g1, g2は pG0の下限制約の値，上限制約の値であり，g3, g4は qG0

の下限制約の値，上限制約の値である。また g5, g6は v1の下限制約の値，上限制約の値で
あり，g7はインバータ出力容量制約の値である。表中の太字の数字は不等式制約条件が活
性になっている箇所である。反復回数は 2回で終了し，初期サンプル y(1)と最大化問題を
解いたことにより得られたサンプル y(2)によって 2つのシナリオが想定され，それぞれの
シナリオにおいて制約条件を満たす解が得られている。参考までに得られた解 q∗Dに基づ
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Table 3.5： Inequality Constraints Values for 2 Bus System

いて潮流方程式を解析的に解いて算出した pG0-v1曲線を Fig. 3.2に示す。想定された 2つ
の不確実変数のサンプル y(1), y(2)は，不確実変数の最大値 yu，最小値 ylとそれぞれ一致し
ており，各シナリオにおいて，電圧上限制約 g5, g6が満たされるように算定されたu∗と不
確実変数 yによって従属的に定まる状態変数である電圧 v1の変動全体が電圧の上下限制約
内にちょうど収まっており，不確実変数 yのとりうるすべての範囲 [0, 1]において常に制
約条件を厳密に満たす解が得られていることがわかる。
さらに得られた解u∗の妥当性を検証するため，固定された決定変数u∗のもとで，不確
実変数 yの値をその集合Y内でランダムで生起し，それらに対して定まる状態変数xとそ
の目的関数値，および不等式制約関数値をそれぞれ算定した。生起させる点数は 100点と
したが，それぞれの場合において算定された目的関数値はmin-max値σ∗よりも小さく，さ
らにすべての不等式制約条件を満足しており，得られた解がmin-max基準，ロバスト性基
準それぞれを担保していることを確認した。
つぎに 4 bus systemに対してCRP方式とCPF方式に基づいて，提案法を適用して得ら
れた最適解u∗，および状態変数x(s)，不確実変数y(s)をそれぞれTable 3.6, 3.8に，不等式
制約関数値 f − σ∗, gを Table 3.7, 3.9に示す。このときの系統図と変数の割り当てを示し
たものを Fig. 3.3に示す。ここで Table 3.7, 3.9における g1, g2は pG0の下限制約の値，上
限制約の値であり，g3, g4は qGの下限制約の値，g5, g6は，qGの上限制約の値である。ま
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Fig. 3.2： Solution Curve of 2 Bus System

た g7, g8は v1, v2の下限制約の値，g9, g10は v1, v2の上限制約の値である。さらに g11～g16は
線路容量制約の値で，g17, g18はインバータ出力容量制約の値である。この例題では，反復
回数はCRP方式の場合には 3回，CPF方式の場合には 2回でそれぞれ終了しており，初期
サンプルを含めて最大 3個のサンプル想定で最適解が得られている。本例題では不確実変
数yの集合Yを上下限制約で与えていることから，提案法によって生成されるその変数の
サンプルは，その集合の端点が選択される可能性が高く，事実，Table 3.6, 3.8の結果にお
いても多くのサンプルが端点となっている。不確実変数が 5個ある本例題の端点数は合計
32(= 25)個あるものの，そのうちの最大 3個のサンプルの生成で，つまり最大 3回の反復
回数で収束していることは注目に値する。すなわち，不確実変数の有効電力の範囲を上下
限制約で想定する場合には，その端点の個数と比較してかなり少ない反復で提案法が収束
することが期待される。
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つぎに，4 bus systemにおいて得られた解u∗の妥当性を検証するため，固定された決定
変数u∗のもとで，不確実変数yの値をその集合Y内で実際の時系列値に基づいて生起し，
それらに対して定まる状態変数xが不等式制約を満たすかどうかを確認した。時系列値と
して，Fig. 3.10で示される実際の太陽光発電システムの出力値，及び Fig. 3.11で示される
負荷の値 [65]を用いた。使用した時系列値は，昼間には太陽光出力の特性によりきわめて
激しく変動しており，正午から夕方にかけて太陽光出力が低下するに伴い 17:00頃に最大
となる特性をもっている。
以上の条件において，CRP方式とCPF方式に基づいて提案法により算出された解の運用
の評価を行った。出力制限と無効電力出力をいっさい行わない場合の運用 (以下，Without

Control)と比較した電圧 v1, v2の結果を Fig. 3.12に示す。Without Controlの場合には，昼
間において電圧上限である 1.05PUを侵害し，夕方においては電圧下限 1.04PUを侵害して
いるのに対して，提案法はCRP方式とCPF方式のどちらの場合においても電圧の上下限
制約を満たしていることがわかる。とくに CPF方式の場合には，太陽光出力が弱まる夕
方において無効電力出力が出来なくなり電圧下限の侵害が予想されたものの，Table 3.8で
示すように電圧 vG0をわずかに増加させるという提案法の運用により，制約侵害を回避し
ていることがわかる。なお昼間の時間帯において提案法による電圧の解 v1, v2と電圧上限
1.05PUとの間に余裕が大きくとられているが，これは提案法では負荷が最小かつ太陽光
出力が最大となるような電圧上昇によって起こりうる最も過酷なシナリオを想定していた
が，本時系列データでは，そのようなシナリオが顕在化しなかったためと考えられる。ま
た，DER1およびDER2の皮相電力の結果を Fig. 3.13に示す。CRP方式とCPF方式どち
らの場合においても，インバータ出力容量制約の上限である 1.5PU以下に制限されている
ことがわかる。なおCRP方式では，DER2において皮相電力が小さくなっているが，これ
は電圧上限制約と下限制約を同時に満たそうとした結果，有効電力制限値が小さくなった
ためであり，機会損失の面で十分に実用的とは言えない。したがって長期間固定とするよ
うな運用では、CRP方式よりもCPF方式の方が適しているといえる。以上より，提案法は
CRP方式，CPF方式のいずれの場合においても，不確実な変動の下で制約条件を必ず満た
す解を算出しており，ある一定の期間において設定値を固定とするような運用においてと
くに有効であると考えられる。
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3.5 おわりに

本章では，システムの特性を記述した等式制約条件を含む不確実最適化問題に対し，目
的関数に関してはmin-max基準を，不等式制約条件に対してはロバスト性基準を適用した
定式化をおこない，システムの状態をシナリオとして想定してそれを逐次増やすことで不
確実最適化問題の解を求める新たな制約緩和法を提案し，分散電源の不確実性を考慮した
Robust AC OPFへの有用性も確認した。
ところで，本章では時間依存性のない静的システムを対象としたが，制御対象に蓄電池
などの蓄積機能がある場合のシステム最適化は，時間断面ごとに独立した最適化問題では
なくなり，その状態の時間的遷移が不確実変数も含む差分方程式で記述される最適制御問
題となる。このようないわば「不確実最適制御問題」に対しても，本章で提案した考え方
を拡張することができる。
なお，本章では，式 (3.12)を一つの式にまとめた単一の不等式制約条件付き問題 (3.15)

に対して制約緩和法を適用しているが，式 (3.12)のM + 1個のmax演算を含む不等式ごと
に (つまり問題 (3.11)に対して)制約緩和法を適用することも考えられる。この場合には，
M + 1種類の不確実変数 yのサンプルの同時生成によって，不確実変数 yの次元が大きい
場合に効率化する可能性もあるが，一方で，解の探索に無駄な不等式制約条件が多数生成
されて緩和問題に付加される可能性もある。また本章では非線形最適化手法として局所解
を求める IPOPTを使用したが，目的関数や制約条件に含まれる非線形性によっては，問題
が多峰性を有する可能性もあり [66]，その場合には近年進歩が著しい大域的最適化手法の
適用が考えられる。以上のような提案法の効率改善や多峰性への対応については今後の課
題とする。
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4 結論

4.1 本論文のまとめ

本論文では，電力系統の運用における最適化問題，とくに Optimal Power Flow(以下，
OPF)を対象とし，分散的に解が算出される方式であるMulti-Area OPFや，不確実な状況
を考慮したRobust AC OPFなど，単一の意思決定者により解を算出することが容易でない
最適化問題に対する解法をそれぞれ提案し，その有効性を検証した。
以下，各章の内容を改めてまとめる。
第 1章では，我が国の現在から将来にわたっての電力系統の運用上の課題を整理した上
で，とくに配電系統に分散的に所在する分散電源が主力電源化することに起因する意思決
定の「分散性」と，それら電源が再生可能エネルギーを由来とするために生じる「不確実
性」の増大による問題を指摘した。さらに上述の電源および電力系統を運用するための最
適化問題であるOPFが，「分散性」や「不確実性」の特性を考慮する場合には，意思決定
が入れ子構造となる 2レベル最適化問題となり，非線形のシステム方程式で記述される電
力系統の特性を同時に考慮する場合には，従来の最適化手法では容易に解くことができな
いという課題を指摘した上で，「分散化や不確実性を有するOPFの 2レベル最適化問題に
基づく定式化とその実用的な解法の提案」が本論文の目的であることを明確にした。
第 2章では，離散変数を有するMulti-Area OPFを対象として，資源配分型分割に基づく
分散型計算法を提案した。離散変数を有するMulti-Area OPFは，その意思決定が分散化し
ていることに加え，離散変数と連続変数の両方を含む混合変数非線形最適化問題 (MINLP)
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となることから容易に解くことできないが，上述のMINLPにおいて離散変数を連続変数
に緩和して得られる近似問題に対し，資源配分型分割を適用してその資源配分変数の連続
解を効率よく求めることにより，MINLPを直接連続緩和して得られる解よりも誤差を少
なく抑え，各部分問題の計算過程における他のAreaとの情報交換を省略することにより，
計算効率を大幅に向上させることができる手法を提案した。複数のテスト系統により構成
された実用的な規模のmulti-area OPF問題に対して数値計算を実行した結果，最適解が高
い精度で得られており，計算量に関しても適用する問題規模に応じて優れたスケーラビリ
ティを持つことを確認した。
第 3章では，分散電源や需要の不確実性を考慮したOPFが，システムの特性を記述した
等式制約条件を含む不確実最適化問題であることに注目し，目的関数に関してはmin-max

基準を，不等式制約条件に対してはロバスト性基準を適用した定式化をおこない，システ
ムの状態をシナリオとして想定してそれを逐次増やすことで不確実最適化問題の解を求め
る新たな制約緩和法を提案し，複数の小規模テスト系統への有用性も確認した。

4.2 今後の展望

本論文では，電力システムにおける「分散化」と「不確実性」の特性をそれぞれ独立に考
慮した上で，異なる 2つの解法を提案したが，実際の電力システムの運用においては，「分
散化」と「不確実性」は同時に考慮されるべきであろう。将来的には，下位系統に接続さ
れた分散電源の導入が進み，上位系統を介しての広域の電力融通が活発化すると予想され
るが，これはまさしく不確実な状況下における分散化した意思決定者の最適化問題である。
したがって「分散化」と「不確実性」を同時に考慮した最適化問題の解決を今後の課題と
したい。具体的には，第 2章で提案した資源配分型分割に基づく最適化問題に対して，第
3章で提案した不確実変数と制約緩和によるシナリオの想定を導入することで，両手法の
統合は十分に可能であると考えられる。
また 3.5節でも述べた通り，本論文でのOPFは時間依存性のない静的システムのみを対
象としたが，発電機の過渡的な動特性 [67–70]や制御対象に揚水発電や蓄電池などの蓄積
機能をもつ設備を考慮する場合 [71]には，時間断面間の干渉によってOPFは動的システム
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の最適制御問題となる。本論文の成果は，このような分散性・不確実性を有するOPFの最
適制御問題へも拡張することができると考えられる。また，このOPF最適制御問題は，オ
フラインでの長短期間の運用計画問題 [72–79]だけなく，オンラインによるフィードバッ
ク制御方式の一つであるモデル予測制御 [80–85]にも用いられる重要な問題といえる。し
かしながら，このようなOPF最適制御問題における分散性・不確実性の考慮は，これまで
ほとんど研究されておらず，本論文で提案した手法の拡張と展開が期待される。
以上のように，本論文で提案した手法の統合や拡張を行うとともに，実用化に向けての
研究を引き続き行っていく予定である。
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A 補足事項

A.1 システム方程式がない場合の制約緩和法

第 3章ではシステム方程式を有する不確実下での最適化問題 (不確実最適化問題)を検討
したが，システム方程式がない場合，すなわち不等式制約条件のみを有する不確実最適化
問題についてはこれまで複数の解法が提案されている。本節では，文献 [2,21,22,48]をも
とに不等式制約条件のみを有する不確実最適化問題に対する制約緩和法の計算手順につい
て述べる。不等式制約条件を有する不確実最適化問題

min
u∈U

f (u) (A.1a)

subj.to gm(u,ym) ≤ 0 for ∀ym ∈ Y, m = 1, · · · ,M (A.1b)

を考える。ここで u ∈ RN は決定変数，ym ∈ RI , m = 1, · · · ,Mは不確実変数であり，目
的関数および不等式制約関数を f : RN → R1，g : RN × RI → RM とし，集合Yは無限
個の要素からなる集合と仮定する。ここで不確実変数 yの下付き添え字は不等式制約条
件の成分関数 g1, · · · , gM ごとに異なる最悪状況を想定するために導入されたものであり，
y1, · · · ,yMは物理的に同一の変数であるとする。さらに，関数 f , g1, · · · , gMはそれぞれRN

およびRN × RI上で連続であり，集合U,Yはそれぞれコンパクトであると仮定する。
一般に問題 (A.1)は無限個の制約条件をもつために，通常の非線形最適化手法の適用は
困難である。そこで制約緩和法では，無限個の制約式を有限個の制約式に緩和した制約条



付録A 補足事項 72

件緩和問題

min
u∈U

f (u) (A.2a)

subj.to gm(u,y(s)
m ) ≤ 0 for ∀y(s)

m ∈ Y, s = 1, · · · , S , m = 1, · · · ,M (A.2b)

を考える。問題 (A.2)の最適解をu∗とするとき，u∗が元の問題 (A.1)の許容解であれば，
あきらかに u∗は問題 (A.1)の最適解である。もし u∗が元の問題 (A.1)の許容解でなけれ
ば，無限個の制約式 (A.1b)のうち少なくとも１つを侵害するので，このうちもっとも侵害
する制約式を成分mごとに生成し緩和問題 (A.2)に付加する。このような手順を繰り返す
手法が制約緩和法である。制約緩和法の反復手順における反復回数を kとし，第 k反復で
の不確実変数 ym, m = 1, · · · ,Mのサンプル個数を S m(k)とし，S = S m(k)とした緩和問題
(A.2)の最適解を ū(k)とすると，この解が元の不確実最適化問題の不等式制約条件式 (A.1b)

を満たすか否かの判定と，満たさない場合にそれらのうちでもっとも侵害する不等式制約
条件を見出す作業は，M個の最大化問題

max
ym∈Y
gm(ū(k),ym), m = 1, · · · ,M (A.3)

の最大値がそれぞれ非正であるかどうかで判定することができる。具体的には，この問題
の最大解を ŷm(k), m = 1, · · · ,Mとすると，その最大値

ϕm(ū(k)) = gm(ū(k), ŷm(k)), m = 1, · · · ,M (A.4)

に対して，ϕm(ū(k)) ≤ 0, m = 1, · · · ,Mならば，元の不確実最適化問題の不等式制約条
件式 (A.1b)を満たし，ū(k)が元の不確実最適化問題 (A.1)の最適解となる。一方，ある
m ∈ {1, · · · ,M}に対し ϕm(ū(k)) > 0ならば，ū(k)が不等式制約条件式 (A.1b)をもっとも侵
害する。そこで，このようなmごとに ŷm(k)を不確実変数の新たなサンプルy(S m(k)+1)

m とし，
緩和問題 (A.2)に付け加えて新たな緩和問題とし，これを解くことを繰り返す。この手順
をまとめると以下のようになる。

Step 1:初期サンプル y(1)
m ∈ Y, m = 1, · · · ,Mを選び，S m(1) = 1とし，k = 1とおく。

Step 2:S = S m(k)とした緩和問題 (A.2)を解いた最適解を ū(k)とする。
Step 3: M個の最大化問題 (A.3)を解いて，その最大解を ŷm(k), m = 1, · · · ,Mとする。
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Step 4:もし式 (A.4)の最大値関数に対してϕm(ū(k)) ≤ ε, m = 1, · · · ,Mが成り立つならば，
計算を終了して ū(k)を問題 (A.1)の最適解u∗とし，もし ϕm(ū(k)) > εとなるmが
ある場合には，S m(k + 1) = S m(k) + 1，y(S m(k+1))

m = ŷm(k)とおき，k ← k + 1として
Step 2に戻る。なお εはあらかじめ与えられた十分小さな正数である。

なお，Step 4における判定条件に ε (> 0)を導入したのは，不等式制約条件式 (3.16)の充
足に微小の誤差を許容することで，不確実変数 yの有限個のサンプル生成によって有限回
の反復で終了させるためである。この収束の有限性や，問題 (A.1)の最適性条件とその性
質については文献 [2]を参照されたい。
問題 (A.1)を解くその他の手法として，最大化問題 (A.3)が凸性を持つ場合には複数の手
法が提案されている。たとえばペナルティ法に基づく方法 [24]，許容方向法 [21]，微分不
可能最適化法 [2, 22]，最大化問題 (A.3)をその最適性条件で置換する方法 [51, 63]などが
ある。
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A.2 2 bus systemに対するRobust AC Optimal Power Flow
の定式化と緩和問題の導出

3.4.2節で取り上げた 2 bus system(Fig. 3.1)に対するRobust AC Optimal Power Flow(以
下，Robust AC OPF)の定式化と，その制約条件緩和問題の導出について述べる。なお本例
では，スラック母線の電圧 vG0および負荷 pL, qLを固定値として扱っている。また目的関
数 f 第 1項の送電損失については，本例では送電線の抵抗成分がなく有効電力の損失が発
生しないため，代わりに送電線に流れる有効電力すなわち確定電源の有効電力 PG0をその
まま用いた。このとき変数

u = (u1, u2) = (pD, qD), x = (x1, x2, x3, x4) = (pG0, qG0, v1, δ1), y = yD

を用いて，目的関数 f，不等式制約関数 gをそれぞれ

f (u1, x1, y) = PG0 + ρmax{yD − pD, 0} (A.5a)

g(u1, u2, x1, x2, x3, y) =



g1(x1)
g2(x1)
g3(x2)
g4(x2)
g5(x3)
g6(x3)

g7(u1, u2, y)


=



pl − pG0

pG0 − pu

ql,0 − qG0

qG0 − qu,0

vl,1 − v1
v1 − vu,1

(yD−max{yD−pD, 0})2+q2
D−a2

D


(A.5b)

とする。また潮流方程式は，送電線のリアクタンスを Xとし，線路潮流の変数を消去す
ると，

h(u,x, y) =


h1(x1, x3, x4)
h2(x2, x3, x4)
h3(u1, x1, y)
h4(u2, x2)

 =


pG0 −
vG0v1

X
sin δ1

qG0 −
vG0v1

X
cos δ1 +

v21
X

pG0 − pL + yD −max{yD − pD, 0}
qG0 − qL + qD


= 0 (A.6)

と表される。このとき，不確実性を考慮したRobust AC OPFは，問題 (3.15)の形式で，
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min
σ,u∈U

σ (A.7a)

subj.to max
(x,y)
y∈Y

[max{ f (u1, x1, y) − σ, g1(x1), g2(x1), g3(x2), g4(x2),

g5(x3), g6(x3), g7(u1, u2, y)}|h(u,x, y) = 0] ≤ 0 (A.7b)

と表される。ここで 3.3.1節の手順に基づき，この問題を不確実変数 yの想定値である有限
個のサンプル y(s), s = 1, · · · , S を用いて緩和すると，制約条件緩和問題

min
σ,u∈U,{x(s)}Ss=1

σ (A.8a)

subj.to f (u1, x
(s)
1 , y

(s)) ≤ σ, s = 1, · · · , S (A.8b)

g1(x(s)
1 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8c)

g2(x(s)
1 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8d)

g3(x(s)
2 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8e)

g4(x(s)
2 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8f)

g5(x(s)
3 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8g)

g6(x(s)
3 ) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8h)

g7(u1, u2, y
(s)) ≤ 0, s = 1, · · · , S (A.8i)

h(u,x(s), y(s)) = 0, s = 1, · · · , S (A.8j)

where y(s) ∈ Y; given, s = 1, · · · , S (A.8k)

が得られる。
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