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第 1章

研究の背景

バミューダンスワップションは、権利行使可能な時点がオプション満期に限られるヨー
ロピアンスワップションとは異なり、複数の権利行使時点の中から任意の 1 時点に開始
されるスワップを原資産とするオプションである。そのため、ヨーロピアンスワップショ
ンに比べて高いプレミアムを得ることができることから、数多くの仕組債に組み込まれ、
そのプライシングは仕組債の評価において重要な問題である。また、市場標準のプライシ
ングモデルから乖離したモデルやプライシング手法を使うと，市場実勢と乖離したプライ
スを算出し、予期せぬ損失を出してしまう可能性もあることから、リスク管理上もモデル
およびプライシング手法の選択は重要な問題である [29]。そこで、本研究ではバミュー
ダンスワップションの適正なプライシング手法について検討する。バミューダンスワップ
ションのプライシングについては、(a)バミューダンオプションのプライシング手法の観
点 (b)スワップションを計算するにあたっての金利モデルの観点の 2点があることから、
まずは (a)の観点について述べる。

バミューダンオプションは、アメリカンオプションの場合と同様に，ある時点での
権利行使を判断するにはその時点で権利行使した場合の価値（権利行使価値）と権利
行使せず継続した場合の価値（継続価値）を比較する必要があるため、最もシンプルな
Black-Scholesモデルの下でも（ヨーロピアンオプションとは異なり）解析解は知られて
いない。そのため、なんらかの数値計算法を用いる必要がある。バミューダンオプション
に類似した形態として、連続的な任意の時点で権利行使可能なアメリカンオプションがあ
り、両者は離散的に近似して解く場合、本質的に同一であるため、まずアメリカンオプ
ションの数値計算手法の概略について述べる。
アメリカンオプションのプライシングではいくつかの数値計算手法が知られているが、
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代表的なものがツリー法とモンテカルロ法である。前述のように、アメリカンオプション
は権利行使価値と継続価値を比較しながらプライスを計算するため、満期時点から後進的
に計算するツリー法が適しており、前進的にパスを発生させるモンテカルロ法による評価
は 20世紀中は研究が進んでいなかった [32]。しかし、ツリー法には次元数が高くなるに
つれて計算量が大幅に増加するという欠点があり，原資産が多次元のモデルでは現実的に
は解くことができなくなる。特にスワップションのような金利モデルを前提とする場合は
次元が高くなりやすいため、ツリー法で解くのは困難である。一方、本来は適しているは
ずのモンテカルロ法では、アメリカンオプションを評価する手法（アメリカンモンテカル
ロ法と呼ばれる）が 20世紀末に開発され、近年では様々な研究が進み、今では高次元の
アメリカンオプションのプライシングではアメリカンモンテカルロ法を用いるのが一般的
になっている。そこで，本研究でもアメリカンモンテカルロ法を用いたプライシングを検
討する。
アメリカンモンテカルロ法には種々の方法が存在するが [16]、その代表的な手法が最
小二乗モンテカルロ（Least Square Monte Carlo, LSM）法である。これは Longstaff and

Schwartz [24] らにより導入された手法で、継続価値を回帰により推定することで評価す
るが、ロジックの簡明さなどから実務家の間で広く用いられている。LSM法では、用い
る回帰式の精度が重要な要素であるが、一般的にどのような回帰式が望ましいのかは理論
的に明らかになっておらず、個別の問題に依存する。また、LSM法によるプライスは回
帰の次数（詳細は 2.1節参照）を高める等により、理論的に真値に近付くことが知られて
いるが、その期待値は必ず真値よりも低い値を取り (これを、下方バイアスと呼ぶ)、真値
にどの程度近い値が得られているのかを把握することは難しい。そこで、真値よりも大き
な期待値を取る (これを、上方バイアスと呼ぶ)推定値を計算できれば、LSM法による推
定値とで挟むことで、真値の範囲を把握できる。そして、上方バイアスを持つ推定値と下
方バイアスを持つ推定値の精度を上げればより精緻なプライシングが可能となる。上方バ
イアスを持つアメリカンモンテカルロ法の代表的な手法が Rogers [28]が導入した双対法
（duality method）の概念である。双対法ではある性質を持ったマルチンゲールを導入する
ことで、上方バイアスを持つ推定値を計算するが、一般にどのようなマルチンゲールを用
いればよいのかは明らかになっておらず、個別の問題により異なると考えられている。

次に (b) の、金利モデルの観点について述べる。金利モデルには種々のものがある
が [10]、実務で好んで多用されるのはショートレートモデルとマーケットモデルであろ
う。ショートレートモデルは瞬間的スポットレートをモデリングしたもので、その代表
的なモデルがハル・ホワイトモデルであるが、それらは瞬間的スポットレートという市
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場では直接観測し難い指標をモデリングしていることから、実務上はやや用いづらいと
いう欠点があった。一方、マーケットモデルは市場で直接観測される金利をモデリング
したものであり、その代表的なものがフォワードレート (フォワード LIBOR)を直接モデ
リングした LIBOR Market Model(LMM)である。なお、円 LIBORにおいては 2021年末
に LIBORの公表停止が見込まれており、それ以降は金利スワップの主要な市場は無担保
コール O/Nレートをベースとした複利後決め金利を変動金利とする OISになると考えら
れているが、LMMは LIBORという名称ではあるものの、同様のモデルを用いた OISス
ワップションのプライシングは可能である [25]。
また、ヨーロピアンスワップションのプライシングにおいて市場参加者の間で広く用い
られている Normal modelや shifted-log Normal modelもマーケットモデルであることか
ら、キャリブレーション等の際相性が良い。加えて、LMMを shiftさせた shifted-LMM

も LMMのフレームワークを活かしながらマイナス金利にも対応できることから、実務上
広く用いられている。
さらに、精緻なプライシングのためには、市場で観測されるボラティリティスマイルの
ダイナミクスを表現可能であることが求められる。ボラティリティスマイルのモデルにつ
いても種々のモデルが存在するが [33]、現在実務上広く用いられているのが、SABR モ
デルである。SABRモデルは、確率局所ボラティリティモデルの一種で、4つのパラメー
ターで各フォワードレートのボラティリティスマイルのダイナミクスを表現する。この
SABRモデルを先述した shifted-LMMと組み合わせた shifted-LMM-SABRを用いること
で、マイナス金利に対応可能でかつボラティリティスマイルを考慮したイールドカーブ全
体のダイナミクスを表現することができる。

以上のことから、本稿では shifted-LMM-SABR を用いたアメリカンモンテカルロ法
によるバミューダンスワップションのプライシングについて議論する。LMM の下で、
LSM 法や双対法を用いたバミューダンスワップションに関する種々の先行研究はある
( [1], [22]) が、一方で shifted-LMM-SABRを前提とした分析は、筆者の知る限り行われ
ていない。このうち LSM法においては回帰での説明変数の選択が、双対法においてはマ
ルチンゲールの選択が重要であると考えるが、本稿ではその中でも特に前者について数値
実験を通して比較・検討し、バミューダンスワップションのプライシングの精緻化に役立
てたい。
特に現在の円金利市場で主要なモデルと考えられる shifted-LMM-SABRにおいて、説
明変数の選択に着目した研究は広く知られておらず、プライシングにおけるリスクが相応
に存在している状況である。そこで、本研究においてはいくつかの市場環境を仮定し、そ
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れらの下で異なる説明変数を選択した場合の結果を比較することで、どのような説明変数
の選択が適切なのか分析を行うこととする。この分析をすることで、仕組債等の評価の精
緻化に繋げることができる。特に本稿では、まずアメリカンオプションのプライシングの
枠組みおよび金利モデルの理論的背景について述べた後、数値実験結果を示すことで論じ
ていきたい。

最後に、本稿の構成を以下の通り示す。
2章では、アメリカンモンテカルロ法について、特に LSM法および双対法に焦点を当
て説明する。3章では、金利モデルについて段階的に説明する。4章では、バミューダン
スワップションを対象に具体的な数値例を通じた分析を行い、5章で結論および今後の研
究課題を述べる。なお、双対法、ヨーロピアンスワップションの解析近似解についての補
足事項は、付録 A,B,Cにまとめる。
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第 2章

アメリカンモンテカルロ法について

アメリカンオプションとは連続時間において、満期までの任意の時点の中から 1つ選ん
で権利行使できるオプションである。一方、バミューダンオプションはあらかじめ離散的
に定められた複数の時点の中から 1つを選んで権利行使できるオプションである。そのた
め、離散時間の枠組みの中で考えればアメリカンオプションはバミューダンオプションの
一種と捉えることができる。
モンテカルロ法を用いる場合、基本的に時間を離散化して考えるため、本稿ではアメリ
カンオプションとバミューダンオプションを同一視し、本章ではアメリカンオプションを
モンテカルロ法を用いて評価する枠組み (以下、アメリカンモンテカルロ法と呼ぶ) につ
いて述べる。アメリカンモンテカルロ法は、主にアメリカンオプションの真の価格より必
ず低い期待値を持つ推定値 (Lower Priceと呼ぶ)を得る手法と必ず高い期待値を持つ推定
値 (Upper Priceと呼ぶ)を得る手法の 2つの観点があるため、これらの代表的な手法につ
いて述べる。

2.1 Lower Price

まず、初めに stopping timeの概念が必要になることから、それについて述べる。フィ
ルター付き確率空間を (Ω,F ,F = {Ft},Q)とする。このとき、stopping time τとは (0,∞)

に値をとり、任意の tについて {τ ≤ t} ∈ Ft である確率変数のことである [36]。
この、τ を用いて各権利行使時点 {T ex

k }k=0,1,···,Mex におけるアメリカンオプションの真
の価格 (以下、真値と呼ぶ)VT ex

k
は時点 t での割引ペイオフを Yt として以下で定義され
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る [30]。

VT ex
k
= sup

τ∈Tk

EQT ex
k

[Yτ] = EQT ex
k

[Yτ∗
Tex

k
] (2.1)

なお、EQt [・] := EQ[・ |Ft] であり、Tk := {τ : Ω→ {T ex
k , · · · ,T ex

Mex }; stopping time}、τ∗T ex
k

:=

min{T ex
k′ ; T ex

k ≤ T ex
k′ ≤ T ex

Mex ,YT ex
k′
> EQT ex

k′
[VT ex

k′+1
] =: CT ex

k′
}である。また、CT ex

k′
は T ex

k′ における
継続価値と呼ばれる。
この τ∗T ex

k
は T ex

k における最適停止時刻とよばれ、経済学的には T ex
k 以降において、権利

行使価値 YT ex
k′
が継続価値 CT ex

k′
を上回る最小の時刻 T ex

k′ と考えられる。

ここで、任意の τ̂ ∈ Tk に対して

V τ̂
T ex

k
:= EQT ex

k
[Yτ̂] (2.2)

とすると、(2.1)式と supの定義から、

V τ̂
T ex

k
= EQT ex

k
[Yτ̂] ≤ sup

τ∈Tk

EQT ex
k

[Yτ] = VT ex
k

(2.3)

となり、V τ̂
T ex

k
は真値 VT ex

k
以下となることがわかる。また、V τ̂

T ex
k
のモンテカルロシミュレー

ションによる推定値を

V̂ τ̂
T ex

k
:=

1
N

N∑
i=1

Yτ̂(i)
Tex

k

(2.4)

で定義する。なお、i,N はそれぞれパスのインデックスおよびパスの総数を表し、τ̂(i)
T ex

k
は

パス毎に計算される τ̂T ex
k
の実現値を表す。

このとき、

EQT ex
k

[V̂ τ̂
T ex

k
] = V τ̂

T ex
k

(2.5)

が成り立つため、(2.3)式とあわせて

EQT ex
k

[V̂ τ̂
T ex

k
] ≤ VT ex

k
(2.6)

を得る。すなわち、V̂ τ̂
T ex

k
は真値 VT ex

k
より必ず低い期待値を持つため、これを (下方バイア

スを持つ)Lower Priceと呼ぶこととする。

また、仮に最適な τ∗T ex
k
を得ることができればバイアスを持つことなく真値の推定が行える
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が、これを得るには継続価値 CT ex
k
が必要である。しかし、継続価値 CT ex

k
は条件付き期待

値 EQT ex
k

[VT ex
k+1

]であったから、これを得るのは容易ではない。そこで、CT ex
k
を何らかの方法

で推定したものを ĈT ex
k
とし、これを用いて τ∗T ex

k
の推定値 τ̂T ex

k
を、

　τ̂T ex
k

:= 　
{

min{Tk′ ; T ex
k ≤ T ex

k′ ≤ T ex
Mex ,YT ex

k′
> ĈT ex

k
} (k = 0, 1, · · · ,Mex − 1)

T ex
M (k = Mex)

(2.7)

として定める。
(2.7)式にある ĈT ex

k
を得る方法は種々のものが知られているが ( [16] [35])、代表的なも

のが Longstaff and Schwartz [24]による最小二乗モンテカルロ（Least Square Monte Carlo,

LSM）法であり、ロジックが簡明であることなどから広く実務面でも用いられている方法
である。LSM法は、E[(Y − g(X))2]を最小にする関数は g(X) = E[Y |X]で与えられること
を利用し、まさに条件付き期待値で表されるアメリカンオプションの継続価値を求める試
みであり、各パスにおける継続価値関数を基底関数と呼ばれるある関数の線形和を用いて
表し、その係数を最小二乗法により求める方法である。
なお、Glasserman [16]によれば、回帰係数を決定するためのパスとその係数をもとにオ
プション価格を求めるためのパスを同一のパスで行うと (2.6)式が成立せず、Lower Price

を得ることができないことから、本稿では回帰係数を決定するパスとその係数をもとにオ
プション価格を求めるパスを独立なパスで行うこととする。

LSM法の計算手順を簡単に示すと、
(1)回帰係数を決定するプロセス
原資産のパスを生成後 (2.1)式に基づき後ろ向きに解いていく。その際、継続価値 ĈT ex

k

を同一パス上における一つ先のオプション価値を被説明変数とし、(後述する)基底関数を
説明変数とする回帰を用いて推定する。これを T ex

0 時点まで繰り返すことで、回帰係数を
推定することができる。

(2)オプション価格を求めるプロセス
(1)で用いたものとは独立な原資産の別のパスを生成し、(1)で推定した回帰係数を用い
ることで ĈT ex

k
を得る。この ĈT ex

k
を用いて (2.1)式に基づき前向きに解いていくことで、各

パスにおける τ̂(i)
T ex

0
を得ることができる。これを (2.4)式に代入することで、V̂ τ̂

T ex
0
を得る。

さらに、これらの具体的な計算手順を示す。

1. 回帰係数を決定するためのプロセス
（a）t ∈ [T ex

0 ,T
ex
Mex ] である連続時間モデルを T ex

0 = t0 < t1 < · · · < t j < · · · < tn =

T ex
Mex に離散化し、NR 本の原資産のパス {S (i)

t j
}i=1,2,···,NR

j=0,1,···,n を生成する。
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（b）k = Mex 時点から後ろ向きに解いていく。k = Mex において、パス i毎に以下
を定める。

τ̂(i)
T ex

Mex
= T ex

Mex ,

V̂ (i)
T ex

Mex
= Y (i)

τ̂(i)
Tex

Mex

= Y (i)
T ex

Mex

なお、V̂ (i)
T ex

Mex
はパス i における T ex

Mex 時点でのオプション価格である。これを
i = 1, 2, · · · ,NR について行うことで、{τ̂(i)

T ex
Mex
}i=1,2,···,NR、{V̂ (i)

T ex
Mex
}i=1,2,···,NR を得る。

（c）k = Mex − 1時点において、D ∈ Nを固定し、

γTex
Mex−1
=


γ(0)

T ex
Mex−1

γ(1)
T ex

Mex−1
...

γ(D)
T ex

Mex−1



T

∈ RD

なるベクトルと Sに関する関数 ψ(q)(S )(q = 0, 1, · · · ,D,これを基底関数と呼ぶ)

を考え、

γ̂Tex
Mex−1
= arg min
γTex

Mex−1

 NR∑
i=1

V̂ (i)
T ex

Mex
−

D∑
q=0

γ
(q)
T ex

Mex−1
ψ(q)(S (i)

T ex
M−1

)


2　

より、γ̂Tex
Mex−1

を求める。これにより、継続価値の推定値 ĈT ex
Mex−1

を、

ĈT ex
Mex−1
= ĉT ex

Mex−1
(S (i)

T ex
Mex−1

)

但し、

ĉT ex
Mex−1

(S ) :=
D∑

q=1

γ̂
(q)
T ex

Mex−1
ψq(S )

とし、さらに τ̂(i)
T ex

Mex−1
を

τ̂(i)
T ex

Mex−1
:=


T ex

Mex−1

(
Y (i)

T ex
Mex−1

> ĉT ex
Mex−1

(S (i)
T ex

Mex−1
)
)
　

τ̂(i)
T ex

Mex

(
Y (i)

T ex
Mex−1
≤ ĉT ex

Mex−1
(S (i)

T ex
Mex−1

)
) for i = 1, · · · ,NR

と定義すると、これを用いて

V̂ (i)
TMex−1

= Y (i)
τ̂(i)

Tex
Mex−1
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を i = 1, 2, · · · ,NR について順次計算することで、パス iにおける T ex
Mex 時点で

のオプション価値 {V̂ (i)
T ex

Mex−1
}i=1,2,···,NR を得ることができる。

（d）これを、k = Mex − 2,Mex − 3, · · · , 0まで同様に計算することで、継続価値を表
す関数 {ĉT ex

k
(S )}k=0,···,Mex を決定できる。

2. オプション価格を求めるプロセス
（a）NV 本の原資産のパス {S (i′)

t j
}i′=1,2,···,NV

j=0,1,···,n を 1-(a)で用いたものとは独立な乱数を用
いて生成する。

（b）
τ̂(i′)

T ex
0
= min{T ex

k′ ; T ex
0 ≤ T ex

k′ ≤ T ex
Mex ,Y (i′)

T ex
k′
> ĉT ex

k′
(S (i′)

T ex
k′

)}

を i′ = 1, 2, · · · ,NV について計算することで、{τ̂(i′)
T ex

0
}i′=1,2,···,NV が得られる。

（c）(2.4)式より、T ex
0 時点での真値 VT ex

0
に対する Lower PriceV̂L

T ex
0
を、

V̂L
T ex

0
=

1
NV

NV∑
i′=1

Y
τ̂(i′)

Tex
0

で定める。このとき、(2.6)式より、
EQ[V̂L

T ex
0

] ≤ VT ex
0

(2.8)

であることに注意しておく。すなわち、V̂L
T ex

0
は Lower Price である。以上のように LSM

は、簡明なロジックではあるが、以下のような事実も知られている。

1. LSMによるアメリカンオプションの推定値は、基底関数の数を増やせば真値に収
束することが知られているが [24]、一方で (2.6)式より真値よりも下方バイアスを
持つものの、真値とどの程度乖離しているのか推定することは難しい。一方、仮に
上方バイアス (2.2節参照)を持つ推定値を得ることができれば、上下のバイアスを
持つ推定値の間に真値があると推定することが可能になる。

2. 一般的に基底関数としてどのような関数を選択すれば良いかは明らかになっておら
ず [32]、対象とするアメリカンオプションのペイオフ構造や原資産のモデルによ
り、適切な基底関数は異なると考えられる。

2.2 Upper Price

(2.6)式とは反対に、
VT ex

k
≤ EQT ex

k
[V̂ τ̂

T ex
k

] (2.9)
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が成立するような真値より高い期待値を持つ推定値 V̂ τ̂
T ex

k
(以下、上方バイアスを持つ Upper

Priceと呼ぶ)を得る方法を考えたい。その代表的な方法の 1つが双対法 (Duality method)

である。これは、ある性質を満たすマルチンゲールを用いることで Upper Price を構成
する方法である。双対法としては、Rogers [28]による加法的なマルチンゲールを用いる
方法 (Additive Duality Method)と Jamshidian [21]による乗法的なマルチンゲールを用い
る方法 (Multiplicative Duality Method)の 2つがよく知られているが、本稿では Additive

Duality Methodを用いることとし、[28]に倣い解説を行う。

まず、MT ex
0
= 0なるマルチンゲール M を考える。すると、任意の k = 0, 1, · · · ,Mex に

ついて、ET ex
0

[MT ex
k

] = MT ex
0
= 0なので、(2.1)式より、

VT ex
0
− MT ex

0
= sup

τ∈T
EQT ex

0
[Yτ] − MT ex

0
,

VT ex
0
= sup

τ∈T
EQT ex

0
[Yτ] − EQT ex

0
[MT ex

k
] + MT ex

0

= sup
τ∈T

EQT ex
0

[Yτ − MT ex
k

]

となる。ここで、Jensenの不等式より、

sup
τ∈T

EQT ex
0

[Yτ − MT ex
k

] ≤ EQT ex
0

[ max
0≤k≤Mex

(YT ex
k
− MT ex

k
)]

≤ inf
M∈M

EQT ex
0

[ max
0≤k≤Mex

(YT ex
k
− MT ex

k
)]

(M := {M; M はマルチンゲール,MT ex
0
= 0})

を得る。よって、

VT ex
0
≤ inf

M∈M
EQT ex

0
[ max
0≤k≤Mex

(YT ex
k
− MT ex

k
)]

または同値な表現として、任意の M ∈ Mに対して、

VT ex
0
≤ EQT ex

0
[ max
0≤k≤Mex

(YT ex
k
− MT ex

k
)] (2.10)

となるので、MT ex
0
= 0を満たすマルチンゲール M を任意にとり、

V M
T ex

0
= EQT ex

0
[ max
0≤k≤Mex

(YT ex
k
− MT ex

k
)] (2.11)

とすれば、(2.10)式は T ex
k 時点でも成立するので、

VT ex
k
≤ V M

T ex
k

(2.12)

10



となる。さらに、V M
T ex

k
のモンテカルロシミュレーションによる推定値 V̂ M

T ex
k
を、

V̂ M
T ex

k
:=

1
N

N∑
i=1

max
k≤k′≤Mex

(Y (i)
T ex

k′
− M̂(i)

T ex
k′

) (2.13)

で定義する。なお、i,N はそれぞれパスのインデックスおよぼパスの総数、M̂(i)
T ex

k
はパス i

における MT ex
k
の推定値である。(2.12),(2.13)式より、

VT ex
k
≤ EQT ex

k
[V̂ M

T ex
k

] = V M
T ex

k
(2.14)

が成立するので、上方バイアスを持つ Upper Priceを得ることができる。

なお、マルチンゲール M として真値 VT ex
k
に対する Doob-Meyer分解*1のマルチンゲー

ル M∗ を用いるとき、(2.10) 式は等式で成立することが知られている ( [7])。そのため、
(2.11)式におけるマルチンゲール M としては、この M∗ に近いものをとることが望まし
い。マルチンゲール M∗ は、真値 VT ex

k
に対する Doob-Meyer分解を適用すれば、

VT ex
k
= VT ex

0
+ M∗T ex

k
− A∗T ex

k

⇐⇒ M∗T ex
k
= VT ex

k
− VT ex

0
+ A∗T ex

k

(2.16)

により得ることができるが、これには結局真値 VT ex
k
が必要であるため容易ではない。その

ため、なんらかの手法を用いて M を推定する必要があり、それについて種々の研究がな
されている [7]。その代表的なものに Andersen and Broadie [3]による primal-dual method

と呼ばれるものがある。primal-dual methodは Lower Priceを求める際に用いた行使境界
（継続価値関数）を用いて、Upper Priceを求める方法である。しかし、この手法に必要な
条件付き期待値を計算する際に、各パスの各時点でモンテカルロシミュレーションを再度
実行する必要がある nestedシミュレーションを行うため、計算負荷が高く、実務面では本
手法を用いるのは困難である。

nested シミュレーション以外の方法には種々のものが知られているが、その 1 つに
Belomestny et al. [6] による回帰を用いた手法がある。これは以下の手順により Additive

Duality Methodに必要なマルチンゲール M を構築する方法である。まず、具体的な計算

*1 Doob-Meyer分解とは、任意の優マルチンゲール XT ex
k
に関して、

XT ex
k
= XT ex

0
+ M∗T ex

k
− A∗T ex

k
(2.15)

と分解できることである。なお M∗T ex
k
は M∗T ex

0
= 0なるマルチンゲール、A∗T ex

k
は A∗T ex

0
= 0なる可予測非減

少過程である。
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手順の前に、理論的背景を説明する。

2.2.1 理論的背景
以下では、フィルトレーション F = {Ft}を Ft = F W

t := σ({Ws; s ≤ t})とする。
まず、任意の k = 0, 1, · · · ,Mex − 1 について T ex

k ,T
ex
k+1 におけるオプション価値の真値

VT ex
k
,VT ex

k+1
に対して Doob-Meyer分解を適用すると、VT ex

k
= VT ex

0
+ M∗T ex

k
− A∗T ex

k

VT ex
k+1
= VT ex

0
+ M∗T ex

k+1
− A∗T ex

k+1

と表現できる。なお、M∗、A∗ はそれぞれ、Doob-Meyer分解におけるマルチンゲール、可
予測過程である。両辺の差分を取って、

VT ex
k+1
− VT ex

k
= M∗T ex

k+1
− A∗T ex

k+1
− M∗T ex

k
+ A∗T ex

k

= M∗T ex
k+1
− M∗T ex

k
− (A∗T ex

k+1
− A∗T ex

k
)

を得るが、ここで、マルチンゲール表現定理からある Z = {Zt; t ≥ 0}を用いて、

M∗T ex
k
=

∫ T ex
k

0
ZtdWt (2.17)

と書くことができるので、

M∗T ex
k+1
− M∗T ex

k
=

∫ T ex
k+1

T ex
k

ZtdWt

≈
∑

T ex
k ≤t j<T ex

k+1

Zt j∆Wt j　 (2.18)

と近似すると、

VT ex
k+1
− VT ex

k
≈

∑
T ex

k ≤t j<T ex
k+1

Ztl∆Wt j − (A∗T ex
k+1
− A∗T ex

k
)

を得る。ここで、両辺に ∆Wt j を乗じて、t j 時点における条件付き期待値をとると可測性
や可予測性より、

EQt j
[VT ex

k+1
∆Wt j ] ≈ Zt j (t j+1 − t j)

⇐⇒Zt j ≈
1

(t j+1 − t j)
EQt j

[VT ex
k+1
∆Wt j ] (2.19)
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とかける。
ここで、何らかの方法（例えば LSM法）で推定した τ̂T ex

k
∈ Tk に対して、(2.2)式より、

V̂T ex
k+1
= EQT ex

k+1
[Yτ̂Tex

k+1
]

とし、これを (2.19)式の VT ex
k+1
に代入して、

Zt j ≈ Ẑt j =
1

(t j+1 − t j)
EQt j

[EQT ex
k+1

[Yτ̂Tex
k+1

]∆Wt j ]

=
1
∆t j

EQt j
[Yτ̂Tex

k+1
∆Wt j ] (2.20)

と近似できる (但し、∆t j := t j+1 − t j)。
(2.20)式の Ẑt j を求めたいが、右辺の条件付き期待値を求めるのは困難である。そこで、
これを LSM法と同様、回帰を使って推定することを考えるのが本手法である。なお、本
来シミュレーションにおける各時点 t j において回帰が必要となるが、[6]では、権利行使
時点のみでの回帰を行う手法を提案していることから、ここではそれに基づいた説明を行
う。また、[6]では Wt が 1次元での場合および多次元で各 W が独立な場合について述べ
られている。各 W が独立でない場合については相関係数を加味した適切な変換を施すこ
とで計算できるが、その点については明示的には述べられていないことから、W が独立で
ない場合については付録 Aに詳述する。

2.2.2 具体的な計算手順
1. NBR 本のパス {∆W (i)

t j
}i=1,2,···,NBR

j=1,2···,n を作成し、これを用いて原資産のパス {S BR,(i)
t j
}i=1,2,···,NBR

j=1,2···,n

を作成する。また、{τ̂BR,(i)
T ex

k
}i=1,2.···,NBR

k=0,1,···,Mex は LSM 法の (回帰係数を決定するためのプロセス
(d))で推定した継続価値関数 {ĉT ex

k
(S )}k=1,···,M を用いて、

τ̂(i),BR
T ex

k
= min{T ex

k′ ; T ex
k ≤ T ex

k′ ≤ T ex
Mex ,Y (i)

T ex
k′
> ĉT ex

k′
(S (i)

T ex
k′

)}

から、各 i、kについて定めることができる。
2. t j = T ex

0 時点 (なお t0 = T ex
0 )においては、

ẐBR
t0 =

1
∆t0

EQT ex
0

[Yτ̂BR,(i)
Tex

1

(∆WBR,(i)
t0 )]

≈ 1
NBR

NBR∑
i=1

Yτ̂BR,(i)
Tex

1

(2.21)

により、ẐBR
t j
を得る。また、t j ∈ (T ex

0 ,T
ex
1 )に対する ẐBR,(i)

t j
は、ẐBR,(i)

t j
= ẐBR

T ex
0
とする。
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3. t j = T ex
k である時点 t j においては、各パス i = 1, 2, · · · ,NBR において、被説明

変数として ∆WBR,(i)
t j

∆t j
Yτ̂BR,(i)

Tex
k+1

をとり、説明変数として (LSM とは異なってもよい) 基底関数
{ψ(q)(S )}q=0,1,···,D をとる回帰を行う。すなわち、

γt j
=


γ(0)

t j

γ(1)
t j

...
γ(D)

t j



T

∈ RD

なるベクトルと Sに関する関数 ψq(S )(q = 0, 1, · · · ,D)を考え、

γ̂t j
= arg min

γt j

NBR∑
i=1

∆WBR,(i)
t j

∆t j

Yτ̂BR,(i)
Tex

k+1

−
D∑

q=0

γ
(q)
t j
ψq(S BR,(i)

t j
)


2 (2.22)

とする。また、t j ∈ (T ex
k ,T

ex
k+1)に対する γ̂t j

は、γ̂t j
= γ̂Tex

k
とする。以上を各 t j でも同様

に計算すれば、{γ̂t j
} (t j ∈ [T ex

1 ,T
ex
Mex ))を得る。

4. 1で用いたものと独立な NB 個の {∆WB,(i)
t j
}i=1,2,···,NB

j=1,2···,n を作成し、これを用いて原資産の
パス {S B,(i)

t j
}i=1,2,···,NB

j=1,2···,n を新たに作成する。
5. 2,3で得た ẐBR,(i)

t j
および γ̂t j

を用いて、

　　ẐB,(i)
t j
= 　

ẐBR,(i)
t j

(t j ∈ [T ex
0 ,T

ex
1 ))∑D

q=1 γ̂
(q)
t j
ψq(S B,(i)

t j
) (t j ∈ [T ex

1 ,T
ex
M ))

とし、これと (2.18)式より、MT ex
k
の推定値 M̂(i)

T ex
k
を、

M̂(i)
T ex

k
:=

∑
0≤t j<T ex

k

ẐB,(i)
t j
∆WB,(i)

t j
(2.23)

として構成する。
6. (2.13)式において、MT ex

k
の推定値として M(i)

T ex
k
を用いれば、

V̂ M
T ex

0
=

1
NB

NB∑
i=1

max
0≤k≤M

[Y (i)
T ex

k
− M̂(i)

T ex
k

] (2.24)

とすると、真のオプション価値 VT0 との関係は (2.14)式より、

VT ex
0
≤ EQ[V̂ M

T ex
0

] (2.25)
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7. この V̂ M
T ex

0
を上方バイアスを持つという意味合いで V̂U

T ex
0
と表すと、(2.8)式と合わせて考

えると真値 VT ex
0
に対して、

EQ[V̂L
T ex

0
] ≤ VT0 ≤ EQ[V̂U

T ex
0

] (2.26)

との関係が見いだせる。
以上のように、[6] による Additive Duality Method は nested シミュレーションを用
いない手法であるため、計算負荷の観点から望ましい手法である。一方、Andersen and

Piterbarg [2]によれば回帰係数が安定しないという欠点があるとの報告もある。
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第 3章

金利モデルについて

まず、各モデルの説明に先立って必要となる基本的事項について述べておく。
各利払い日を {Tl}l=0,1,···,M とし、利息計算日 Tl と Tl+1 との利払い間隔 δl を、

δl :=
Tl+1 − Tl

DC
　

で表す。なお、DCは day count conventionである。
開始日が Tl, 満期が Tl+1 の割引債価格を P(t,Tl+1) とすると、t 時点における期間

[Tl,Tl+1]のフォワードレートは

L(t; Tl,Tl+1) =
(

P(t,Tl)
P(t,Tl+1)

− 1
)

1
δl

(3.1)

で表現できる。以下、簡単のため Ll(t) := L(t; Tl,Tl+1)と記述し、Ll(t)の金利更改日は Tl

とする。
次に、フォワード測度について簡単に触れる。なお、以下の議論は木島ら [37]を参考に
した。今、あるデリバティブの t 時点におけるペイオフを Xt とすると、リスク中立測度
Qのもとで、

Xt

B(t)
= EQt

[
XTl+1

B(Tl+1)

]
⇐⇒ Xt = EQt

[
B(t)

B(Tl+1)
XTl+1

]
(3.2)

なお、B(t)はマネーマーケットアカウント

B(t) := e
∫ t

0 rsds　

であり、rs はショートレートである。
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ここで、(3.2)式の条件付き期待値を新しいニューメレールとして P(t,Tl+1)のもとで考
えたい。(3.2)式にベイズの定理を適用すると、

Xt = EQt

[
P(Tl+1,Tl+1)

P(t,Tl+1)
B(t)

B(Tl+1)
XTl+1 P(t,Tl+1)

]
= P(t,Tl+1)ETl+1

t
[
XTl+1

]
(3.3)

と表すことができる。(3.2)式は、Xt のフォワード価格 Xt
P(t,Tl+1) がマルチンゲールであるこ

とを示しているため、Tl+1 はフォワード測度と呼ばれる。
(3.3)式は (3.2)式のように B(Tl+1),と XTl+1 との同時分布を考えなくとも XTl+1 の期待値
計算のみで Xt を求めることができるため、フォワード測度のもとでは解析解の導出が容
易になる可能性があるなどの利点がある。
例えば、(3.1)式から、Ll(t)はフォワード価格として表現可能であり、Tl+1 フォワード
測度の下でマルチンゲールであることがわかるため、プレーンな金利スワップはこの性質
を用いて容易に解析解を得ることができる。

3.1 Black Model, Normal Model

まず、金利モデルにおいて最も簡素な Black model [8]について述べる。なお、以下の
議論は Brigo and Mercurio [10]を参考にした。

Ll(t)に関する Black modelとは、

dLl(t) = σBS
l Ll(t)dW l,Tl+1

t (3.4)

であり、Ll(t)が対数正規分布に従うよう定義されている。なお、W l,Tl+1
t はフォワード測度

Tl+1 の下でのブラウン運動であり、σBS
l は定数である。

ここで、具体的なデリバティブとして、Caplet/Floorlet を考える。Caplet/Floorlet と
は、1 つのフォワードレート Ll(t) を原資産とする金利デリバティブであり、その価格
Vcaplet

t ,V f loorlet
t は、

Vcaplet
t = P(t,Tl+1)δlE

Tl+1
t [(LTl (T

ex
k ) − K)+] (3.5)

V f loorlet
t = P(t,Tl+1)δlE

Tl+1
t [(K − LTl (T

ex
k ))+] (3.6)
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とかける。Black modelの下での、Caplet/Floorletの価格解は解析的に与えられて、

Vcaplet
t = P(t,Tl+1)δl

(
Ll(t)N(d1) − KN

(
d1 − σBS

l

√
T ex

k − t
))

=: P(t,Tl+1)δlCorePayBS(Ll(t),K, σBS
l , t,T ex

k )

d1 =
ln Ll(t)

K +
1
2σ

BS
l

2(T ex
k − t)

σBS
l

√
T ex

k − t

(3.7)

V f loorlet
t = P(t,Tl+1)δl

(
KN

(
−d1 + σ

BS
l

√
T ex

k − t
)
− Ll(t)N(−d1)

)
=: P(t,Tl+1)δlCoreRecBS(Ll(t),K, σBS

l , t,T ex
k )

(3.8)

と書ける。
一方、Black modelでは先述のように、Ll(t)は対数正規分布に従うよう定義されている
ことから、現行のマイナス金利には適用できない。そこで、Ll(t)は正規分布に従うとする
Normal modelが実務上用いられることも多い。Normal modelは、

dLl(t) = σnormal
l dW l,Tl+1

t (3.9)

であり、Ll(t)は正規分布に従うよう定義されている。なお、σnormal
l は定数である。Normal

modelの下での Caplet/Floorletの価格解は、

Vcaplet
t = P(t,Tl)δl

(Ll(t) − K)N(d) +
σnormal

l

√
T ex

k − t
√

2π
e−

1
2 d2


=: P(t,Tl)δlCorePayNormal(Ll(t),K, σnormal

l , t,T ex
k )

d =
Ll(t) − K

σnormal
l

√
T ex

k − t

(3.10)

V f loorl
t = P(t,Tl)δl

(K − Ll(t))N(−d) +
σnormal

l

√
T ex

k − t
√

2π
e−

1
2 d2


=: P(t,Tl)δlCoreRecNormal(Ll(t),K, σnormal

l , t,T ex
k )

(3.11)

と書ける。
以上のように、Black model, Normal modelにおいては Caplet/Floorlet価格に対する解
析解が知られているが、これを計算するためには定数 σBS

l , σnormal
l が必要となる。これら
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の値を定める方法としては、Ll(t)のヒストリカルデータから、収益率・変動幅の標準偏差
を求めそれを用いるという方法もあるが、実務上は一般的な方法ではない。
実務上は、Vcaplet

t を得ることを目的とせず、反対に σBS
l ,σnormal

l を得るために各解析解
が用いられることが多い。つまり、モデル価格 Vcaplet

t が市場価格 Vmkt,caplet
t と等しくな

るような σBS
l ,σnormal

l を (3.7), (3.8), (3.10), (3.11) 式をもとに逆算する。これは、デリバ
ティブの価格付けにおいては、Vcaplet

t を求めることそれ自体ではなく、逆算された σBS
l や

σnormal
l を用いてエキゾチックデリバティブ等の価格付けを行うことに主眼が置かれるこ
とが多いためである。
具体的には、市場価格 Vmkt,caplet

t が観測されるとき

σ̂BS
l = arg min

σBS
l

(
Vmkt,caplet

t − P(t,Tl+1)δlCorePayBS(Ll(t),K, σBS
l , t,T ex

k )
)2

(3.12)

から、σBS
l の推定値 σ̂BS

l を得ることができる。このようにして得た σ̂BS
l は、市場では

Ll(t)に関してどの程度の対数収益率の変動を見込んでいるのかという度合いを計測でき、
インプライドボラティリティと呼ばれる。なお、σ̂BS

l は Black modelにおけるボラティリ
ティであるため、Black vol.や log vol.とも呼ばれる。一方、 σ̂normal

l は Normal modelに
おけるボラティリティであるため、Normal vol.と呼ばれる。
また、このように市場価格と整合的になるようにモデルパラメーターを算出することを
一般的にキャリブレーションと呼ぶ。

次に、Caplet/Floorletと並んで代表的な金利デリバティブであるスワップションについ
て述べる。スワップションとは、スワップレートを原資産とするオプションのことであ
る。固定金利払い/変動金利受けのスワップションはぺイヤーズスワップションと呼ばれ、
固定金利受け/変動金利払いのスワップションはレシーバーズスワップションと呼ばれる。
まず、利息計算開始日が Tm, 利息計算終了日が Tn の t 時点におけるスワップレート

S Rm,n(t)、アニュイティ ANm,n(t)を以下で定義する。

S Rm,n(t) :=
∑n

l=m
ωm,n

l (t)Ll(t) (3.13)

ANm,n(t) :=
∑n

l=m
δlP(t,Tl) (3.14)

また、ANm,n(t)に対する各割引債 δkP(t,Tk)の割合 ωm,n
k (t)を

ωm,n
l (t) :=

δlP(t,Tl)
ANm,n(t)

(3.15)

で定義する。
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ヨーロピアン・ぺイヤーズスワップションの価格を Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
、ヨーロピアン・レシー

バーズスワップションの価格を Veuropean,rec
t,(m,n),T ex

k
とすると、それらはリスク中立測度のもとで

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k

Bt
= EQt

 m∑
l=n

1
BTl

δl

(
S Rm,n(T ex

k ) − K
)+ (3.16)

Veuropean,rec
t,(m,n),T ex

k

Bt
= EQt

 m∑
l=n

1
BTl

δl

(
K − S Rm,n(T ex

k )
)+ (3.17)

と書ける。ここで、簡略化のため

CF(T ex
k ,Tm,Tn) := (S Rm,n(T ex

k ) − K)+ (3.18)

とすると、

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
= EQt

[(
Bt

BTm+1

δm +
Bt

BTm+2

δm+1 + · · · +
Bt

BTn+1

δn

)
CF(T ex

k ,Tm,Tn)
]

(3.19)

とかける。(3.19)式をヨーロピアンスワップションの最終満期に対応する割引債 P(t,Tn+1)

をニューメレールとするフォーワード測度 Tn+1 に測度変換すると、

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
= P(t,Tn+1)ETn+1

t

[(
δm

P(Tm+1,Tn+1)
+

δm+1

P(Tm+2,Tn+1)
+ · · ·　

+
δn

P(Tn+1,Tn+1)

)
CF(T ex

k ,Tm,Tn)
]

= P(t,Tn+1)ETn+1
t

[(
δmP(T ex

k ,Tm+1)
P(T ex

k ,Tn+1)
+
δm+1P(T ex

k ,Tm+2)
P(T ex

k ,Tn+1)
+ · · ·

+
δnP(T ex

k ,Tn+1)
P(T ex

k ,Tn+1)

)
CF(T ex

k ,Tm,Tn)
]

= P(t,Tn+1)ETn+1
t

[
1

P(T ex
k ,Tn+1)

Anm,n(T ex
k )CF(T ex

k ,Tm,Tn)
]

(3.20)

と表現できる。なお、このように対象とするデリバティブの最終満期の割引債をニューメ
レールとすることをターミナル測度と呼ばれる。
また、(3.19)式は ANm,n(t)をニューメレールとするアニュイティ測度でも表すと、

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)EANm,n

t [(S Rm,n(T ex
k ) − K)+] (3.21)

となる。ここで、S Rm,n(t)に関する Black modelを

dS Rm,n(t) = σBS
swapS Rm,n(t)dWANm,n

t (3.22)
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とすれば、(3.21)について解くと (ただし、σBS
swap は定数)、(3.7)式と同様 Veuropean,pay

t,(m,n),T ex
k

が
得られ、

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CorePayBS(S Rm,n(t),K, σBS

swap, t,T
ex
k ) (3.23)

と表現できる。Veuropean,rec
t,(m,n),T ex

k
も同様に

Veuropean,rec
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CoreRecBS(S Rm,n(t),K, σBS

swap, t,T
ex
k ) (3.24)

となる。
また、S Rm,n(t)に関する Normal modelを

dS Rm,n(t) = σnormal
swap dWANm,n

t (3.25)

とすれば、ヨーロピアン・ぺイヤーズスワップションの価格を Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
, Veuropean,rec

t,(m,n),T ex
k

(た
だし、σnormal

swap は定数)が得られ、

Veuropean,pay
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CorePayNormal(S Rm,n(t),K, σnormal

swap , t,T ex
k ) (3.26)

Veuropean,rec
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CoreRecNormal(S Rm,n(t),K, σnormal

swap , t,T ex
k ) (3.27)

となる。
また、スワップションの解析解においても、(3.12)式と同様の手法でインプライドボラ
ティリティを得ることができる。

3.2 LIBOR Market Model

さて、Caplet/Floorlet のように 1 つのフォワードレート Ll(t) を参照するようなデリバ
ティブは、Black modelの下では (3.7), (3.8)式、normal modelの下では (3.10), (3.11)式
で価格解を得ることができた。しかし、スワップションのような複数のフォワードレー
トが相互に依存するデリバティブの場合、同様のモデルの下では解析解を得ることは困
難である。一方、スワップレートに関する Black model, Normal model を仮定する場合、
それぞれ、(3.23) および (3.24), (3.26) および (3.27) 式で価格解を得られるが、例えば
Caplet/Floorletとスワップションが組み込まれたデリバティブであれば、フォワードレー
ト Ll(t)とスワップレート S Rm,n(t)を一体的に表現する必要があるため、スワップレート
に関する Black model,Normal modelだけではそのようなデリバティブの解を得ることは
できない。また、バミューダンスワップションのように複数のスワップレート S Rm,n(t)が
相互に依存するデリバティブについても価格解を得ることはできない。
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そこで、多様な金利デリバティブを評価するには、金利デリバティブの源泉となるフォ
ワードレート Ll(t)について、各フォワードレート Ll(t)間の相互関係を含んだモデルが望
ましい。そこで、それらの相互関係を含んだモデルが、Brace et al. [9]により導入された
LIBOR Market Model(以下、LMMと呼ぶ)である。なお、以下の議論は [10]、Gatarek et

al. [15]を参考にした。
LMMはフォワードレート Ll(t)が

dLl(t) = αl(t)Ll(t)dW l,Tl+1
t

dW l,Tl+1
t dWh,Th+1

t = ρl,hdt
(3.28)

なる確率過程に従うとしたモデルであり、各フォワード測度 Tl+1 のもとで、Black model

同様 Ll(t) が対数正規分布に従うよう定義されている。なお、αl(t) は確定的関数である。
このことから、αl(t)が定数の場合は各 Ll(t)について見れば Black modelとなることが分
かる。

(3.28)式より、各フォワード測度 Tl+1 のもとで、Ll(t)はマルチンゲールであることが
わかるが、スワップションのような複数のフォワードレートが相互に依存するデリバティ
ブの場合、各フォワードレート Ll(t)が異なるフォワード測度のブラウン運動のもとでモ
デリングされているため、そのようなデリバティブの価格解を得ることは一般的には困難
である。
そこで、どこか１つのフォワード測度 Tl で固定し、そのもとで {Ll(t)}l=0,1,···,M−1 を表
現することを考えたい。あるフォワード測度 Tl′ (Tl′ ∈ [T0, · · · ,TM]) を固定し、その下で
(3.28)式を書き直すと、ギルザノフの定理等を用いることで以下の形で表現できることが
知られている。

dLl(t) = µl,l′ (t)dt + αl(t)Ll(t)dW l,Tl′
t

dW l,Tl′
t dWh,Tl′

t = ρl,hdt
(3.29)

　　µl,l′ (t) = 　


−αl(t)Ll(t)

l′−1∑
h=l+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)
1+δhLh(t) l < l′

0 l = l′

αl(t)Ll(t)
l−1∑

h=l′+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)
1+δhLh(t) l > l′

(3.28)式と比較すると、ドリフト項 µl,i′ (t)が現れたことが特徴である。
LMMは、(3.28)式にあるように Ll(t)がフォワード測度 Tl+1 の下で対数正規分布に従
うことから、Ll(t)が正の場合しか定義されない。しかし、円金利市場においては、マイナ
ス金利政策導入以降マイナス金利が常態化していることから、マイナス金利に対応したモ
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デルを仮定する必要がある。そこで、(3.28)式に一定のシフト幅 b(> 0)を加えたモデルで
ある shifted-LMMが実務上よく用いられる。shifted-LMMは、Ll(t)に bを加えた L̃l(t)を

L̃l(t) = Ll(t) + b (3.30)

として、L̃l(t)が

dL̃l(t) = αl(t)L̃l(t)dW l,Tl+1
t (3.31)

に従うとしたモデルである。
これは、(3.28)式の Ll(t)が L̃l(t)に置き換わっただけのモデルであり、1つのフォワー
ド測度で固定した (3.2)式も同様に援用することができる。つまり、シミュレーション等
においては、L̃l(t)についてパスを生成した後、bを減じれば Ll(t)そのものを得ることが
できるのである。
また、例えば Capletの価格を考えた場合、(3.5)を変形すると、

Vcaplet
t = P(t,Tl+1)δlE

Tl+1
t [(Ll(T ex

k ) − K)+]

= P(t,Tl+1)δlE
Tl+1
t

[(
Ll(T ex

k ) + b) − (K + b)
)+]

= P(t,Tl+1)δlE
Tl+1
t

[(
L̃l(t) − K̃

)+]
と書ける。なお、K̃ := K + bとした。
すると、(3.7)から、

Vcaplet
t = P(t,Tl+1)δlCorePayBS(Ll(t) + b,K + b, σBS

l , t,T ex
k ) (3.32)

が容易に得られるなど、Black modelで得た結果を援用することができる。
ただし、この場合 σBS

l と αl(t)の間には、

σBS
l =

√
1

T ex
k − t

∫ T ex
k

t
αl(s)ds (3.33)

なる関係性があることに注意しておく。
このように、LMMで得た知見を援用することができる点から実務的にもよく用いられ
ているが、欠点としては竹原 [34]が指摘するように、シフト幅が実際のマイナス金利以上
に大きくなった場合に、再度シフト幅を見直す必要があり、その場合センシティビティ等
が不連続になってしまう等のリスクがある。
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3.3 SABRモデル
これまでは、ボラティリティが確定的関数であるとしたモデルに基づいた議論を行っ
た。そのため、市場で観測されるインプライドボラティリティはストライクレートによら
ず一定となるはずだが、現実にはこれが成立せずストライクレートによりインプライドボ
ラティリティが異なること (これをボラティリティスマイルと呼ぶ) が知られており、円
金利オプションをはじめ各種金融市場で観測される。したがって、金利デリバティブのモ
デリングにおいては、市場に存在するボラティリティスマイルを適切に表現できるモデル
が要請される。このボラティリティスマイルを表現するモデルは大別して以下のように分
類できる ( [31])。

(1)局所ボラティリティ・モデル
(2)確率ボラティリティ・モデル
(3)確率局所ボラティリティ・モデル
に分類できる。
(1)の局所ボラティリティ・モデル (Local Volatilityモデル, LVモデル)とは、時刻と原
資産価格の関数でボラティリティを表現するモデルであり、代表的なものとしては前述の
shiftモデルや Dupire [14]による CEVモデルが知られている。LVモデルでは、ボラティ
リティスマイルへのキャリブレーションが短時間でできるという利点がある一方、将来の
ボラティリティスマイルのダイナミクスは適切に表現できないという欠点があることが知
られている。

(2)の確率ボラティリティ・モデル (Stochastic Volatilityモデル, SVモデル)とは、ボラ
ティリティが確率的に変化すると仮定したモデルであり、代表的なものとしては Heston

モデル [20]がある。LVモデルとは異なり、ボラティリティが確率的に変動することを前
提としているため、ボラティリティスマイルのダイナミクスを表現することが可能であ
り、Hestonモデルではヨーロピアンオプションの準解析解が得られることから、実務的に
も用いられてきた。ただし、近年 (3)の確率局所ボラティリティモデルが金利市場におい
ては一般的となっており、実務では用いられることは少なくなっている。

(3)の確率局所ボラティリティ・モデルとは、LVモデルと SVモデルを組み合わせたモ
デルであり、多様なボラティリティスマイルを表現できるという利点がある。代表的なモ
デルは、Hagan et al. [17]による SABRモデルである。後述するように、SABRモデルは
比較的精度の良い近似式が知られており、それを用いボラティリティスマイルを容易に
キャリブレーションできることから実務的にもよく用いられている。
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SABR モデルにおいては、各 Ll(t) およびこれまで (確定的と仮定された) ボラティリ
ティ αl(t)が、

dLl(t) = αl(t)Ll(t)βl dW l,Tl+1
t

dαl(t) = νlαl(t)dZl,Tl+1
t

dW l,Tl+1
t dZl,Tl+1

t = ϕl,ldt

(3.34)

に従う確率過程で表現される。なお、Zl,Tl+1
t はフォワード測度 Tl+1 のもとでのブラウン運

動であり、W l,Tl+1
t とは (3.34)式にある相関関係を持つ。

本モデルは、αl(t), βl, ϕl,l, νl の 4つのパラメーターをもとにボラティリティスマイルを
表現したモデルであり、各パラメーターにより、ボラティリティの水準や曲率を表現でき
る。主に、αl(t)はボラティリティスマイルの上下方向のシフトを、βl,ϕl,l はスキューの傾
きを、νl は曲率をコントロールしている。なお、各パラメーターを変化させた場合のボラ
ティリティスマイルの具体的な形状変化は [17]を参考されたい。
また、SABRモデルにおいては [17]によるインプライドボラティリティに対する解析
近似解が知られている。オプション満期 T ex

k の原資産 Ll(t)に関するインプライド・ノー
マルボラティリティ*1σnormal

l (T ex
k ,K)は、

σnormal
l (T ex

k ,K) ≈ αl(t)(1 − βl)(Ll(t) − K)
Ll(t)1−βl − K1−βl

ξ

x(ξ)

{
1 +

(
gαl(t)2 + 0.25ϕlνlαl(t)

Ll(t)βl − Kβl

Ll(t) − K

+
2 − 3ϕ2

24
ν2

)
(T ex

k − t)
}

=: Hagan(T ex
k ,K; Ll(t), αl(t), βl, ϕl,l, νl, t)

ξ =
νl

αl(t)
Ll(t)1−βl − K1−βl

1 − βl

x(ξ) = ln(

√
1 − 2ϕlξ + ξ2 − ϕl + ξ

1 − ϕl
)

g =
(1 − βl)2

(Ll(t)1−βl − K1−βl )2 ln(Ll(t)βl/2Kβl/2 Ll(t)1−βl − K1−βl

(1 − βl)(Ll(t) − K)
(3.35)

と表現できることが知られている。

*1 Black vol.の解析近似式も知られており、従来はそれが一般的であったが、マイナス金利以降、Black vol.
を用いることが不可能となった。そのため、現在は Normal vol.が用いられることが実務上一般的になっ
ているため、本稿でも Normal vol.での解析近似解を用いる。
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実務上は (3.35)式を用い以下のように Cap/Flooletやヨーロピアンスワップション価格
の解析近似解を計算できる。

・計算手順

1. (3.35)式を用い、市場で観測されるボラティリティスマイルにフィットするよう最
小二乗法で α̂l(t), β̂l, ϕ̂l,l, ν̂l を求める

2. 原資産 Ll(t)に関するインプライド・ノーマルボラティリティの近似値を、

σ̂normal
l (T ex

k ,K) = Hagan(T ex
k ,K; Ll(t), α̂l(t), β̂l, ϕ̂l,l, ν̂l, t) (3.36)

で得る。なお、スワップションであれば Ll(t)として、S Rm,n(t)を用いればよい。
3. Caplet/Floorletであれば (3.10),(3.11)式に、ヨーロピアンスワップションであれば

(3.26),(3.27)式のボラティリティに σ̂normal
l (T ex

k ,K)を代入し、価格解を得る。

なお、βl,ϕl,l はそれぞれスキューの傾きに影響を与えるため、両者を同時にキャリブ
レーションすると、日々のそれぞれのパラメーターの値が不連続になる可能性がある。こ
のため、一方を固定したうえでもう一方をキャリブレーションすることが望ましい。[17]

では、ヒストリカルデータを用いて、σnormal
l (T ex

k ,K)を Ll(t)で回帰し β̂l をあらかじめ推
定しておくことを提案している。

また、ϕl = 0の場合については、Antonov and Spector [4]により (近似ではない)解析解
が得られている。
一方、[17]では、SABRモデルおよび (3.35)式の導出において、Ll(t)が正の値を取るよ
うに境界条件を置いており、マイナス金利環境下では適用できないという問題点がある。
そこで、マイナス金利に対応できるよう SABRモデルを改良したモデルがいくつか知れ
ている ( [33])が、ここでは、もっとも簡便なものである shifted-SABRモデルについて述
べる。これは、Hagan et al. [18]により提案され、(3.30)式の shifted-LMMと同様 Ll(t)に
bを加えたモデル

L̃l(t) = Ll(t) + b (3.37)

である。L̃l(t)について、(3.35)式が Ll(t)と同様に使用でき ( [18])、インプライド・ノー
マルボラティリティ σnormal

l (T ex
k ,K)は

σnormal
l (T ex

k ,K) ≈ Hagan(T ex
k , K̃; L̃l(t), αl(t), βl, ϕl,l, νl, t)

= Hagan(T ex
k ,K + b; Ll(t) + b, αl(t), βl, ϕl,l, νl, t) (3.38)
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で近似できる。

3.4 LMM-SABR

LMM, SABR モデルはそれぞれ金利の期間構造およびボラティリティスマイルのダイ
ナミクスを表現したモデルであった。そこで、LMMと SABRを組み合わせることで期間
構造およびボラティリティスマイル双方のダイナミクスを表現できるモデルを得ることが
期待される。それが、Rebonato et al. [26]による LMM-SABRであり、以下のように表現
される。( [13], [26])。

dLl(t) = µl,l′ (t)dt + αl(t)Ll(t)βl dW l,Tl′
t

dαl(t) = ηl,l′ (t)dt + νl(t)αl(t)dZl,Tl′
t

dW l,Tl′
t dWh,Tl′

t = ρl,hdt, dZl,Tl′
t dZh,Tl′

t = θl,hdt, dW l,Tl′
t dZh,Tl′

t = ϕl,hdt

µl,l′ (t) =


−αl(t)Ll(t)βl

l′−1∑
h=l+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)βh

1+δhLh(t) l < l′

0　 l = l′

αl(t)Ll(t)βl
l−1∑

h=l′+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)βh

1+δhLh(t) l > l′

ηl,l′ (t) =


−ϕl,lνl(t)sl(t)

l′−1∑
h=l+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)βh

1+δhLh(t) l < l′

0 l = l′

ϕl,lνl(t)sl(t)
l′−1∑

h=l+1

ρl.hδhαh(t)Lh(t)βh

1+δhLh(t) k > i

(3.39)

また、(3.39)式についても (3.30),(3.31)式と同様の事実が成立するため、shiftすること
でマイナス金利に対応させることができる。したがって、これにより金利の期間構造・ボ
ラティリティスマイル・マイナス金利という現在の円金利市場を表現するにあたって必要
な要素を具備することができる。
なお、(3.39) 式のもとで実際の市場に整合的な Ll(t) のモデルを得るには、そのモデル
の下で計算した Cap/Floor, スワップションなどの基礎的なデリバティブ価格が市場での
価格と整合的になるようにモデルパラメーターをキャリブレーションする必要がある。
LMM-SABR のキャリブレーションに関する既存研究は [13], [26] により行われている
が、本研究ではキャリブレーションまで行うことは目的とせず、各種パラメーターは所与
として次章での計算を行うこととする。

27



第 4章

数値実験結果

4.1 プライシング手順
本章では、shifted-LMM-SABR に基づきバミューダンスワップションの価格をシミュ
レーションを用いて計算・分析を行うが、それに先立ち 2,3章では触れなかった点につい
て詳細に述べる。

4.1.1 フォワードレートのパス生成方法
まず、shifted-LMM-SABRモデルについて、数値計算を行うためより具体化し、(3.30),

(3.39)式をもとに次のとおり定義する。

dLl(t) = µl,l′ (t)dt + αl(t)(Ll(t) − b)βl dW l,Tl′
t

αl(t) = g(Tl − t)sl(t)

dsl(t) = ηl,l′ (t)dt + νlh(Tl − t)sl(t)dZl,Tl′
t

dW l,Tl′
t dWh,Tl′

t = ρl,hdt, dZl,Tl′
t dZh,Tl′

t = θl,hdt, dW l,Tl′
t dZh,Tl′

t = ϕl,hdt

(4.1)

　　µl,l′ (t) =


−g(Tl − t)sl(t)(Ll(t) − b)βl

l′−1∑
h=l+1

ρl.hδhg(Th−t)sh(t)(Lh(t)−b)βh

1+δhLh(t) l < l′

0 l = l′

g(Tl − t)sl(t)(Ll(t) − b)βl
l−1∑

h=l′+1

ρl.hδhg(Th−t)sh(t)(Lh(t)−b)βh

1+δhLh(t) l > l′
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　　ηl,l′ (t) =


−ϕl,lνlh(Tl − t)sl(t)

l′−1∑
h=l+1

ρl.hδhg(Th−t)sh(t)(Lh(t)−b)βh

1+δhLh(t) l < l′

0 l = l′

ϕl,lνlh(Tl − t)sl(t)
l′−1∑

h=l+1

ρl.hδhg(Th−t)sh(t)(Lh(t)−b)βh

1+δhLh(t) k > i

g(Tl − t) = (ag + bg(Tl − t))e−cg(Tl−t) + dg

h(Tl − t) = νl((ah + bh(Tl − t))e−ch(Tl−t) + dh)
(4.2)

とかける。なお、[26]が提案したように αl(t)を確定的関数 g(Tl−t)と確率過程 sl(t)に分解
した。また、νl(t)については、確定的関数 h(Tl− t)と定数 νl に分解した。g(Tl− t),h(Tl− t)

の具体的な形状は (4.2)式で与えた。
また、各相関係数については、定数 χρ, λρ, χθ, λθ, λϕ1, λϕ2 を用いて、

ρl,h = χρ + (1 − χρ)e−λρ |Tl−Th |

θl,h = χθ + (1 − χθ)e−λθ |Tl−Th |

ϕl,h = sign(ϕl,l)
√
|ϕl,lϕh,h|e[−λϕ1(Tl−Th)+−λϕ2(Th−Tl)+]

(4.3)

とした。
以上に基づき、(4.1) 式をオイラー近似にて離散化して Ll(t),sl(t) のパスを生成した。
なお、その際単に Ll(t) をオイラー近似した場合、相応の数のパスにて (Ll(t) − b) が負
になる事象が発生した。同種の事象は、Chen et al. [12] による SABR モデルのシミュ
レーションにおいても報告され、通常の市場環境を前提としたモデルパラメーターにお
いても相応の数の原資産価格が負になる結果が報告された。これを回避するための手段
やシミュレーション誤差を改善させるための手法については、種々のものが知られてい
るが ( [11], [12], [23])、本研究では [12] で提案されたように Ll(t) の自然対数をとった
ln Ll(t),ln sl(t)についてオイラー近似する最も簡素な手法を採用した。
なお、1の手順にて Ll(t)のパスが (4.1)式に基づき正しく生成されていないと適切な価
格を得ることはできないため、この検証を行う必要がある。本研究では、[4]による SABR

モデルにおける解析解（ただし、ϕl = 0の場合)等との比較を行うことでパスの正確性を
確認している。
シミュレーションにおいては pythonを用いて実装を行い、分散減少法として負の相関
法を用いた。
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4.1.2 本研究における LSM法の計算方法
次に、LSM 法を用いた価格計算を 2.1 節で述べた手順に基づき行った。なお、t 時点
における S Rm,n(T ex

k ) を原資産とするぺイヤーズスワップションの割引ペイオフ YT ex
k
は、

(3.20)式で触れたようにターミナル測度のもとで、

YT ex
k
=

P(t,Tn+1)
P(T ex

k ,Tn+1)
Anm,n(T ex

k )(S Rm,n(T ex
k ) − K)+ (4.4)

と表現できる。また、レシーバーズスワップションでは、

YT ex
k
=

P(t,Tn+1)
P(T ex

k ,Tn+1)
Anm,n(T ex

k )(K − S Rm,n(T ex
k ))+ (4.5)

となる。
一般に、LSM法において基底関数としてどのような関数を選択するかはオプション価
格に大きく影響する重要な要素である ( [32])。これに関する比較検証が本研究の主題であ
り、その数値計算結果は 4.3節で述べるが、本研究では以下の 3つの基底関数を定め計算
を行った。なお、これまで 2.1,2.2節における説明変数は、各基底関数の線形結合である

D∑
q=0

γ
(q)
t j
ψq(S (i)

t j
)

を用い、回帰を行うこととしていたが、1種類の関数 ψq(S (i)
t j

)ではなく、異なる複数の種
類の基底関数をの線形結合したもので回帰を行うことも考えられる。そこで、以降では回
帰に用いる説明変数を p種類の基底関数の線形結合である

Dp∑
p=0

Dq∑
q=1

γ
p,(q)
t j

ψp,q(S (i)
t j

)

式を回帰における説明変数とする。

1. スワップレート S R(i)
m,n(t)を用い、基底関数を、

ψ2({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = (S R(i)
m,n(t))2

ψ1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = S R(i)
m,n(t)

ψ0({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = 1

(4.6)

で定める。
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2. スワップレート S R(i)
m,n(t) とヨーロピアンスワップションの解析近似解

V̂rebonato,european,(i)
t,(m,n),T ex

k
(後述)を用い、基底関数を、

ψ1,2({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = (S R(i)
m,n(t))2

ψ1,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = S R(i)
m,n(t)

ψ2,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = V̂rebonato,european,(i)
t,(m,n),T ex

k

ψ0({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = 1

(4.7)

で定める。
3. 以下で定める payoffpayo f f (i)

t,(m,n)(K) および implied Normal vol の解析近似解
σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K)(後述)を用い基底関数を、

ψ1,2({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = (payo f f (i)
t,(m,n)(K))2

ψ1,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = payo f f (i)
t,(m,n)(K)

ψ2,2({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = (σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K))2

ψ2,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

ψ0({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = 1

(4.8)

で定める。なお、payo f f (i)
t,(m,n)(K)は、ぺイヤーズスワップションであればそのペイ

オフ payo f f pay,(i)
t,(m,n) (K)は

payo f f pay,(i)
t,(m,n) (K) = AN(i)

m,n(t)(S R(i)
m,n(t) − K) (4.9)

で定め、レシーバーズスワップションであればそのペイオフ payo f f rec,(i)
t,(m,n)(K)は

payo f f rec,(i)
t,(m,n)(K) = AN(i)

m,n(t)(K − S R(i)
m,n(t)) (4.10)

で定めることとする。

まず、1 についてであるが、バミューダンスワップションの原資産はスワップレート
S Rm,n(t) であるから、その水準は継続価値 CT ex

k
に強く影響を与えると考えられ、例えば

LMMの下でのバミューダンスワップションの既存研究でも用いられている ( [1], [22])こ
とから、説明変数の候補の一つとした。
しかし、本研究のモデルである shifted-LMM-SABRでは、ボラティリティ sl(t)も確率

的に変動させているから、ボラティリティの情報を含む何らかの説明変数も加えることが
望ましい。その代表的な 1つは、ヨーロピアンスワップションの価格である。(3.26),(3.27)
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式にあるようにインプライドボラティリティ σnormal
swap を含んでいることからボラティリ

ティの情報を含むと考えられ、LMM に関するバミューダンスワップションの既存研究
( [6])でも用いられている。そこで、t j 時点におけるあるオプション満期 (権利行使日)T ex

k

に対するヨーロピアンスワップションの価格を用いたいが、(3.19)式で表される条件付き
期待値を各パス・時点毎に得るために、nestedシミュレーションが必要となり、計算負荷
が相応に高くなると予想される。そのため本節では [27] を参考に、shifted-LMM-SABR

の下でのヨーロピアンスワップションの解析近似解を導出し、それを用いヨーロピアンス
ワップションの価格することとした (なお、その計算・導出手順は付録 Bを、その精度検
証は付録 Cを参照されたい)。各パス毎におけるヨーロピアン・ぺイヤーズスワップショ
ン価格の近似解をそれぞれ V̂rebonato,european,pay,(i)

t,(m,n),T ex
k

,V̂rebonato,european,rec,(i)
t,(m,n),T ex

k
とすると、(B.35) 式

から、

V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k
= AN(i)

m,n(t)CorePayNormal(S R(i)
m,n(t),K, σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k )

V̂rebonato,european,rec,(i)
t,(m,n),T ex

k
= AN(i)

m,n(t)CoreRecNormal(S R(i)
m,n(t),K, σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k )
(4.11)

と定め、これを説明変数の 2つ目の候補として考え、(4.7)式を基底関数とした。
一方、ボラティリティ sl(t) を含む説明変数であれば単にインプライド・ノーマルボラ
ティリティ σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K)を候補とすることも考えられる。そこで、3つ目の候補とし
て σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K)を用い、その基底関数は (4.8)式で与えた。
なお、[24]では基底関数の関数形として直交多項式を用いていたが、Areal et al. [5]に
おいて、多項式の関数形は大きな影響を及ぼさないことが報告されたことから、本研究で
は (4.7),(4.8),(4.11)式にあるように単純な多項式の形で考えた。
また、[24]では回帰の際に、行列計算の負荷軽減の観点から ITMのパスのみを対象に
回帰を行っていたが、本研究では OTMを含むすべてのパスを対象に回帰を行っても計算
負荷は大きく変わらないことから、OTMのパスも含めて回帰を行った。

4.1.3 本研究における Belomestny et al. [6]に関する計算方法
2.2.2節で示したように、[6]の方法を実装するうえで回帰の基底関数を定める必要があ
り、これについても LSMと同様、説明変数の選択がオプション価格に強く影響すること
が予想される。ただし、本研究ではこの説明変数の選択については研究対象とせず、[6]

における研究結果を用いることとした。それによれば、2章の (具体的な計算手順 3)の各
t j 時点 (t j ∈ [T ex

k ,T
ex
k+1])での回帰において、t j 時点から最も近い時点の権利行使日におけ
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るヨーロピアンオプションの各ブラウン運動に対するボラティリティ項を説明変数とする
ことを提案している。
本研究では (4.1)式において、Ll(t),sl(t)の確率過程を与えていたから、

Xk+1,L,l,(i)
t :=

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂L(i)
l (t)

(L(i)
l (t) − b)βl s(i)

l (t)　

XMex,L,l,(i)
t :=

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

Mex

∂L(i)
l (t)

(L(i)
l (t) − b)βl s(i)

l (t)

(4.12)

および

Xk+1,s,l,(i)
t :=

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂s(i)
l (t)

s(i)
l (t)νl

XMex,s,l,(i)
t :=

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

Mex

∂s(i)
l (t)

s(i)
l (t)νl

(4.13)

が説明変数となる。なお、各パスごとのヨーロピアンスワップション価格の解
Veuropean,pay,(i)

t,(m,n),T ex
k+1

として、(4.11)式で求めた解析近似解 V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1
を用いた。そし

て、(4.12), (4.13)式を用い Additive Duality Methodの基底関数を、

ψ1,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = Xk+1,L,l,(i)
t

ψ2,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = XMex,L,l,(i)
t

ψ3,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = Xk+1,L,l,(i)
t

ψ4,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = XMex,s,l,(i)
t

ψ0({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = 1

(4.14)

で与えることとする。なお、レシーバーズスワップションについても同様の形で書ける。
ところが、(4.12),(4.13)式の偏微分の解析的表現を得る際、各解析近似解の各パラメー
ター Σm,n(t0),Bm,n,Rm,n,Vm,n の中にも Ll(t),sl(t)を含んでいるため、これを得ることは容易
ではない。そこで、解析的表現に替えて数値微分により、偏微分の計算を行うことが考え
られる。数値微分の場合は、Ll(t)を ∆L上下にシフトしたものを、L(i),+

l (t) := L(i)
l (t) + ∆L,

L(i),−
l (t) := L(i)

l (t) − ∆L とし、各々のときに対応するヨーロピアン・ぺイヤーズスワップ
ションの価格を V̂rebonato,european,pay,+,(i)

t,(m,n),T ex
k

,V̂rebonato,european,pay,−,(i)
t,(m,n),T ex

k
とすれば、偏微分に対応する
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∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),Tex

k+1

∂L(i)
l (t)

に関する数値微分
∆V̂rebonato,european,pay,(i)

t,(m,n),Tex
k+1

∆L(i)
l (t)

は、

∆V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∆L(i)
l (t)

=
V̂rebonato,european,pay,+,(i)

t,(m,n),T ex
k

− V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k

2∆L

−
V̂rebonato,european,pay,−,(i)

t,(m,n),T ex
k

− V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k

2∆L

(4.15)

で得ることができ、
∂V̂rebonato,european,pay,(i)

t,(m,n),Tex
Mex

∂L(i)
l (t)

,
∂V̂rebonato,european,pay,(i)

t,(m,n),Tex
k+1

∂s(i)
l (t)

,
∂V̂rebonato,european,pay,(i)

t,(m,n),Tex
Mex

∂s(i)
l (t)

およびレシーバーズ
スワップションについても同様である。
一方、(4.15)は各 {Ll(t)}l=1,···,M ,{sl(t)}l=1,···,M 分の計算が必要であるため、相応に計算負荷
が高く、より計算負荷の低い近似法が望ましい。そこで、(4.13),(4.14)に対して簡便な解
析近似的表現を求めることを考える。まず、(4.13) の偏微分の項

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),Tex

k+1

∂L(i)
l (t)

につい
て、(3.26)より、

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂L(i)
l (t)

=
∂AN(i)

m,n(t)

∂L(i)
l (t)

CorePayNormal(S R(i)
m,n(t),K, σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k )

+AN(i)
m,n(t)

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂S R(i)
m,n(t)

　∂S R(i)
m,n(t)

∂L(i)
l (t)

+ AN(i)
m,n(t)

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂L(i)
l (t)

(4.16)

となるが、ここで、(4.16)において、

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂S R(i)
m,n(t)

= N(d(i))

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

= N′(d(i))

d(i) =
(S R(i)

m,n(t) − K)

σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

√
T ex

k+1 − t

(4.17)

と書けることに注意する。なお、N(·),N′(·)はそれぞれ標準正規分布の分布関数および密
度関数である。
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加えて、

∂AN(i)
m,n(t)

∂L(i)
l (t)

CorePayNormal(S R(i)
m,n(t),K, σ̂normal,(i)

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k ) ≈ 0

∂S R(i)
m,n(t)

∂L(i)
l (t)

≈ ωm,n,(i)
l (t)L(i)

l (t)

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂L(i)
l (t)

≈ 0

(4.18)

と近似すれば、(4.16)は (4.17),(4.18)から、

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂L(i)
l (t)

≈ AN(i)
m,n(t)N(d(i))ωm,n,(i)

l (t)L(i)
l (t) (4.19)

と近似できる。同様に、

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂s(i)
l (t)

= AN(i)
m,n(t)

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂Σ̂(i)
m,n(t)

∂Σ̂(i)
m,n(t)

∂s(i)
l (t)

(4.20)

であるが、ここで、

∂σ̂normal,(i)
S Rm,n

(T ex
k ,K)

∂Σ̂(i)
m,n(t)

≈
Hagan(T ex

k ,K + b; S R(i)
m,n(t) + b, Σ̂(i)

m,n(t), B̂(i)
m,n, R̂

(i)
m,n, V̂

(i)
m,n, t)

Σ̂
(i)
m,n(t)

(4.21)

と近似する。これは、(3.35)における

αl(t)(1 − βl)(Ll(t) − K)
Ll(t)1−βl − K1−βl

の項に対して αl(t)に関する偏微分の計算のみ行ったことに相当する。
また、

∂Σ̂(i)
m,n(t)

∂s(i)
l (t)

≈ 1
2

1√
Σ̂

(i)
m,n(t)

2
n∑

l′=m

(
ρl,l′w

m,n
l (t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)
∫ T ex

k+1

t
g(Tl − t)g(Tl′ − t)

)
dt

=

n∑
l′=m

(
ρl,l′w

m,n
l (t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)
∫ T ex

k+1

t g(Tl − t)g(Tl′ − t)
)

dt√
Σ̂

(i)
m,n(t)

(4.22)
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と近似すると、(4.21),(4.21)式より、(4.20)は、

∂V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k+1

∂s(i)
l (t)

≈ AN(i)
m,n(t)N′(d(i))

Hagan(T ex
k ,K + b; S R(i)

m,n(t) + b, Σ̂(i)
m,n(t), B̂(i)

m,n, R̂
(i)
m,n, V̂

(i)
m,n, t)

Σ̂
(i)
m,n(t)

n∑
l′=m

(
ρl,l′w

m,n
l (t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)
∫ T ex

k+1

t g(Tl − t)g(Tl′ − t)
)

dt√
Σ̂

(i)
m,n(t)

(4.23)

と書ける。以上、(4.19),(4.23)式を用いて、(4.13),(4.14)式の偏微分の項を計算すること
とし、以下これを「簡便な近似」による計算と呼ぶことにする。
簡便な近似による計算の精度検証として、数値微分 (4.15)との比較を行った。比較の際
のパラメーター等の条件は 4.2節で行った [6]との比較と同条件である。

表 4.1 数値微分と簡便な近似を用いた場合の Upper Price(単位:bp)

8% 12%

数値微分 1,115.77 126.43

簡便な近似 1,121.36 126.97

これより、両者の差は 1%程度以内に収まっていることから、数値微分と簡便な近似に
は、それほど大きな差はないことが示唆される。

4.2 既存研究との比較
　本格的な分析に先立ち、LMMの下でのバミューダンスワップション評価に関する以
下の既存研究の結果が再現されることを確認した。

1. CEV 型の LMM を用いてバミューダンスワップションのプライシングを LSM 法
により行った Amin [1]の結果

2. LMMを用いてバミューダンスワップションのプライシングを LSM法と 2.2節で
述べた Additive Duality Methodにより行った [6]の結果
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4.2.1 Amin [1]との比較
[1] での各取引条件は、δl = 0.5,Tl = {5, 5.5, · · · , 9.5} の 0.5 刻み,T ex

k = {5, 5.5, · · · , 9.5}
の 0.5刻み,{Ll(0)}l=1,2,···,10 = 6%,K は 4%,5%,6%,7%,8%であった。

shifted-LMM-SABR において各パラメーターを、shift 幅 b = 0%、sl(0) = 0.15、βl:下
表のとおり、νl = 0, ϕl,l = 0 とすればこのモデルと同一となる。なお、すべての満期の
LIBORに関して同一の値を用いた。また、確定的関数は g(Tl − t) = 0.061−β とし、相関は
ρl,h = 1とした。
シミュレーションにおいては回帰係数および価格の算出に用いるパスの数はいずれも

1,000,000回とし、time stepは 0.125刻みとした。LSM法における基底関数については、
(4.7)を用いた。
各バミューダンスワップションの価格計算結果は以下のとおり (単位は bp）である。

表 4.2 Amin [1]との比較
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以上より、一部の OTMの取引を除いておおよそ両者の差は 1%以内に収まっているこ
とから、[1] の結果は概ね再現できたと思料される。1% 以内に収まっていないものに関
して、[1]では基底関数の次数やシミュレーション回数に関する詳細や回帰の際に ITMの
パスのみを使うのか等が記載されていなかったことから、それらの違いが差が生じている
とも考えられる。

4.2.2 Belomestny et al. [6]との比較
次に、[6] の計算結果と比較を行った。[6] における各取引条件は、δl = 0.25,Tl =

{0.25, 0.5, · · · , 10} の 0.25 刻み,T ex
k = {1, 2, · · · , 10} の 1 刻み,{Ll(0)}l=1,2,···,40 = 10%,K は

8%,12%で取引種類はぺイヤーズスワップションである。
shifted-LMM-SABRにおいて各パラメーターを、shift幅 b = 0%、sl(0) = 0.2、βl = 1、

νl = 0, ϕl,l = 0とすればこのモデルと同一となる。なお、すべての満期の LIBORに関して
同一の値を用いた。また、確定的関数については g(Tl− t) = (0.5+1.5(Tl− t))e−3.5(Tl−t)+0.5

とし相関については ρl,h = 1とした。
シミュレーションにおいては LSM法における回帰係数および Additive Duality Method

における回帰係数算出に用いるパスの数は 150,000 回、価格算出は 1,000,000 回とし、
time stepは 0.125刻みとした。LSM法の基底関数は (4.7), (4.9)を用い、

ψ1,2({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = (payo f f pay,(i)
t,(m,n) (K))2

ψ1,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = payo f f pay,(i)
t,(m,n) (K)

ψ2,1({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = V̂rebonato,european,pay,(i)
t,(m,n),T ex

k

ψ0({L(i)
l (t j)}l=1···,M , {s(i)

l (t j)}l=1···,M) = 1

とした。また、Additive Duality Methodの基底関数は、(4.14)を用いた。
各バミューダンスワップションの価格計算結果は以下のとおり (単位は bp）である。

38



表 4.3 Belomestny et al. [6]との比較

8% 12%

Belomestny et al. [6] LSM法 1,108.80 121.00

Duality 1,109.60 122.40

Duality gap(Duality−LSM法) 0.80 1.40

今回の計算結果 LSM法 1,101.22 117.73

Duality 1,115.19 126.25

Duality gap(Duality−LSM法) 13.97 8.52

[6] の結果は、LSM 法と Additive Duality Method による推定値の差分 (以下、duality

gapと呼ぶ)は非常にタイトになっているが、今回の計算では duality gapが [6]の結果と
比して大きい結果となった。この原因としては、説明変数として用いられているヨーロピ
アンスワップションの解析近似解が異なる点が挙げられ、[6]らの用いた解析近似解の精
度が高い場合、duality gapが小さくなっていることが考えられる。

4.3 異なる市場環境における適切な説明変数の選択
本節ではバミューダンスワップション価格の推定値について、4.1節で述べた LSM法
における説明変数および基底関数 (4.6),(4.6),(4.8)式の違いが、

1. Lower Priceそのものに与える影響
2. duality gap（Upper Priceと Lower Priceの差）の大きさに与える影響

という 2つの観点から、複数の市場環境（モデルパラメーター）下で分析を行った。

4.3.1 各説明変数の違いが LSMの結果に与える影響
本節における各取引条件は、δl=0.5, Tl={0.5,1.0,· · ·,9.5}の 0.5刻み, T ex

k ={0.5,1.0,· · ·,9.5}
の 0.5刻み, {Ll(0)}l=1,2,···,19=5%, K は 3%,5%,7%で取引種類はレシーバーズスワップショ
ンである。

shifted-LMM-SABRにおいて各パラメーターを、shift幅 b = 5%とし、各 SABRモデ
ルに関係するパラメーターは表 4.4のとおりとした。
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表 4.4 SABRモデルに関係するパラメーター (すべての lで共通の値とした)

sl(0) νl ϕl,l βl

条件 1 0.02 0.3 0.2 0.5

条件 2 0.03 0.3 0.2 0.5

条件 3 0.01 0.3 0.2 0.5

条件 4 0.02 0.7 0.2 0.5

条件 5 0.02 0.1 0.2 0.5

条件 8 0.02 0.3 0.2 0.8

条件 9 0.02 0.3 0.2 0.1

確定的関数については g(Tl − t), h(Tl − t) に関しては、ag = 0, ah = 0, bg = 0, bh = 0,

cg = 0, ch = 0, dg = 1, dh = 1とした。
相関における各パラメーターは、χρ = 0, λρ = 0.0413, χθ＝ 0, λθ = 0.0413, λϕ1 = 0,

λϕ2 = 0.2とした。
シミュレーションにおいては回帰係数算出および価格算出に用いるパスの数は 100,000

回とした。time stepは 0.125刻みとした。
各説明変数について再度簡単に述べると、説明変数 1は (4.6)式により定めた説明変数
でありスワップレートを用いた説明変数である。説明変数 2は (4.7)式により定めた説明
変数でありスワップレートおよびヨーロピアンスワップションの価格を用いた説明変数で
ある。説明変数 3は (4.8)式により定めた説明変数でありペイオフおよび implied Normal

volを用いたものである。
各条件におけるオプション価格は表 4.5のとおりとなった。
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表 4.5 各条件におけるオプション価格 (単位:bp)

まず、説明変数の違いによる価格の水準を見てみると、2.1節で述べたように LSMは
Lower Price を得る手法であるから、価格が大きいほど真値に近いことが期待されるが、
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説明変数 2 の値がおおよそ高く次いで説明変数 3、1 の順に高いことがわかる。これは、
今回の数値実験は金利とボラティリティが確率変動するというモデルの下で行っているこ
とから、ボラティリティの情報が少ない説明変数 1 は相対的に説明力が小さいためであ
ると考えられる。ただし、説明変数 3についても、ボラティリティの情報を含んでいるた
め、説明変数 2と同程度の説明力が期待されるが、必ずしも同程度の説明力があるわけで
はなく、特に条件 2、4では差が顕著となった。
次に、K に着目し、説明変数の違いによる価格差を見てみる。K が大きくなるにつれて
各条件の説明変数の違いによる価格差が価格の絶対水準のオーダーが異なることを考慮し
ても、小さくなっていることがわかる。特に、K = 7%では説明変数の違いによる価格差
は小さいことがわかる。これは、レシーバーズスワップションでは、K が大きくなるにつ
れて行使確率が高まるため、行使領域の特定が容易であり、各パラメーターが異なったと
しても、説明変数の違いが大きな影響を与えないためであると考えられる。一方、K = 3%

では、説明変数の違いによる価格差が相対的に大きくなっていることが分かる。これは、
K = 7%とは反対に、行使確率が低いため相対的に行使領域の特定が困難であるためであ
ると考えられる。
そのなかでも特に、K = 3%における条件 2と 4において説明変数の違いによる価格差
が大きいことがわかる。これは、条件 2は、sl(0)が上昇した場合の条件であるため、Ll(t)

および sl(t)の変動幅が他の条件に比して大きくなりやすく、行使領域の特定が困難になっ
た結果、説明変数の違いによる価格差が大きくなったためであると考えられる。特に、説
明変数 2はヨーロピアンスワップションの価格そのものを用いていることから説明力が高
くなったと考えられる。
同様に、条件 4は νl が上昇した場合の条件であるため、上記と同様の理由により価格
差が大きくなったためであると考えられる。
各説明変数の違いによる価格差がシミュレーション誤差で説明できるのか確認を行うた
め、条件 1,2,4の K = 3%, 5%の場合について収束の様子を図 4.1,4.2,4.3に示す。
図 4.1,4.2,4.3より、いずれもシミュレーション誤差は説明変数の違いによる価格差より
も十分に小さく、各説明変数間の価格差は各説明変数が持つ説明力の違いに起因するもの
であると考えられる。
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図 4.1 条件 1における各説明変数毎の収束の様子 (縦軸は価格、横軸はパスの回数)
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図 4.2 条件 2における各説明変数毎の収束の様子 (縦軸は価格、横軸はパスの回数)
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図 4.3 条件 4における各説明変数毎の収束の様子 (縦軸は価格、横軸はパスの回数)

4.3.2 各説明変数の違いが duality gapに与える影響
次に、バミューダンスワップションのより精緻な価格解を得るための適切な説明変数を
把握するため、Lower Priceと Upper Priceのバンドについて比較を行った。
各取引条件は、δl = 0.5,Tl = {0.5, 1.0, · · · , 9.5}の 0.5刻み,T ex

k = {0.5, 1.0, · · · , 9.5}の 0.5

刻み,{Ll(0)}l=1,2,···,19 = 5%,K は 3%,5%,7% で取引種類はレシーバーズスワップションで
ある。
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shifted-LMM-SABRにおいて各パラメーターを、shift幅 b = 5%とし、各 SABRモデ
ルに関係するパラメーターは下表のとおりとした。

表 4.6 SABRモデルに関係するパラメーター (すべての lで共通の値とした)

sl(0) νl ϕl,l βl

条件 1 0.02 0.3 1 0.1

条件 2 0.03 0.3 1 0.1

条件 3 0.01 0.5 1 0.1

確定的関数については g(Tl − t), h(Tl − t) に関しては、ag = 0, ah = 0, bg = 0, bh = 0,

cg = 0, ch = 0, dg = 1, dh = 1とした。
相関における各パラメーターは、ρl,h = 1, ϕl,h = 1, θl,h = 1とした。
シミュレーションにおいては回帰係数算出に用いるパスの数は 100,000回、価格算出は

100,00回とし、time stepは 0.125刻みとした。
各説明変数について再度簡単に述べると、説明変数 1は (4.6)式により定めた説明変数
でありスワップレートを用いた説明変数である。説明変数 2は (4.7)式により定めた説明
変数でありスワップレートおよびヨーロピアンスワップションの価格を用いた説明変数で
ある。説明変数 3は (4.8)式により定めた説明変数でありペイオフおよび implied Normal

volを用いたものである。
各条件におけるオプション価格は表 4.7のとおりとなった。
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表 4.7 各条件におけるオプション価格 (単位:bp)

一部条件を除き、説明変数 2による duality gapが最も小さいため、説明変数 2が適切
な説明変数であることがわかった。これは、shifted-LMM-SABR においては、ボラティ
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リティも確率的に変動するモデルであるため、ボラティリティに関するなんらかの情報を
含んでいる説明変数がより精緻な価格を得ることができるためであると考えられ、説明変
数 3もボラティリティの情報を含んでいるものの、ヨーロピアンオプションの価格自体を
用いているという点が説明変数 2 の優位性につながったものと思料される。特に、4.3.1

節で見たように sl(0)や νl を上昇させた場合には、説明変数間の価格差が大きくなったこ
とや C でみたように解析近似解の精度が悪化するため、説明力が低下するものと思われ
たが、条件 2,3においても説明変数 3は条件 1と同程度の説明力を持つことがわかった。
この点は、今後、説明変数 2に implied Normal volを加えて価格がどの程度変化するのか
確認することで、確認を行ってみたい。
なお、K = 5% の説明変数 3 の duality gap が非常に大きくなっているおり、現段階
では確証性のある原因を明らかにできなかったが、implied Normal vol を求める式であ
る (3.35) 式において、スワップレートとストライクレートが等しい場合は、(3.35) 式で
implied Normal volを定めることができないため、スワップレートとストライクレートの
差が極度に小さいパスにおいては、不正な implied Normal volが定められるものと思料さ
れる。K = 5%は、そのような状況下に陥るパスの数が他の K に比して多いと考えれるこ
とから、duality gapが非常に大きくなっている可能性がある。
各説明変数の違いによる duality gapの大きさの違いがシミュレーション誤差で説明で
きるのか確認を行うため、特に、duality gapの差が価格の絶対水準のオーダーに比して大
きい K = 3% の場合について、収束の様子を図 4.4,4.5,4.6 に示す。いずれもシミュレー
ション誤差は説明変数の違いによる duality gapの差よりも十分に小さく、各説明変数間
の duality gapの差は各説明変数が持つ説明力の違いに起因するものであると考えられも
のの、各シミュレーション誤差についてより詳細に確認することが今後必要である。
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図 4.4 条件 1の K = 3%において各説明変数を用いた場合の収束の様子 (縦軸は価格、
横軸はパスの回数)
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図 4.5 条件 2の K = 3%において各説明変数を用いた場合の収束の様子 (縦軸は価格、
横軸はパスの回数)
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図 4.6 条件 3の K = 3%において各説明変数を用いた場合の収束の様子 (縦軸は価格、
横軸はパスの回数)
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第 5章

結論および今後の研究課題

本研究では、バミューダンオプションのより精緻なプライシングについて検討した。バ
ミューダンオプションは数多くの仕組債に組み込まれている一般的な金融商品であるもの
の、適切なプライシングが難しく、もし不適切なモデルや評価手法を使ってプライシング
すると、市場実勢から大きく乖離してしまい、思わぬ損失を発生する可能性を内包する商
品である。本研究では、バミューダンオプションの真の価格に対して下方バイアスを持つ
LSM（Least Square Monte Carlo）法と、上方バイアスを持つ双対（duality）法によって与
えられる真の価格の存在範囲（上下限）を、どのようにすればより縮小できるか検討を進
める予定であったが、実際には LSM法における説明変数の選択や、限定されたモデル下
での双対法の評価など、一部の数値実験を行うに留まった。
まず、下方バイアスを持つ LSM 法と上方バイアスを持つ双対法を併用して価格の真
値を上下から挟み、それぞれの手法を精緻化することで精度の高い価格を推定するとい
う方針を立て、それぞれの手法の理論をまとめた。次に、使用する金利モデルを検討し
たが、昨今のマイナス金利環境と、ボラティリティサーフェスを考慮する必要性を踏ま
えて、shifted-LMM-SABRを採用することに決め、その理論をまとめた．数値実験では、
shifted-LMM-SABRによるプライシングシステムを構築し、既存の文献をもとに LSM法
と双対法によるプライシングの数値検証を行ってから、実際の問題に適用し、どの程度の
幅でプライスの上下限が与えられるかを幾つかの設定の下で提示した。
残念ながら、本研究では LSM法および双対法に関して、より高精度な推定値が得られ
る工夫を具体的に提案するには至らなかった。また、当初は Lower Price, Upper Priceと
もに多次元下での数値実験を予定していたが、Upper Priceの算出については、プログラ
ムに疑念があったことから、計算は一次元に留まった。しかし検討を進める中で、LSM

法については回帰に使用する説明変数の候補として、スワップレートおよびヨーロピアン
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スワップションの価格を含むものが望ましいとの示唆が得られた一方で、インプライド・
ボラティリティは説明変数として、十分な追加的情報を持たない可能性も示唆された。今
後も研究方針に従い、得られた示唆をもとに LSM法および双対法の精度向上の工夫を試
みていきたい。
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付録 A

Belomestny et al. [6]の手法におけ
る計算手順に関する補足

フィルター付き確率空間を (Ω,F ,FWD′
,Q)とする。ただし、フィルトレーション FWD′

=

{F WD′

t }を、

F WD′

t := σ({WD′
s ; s ≤ t})

WD′
s :=


Ws1

Ws2

...
WsD′


とする。

2.2節では、D′ = 1の場合について、[6]による方法を述べた。一方、本稿では shifted-

LMM-SABR のモデルを用いたバミューダンスワップションの価格付けが主題であるか
ら、D′ > 1となるモデルが前提となり、各Wd

s が相関を持つことを前提とする必要がある
が、[6]では各 Wd

s が独立であることを前提にした記述しかないことから、ここでは、各
Wd

s が相関を持つ場合の [6]による Additive Duality Methodについて述べる。
はじめに、VTk+1 ,VTk に関する Doob-Meyer分解から

VTk+1 − VTk = M∗Tk+1
− M∗Tk

− (A∗Tk+1
− A∗Tk

) (A.1)

と書ける。ただし、M∗Tk
は M∗0 = 0なるマルチンゲールで、マルチンゲール表現定理より、

M∗Tk
=

D′∑
d′=1

∫ Tk

0
Zd′

t dWd′
t
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で表現できる。
まず、(A.1)式を次のように近似する。

VTk+1 − VTk ≈
D′∑

d=1

∑
Tk≤t j<Tk+1

Zd′
t j
∆Wd′

t j
+ ATk+1 − ATk　

=
∑

Tk≤t j<Tk+1

Z1
t j
∆W1

t j
+

∑
Tk≤t j<Tk+1

Z2
t j
∆W2

t j
+ · · · +

∑
Tk≤t j<Tk+1

ZD′
t j
∆WD′

t j
+ ATk+1 − ATk

今、d′ = 1に対する Z1
t j
を求めることを考える。両辺に、∆W1

tl を乗じて t j(Tk ≤ t j < Tk+1)

時点での条件付き期待値 EQt j
[・]を取ると、

(A.2)

EQt j
[∆W1

t j
(VTk+1 − VTk )] = EQt j

[∆W1
t j

∑
T j≤t j<T j+1

Z1
t j
∆W1

t j
] + EQt j

[∆W1
t j

∑
T j≤t j<T j+1

Z2
t j
∆W2

t j
]

+ · · ·+ EQt j
[∆W1

t j

∑
T j≤t j<T j+1

ZD
t j
∆WD

t j
]+ EQt j

[∆W1
t j

(ATk+1 − ATk )]

(A.2)式について、各項を見ていく。

1. EQt j
[∆W1

t j
(VTk+1 − VTk )]

EQt j
[∆W1

t j
(VTk+1 − VTk )] = EQt j

[(W1
t j+1
−W1

t j
)(VTk+1 − VTk )]

であるが、これと VTk の可測性より、

EQt j
[(W1

t j+1
−W1

t j
)(VTk+1 − VTk )] = EQt j

[(W1
t j+1
−W1

t j
)VTk+1 ] − VTk EQt j

[(W1
t j+1
−W1

t j
)]

= EQt j
[(W1

t j+1
−W1

t j
)VTk+1 ] (A.3)

を得る。
2. EQt j

[∆W1
t j

(ATk+1 − ATk )]

ATk の可予測性を用いて

EQt j
[∆W1

t j
(ATk+1 − ATk )] = (ATk+1 − ATk )E

Q
t j

[∆W1
t j

] = 0 (A.4)

を得る。
3. EQt j

[∆W1
t j

∑
T j≤t j<Tk+1

Z1
t j
∆W1

t j
]

今、[Tk ≤ t j < Tk+1] の区間を Tk = t j−n+1, t j−n, · · · , t j, · · · , t j+n−1, t j+n = Tk+1 に分割
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すると、

EQt j
[∆W1

t j

∑
Tk≤t j<Tk+1

Z1
t j
∆W1

t j
] = EQt j

[Z1
t j−n

(W1
t j−n+1
−W1

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z1

t j
(W1

t j+1
−W1

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z1

t j+n−1
(W1

t j+n
−W1

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

(A.5)

と書けるが、ここで、(A.5)式の各項について、
（a）EQt j

[Z1
t j−n

(W1
t j−n+1
−W1

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

Z1
t j−n
の可測性から、

EQt j
[Z1

t j−n
(W1

t j−n+1
−W1

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

= Z1
t j−n

(W1
t j−n+1
−W1

t j−n
)EQt j

[(W1
t j+1
−W1

t j
)]　

= 0

となるので、

EQt j
[Z1

t j−n
(W1

t j−n+1
−W1

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z1

t j−1
(W1

t j
−W1

t j−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] = 0

(A.6)

を得る。
（b）EQt j

[Z1
t j

(W1
t j+1
−W1

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

EQt j
[Z1

t j
(W1

t j+1
−W1

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] = Z1

t j
EQt j

[(W1
t j+1
−W1

t j
)2]

= Z1
t j

(t j+1 − t j) (A.7)

となる。
（c）EQt j

[Z1
t j+n−1

(W1
t j+n
−W1

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

EQt j
[Z1

t j+n−1
(W1

t j+n
−W1

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

= EQt j
[Et j+n−1 [Z1

t j+n−1
(W1

t j+n
−W1

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]]

= EQt j
[Z1

t j+n−1
(W1

t j+1
−W1

t j
)Et j+n−1 [(W1

t j+n
−W1

t j+n−1
)]]

= 0

となるので、

EQt j
[Z1

t j+1
(W1

t j+2
−W1

t j+1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z1

t j+n−1
(W1

t j+n
−W1

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] = 0

(A.8)
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となる。以上、(A.6), (A.7), (A.8)から、

EQt j
[∆W1

t j

∑
Tk≤t j<Tk+1

Z1
t j
∆W1

t j
] = Z1

t j
(t j+1 − t j) (A.9)

を得る。
4. EQt j

[∆W1
t j

∑
Tk≤t j<Tk+1

Z2
t j
∆W2

t j
]

EQt j
[∆W1

t j

∑
Tk≤t j<Tk+1

Z2
t j
∆W2

t j
] = EQt j

[Z2
t j−n

(W2
t j−n+1
−W2

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z2

t j
(W2

t j+1
−W2

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z2

t j+n−1
(W2

t j+n
−W2

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

(A.10)

であるが、(A.10) 式の EQt j
[Z2

t j
(W2

t j+1
− W2

t j
)(W1

t j+1
− W1

t j
)] 以外の項については、

(A.6),(A.8)式と同様のことが成り立つので、

(A.11)

EQt j
[Z2

t j−n
(W2

t j−n+1
−W2

t j−n
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z2

t j−1
(W2

t j
−W2

t j−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

+ EQt j
[Z2

t j+1
(W2

t j+2
−W2

t j+1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] + · · ·

+ EQt j
[Z2

t j+n−1
(W2

t j+n
−W2

t j+n−1
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] = 0

が成立する。
一方、EQt j

[Z2
t j

(W2
t j+1
−W2

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]は、各 dWd

t 間に

EQt [dWd1
t dWd2

t ] = ρd1,d2dt (A.12)

なる相関を持つとすると EQt j
[Z2

t j
(W2

t j+1
−W2

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]は、

EQt j
[Z2

t j
(W2

t j+1
−W2

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)] = Z2

t j
EQt j

[(W2
t j+1
−W2

t j
)(W1

t j+1
−W1

t j
)]

= Z2
t j
ρ1,2(t j+1 − t j) (A.13)

これより、(A.10)式は、(A.11), (A.13)式から、

EQt j
[∆W1

t j

∑
T j≤t j<T j+1

Z2
t j
∆W2

t j
] = Z2

t j
ρ1,2(t j+1 − t j) (A.14)

となる。
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以降、他の d′ についても (A.14)式と同様のことが成立するので、(A.2)式は (A.3), (A.4),

(A.9), (A.14)式を踏まえ、

EQt j
[(W1

t j+1
−W1

t j
)VT j+1 ] = Z1

t j
(t j+1 − t j) + Z2

t j
ρ1,2(t j+1 − t j) + · · · + ZD′

t j
ρ1,D′ (t j+1 − t j) (A.15)

と書ける。
そもそも (A.2)式は d = 1に対する Z1

t j
を求めるためであったが、同様に他の Zd

t j
につい

ても (A.15)式が成立するので d = 2, · · · ,D′ についても、

EQt j
[(W1

t j+1
−W1

t j
)VT j+1 ] = Z1

t j
(t j+1 − t j) + Z2

t j
ρ1,2(t j+1 − t j) + · · · + ZD′

t j
ρ1,D′ (t j+1 − t j)

EQt j
[(W2

t j+1
−W2

t j
)VT j+1 ] = Z1

t j
ρ1,2(t j+1 − t j) + Z2

t j
(t j+1 − t j) + · · · + ZD′

t j
ρ2,D′ (t j+1 − t j)

EQt j
[(W3

t j+1
−W3

t j
)VT j+1 ] = Z1

t j
ρ1,3(t j+1 − t j) + Z2

t j
ρ2,3(t j+1 − t j) + · · · + ZD′

t j
ρ3,D′ (t j+1 − t j)

· · ·
EQt j

[(WD′
t j+1
−WD′

t j
)VT j+1 ] = Z1

t j
ρ1,D′ (t j+1 − t j) + Z2

t j
ρ2,D′ (t j+1 − t j) + · · · + ZD′

t j
(t j+1 − t j)

(A.16)

となる。ここで以下のベクトルおよび行列を定義する。

V :=



EQt j
[

(W1
t j+1
−W1

t j
)VTk+1

(t j+1−t j)
]

EQt j
[

(W2
t j+1
−W2

t j
)VTk+1

(t j+1−t j)
]

...

EQt j
[

(WD′
t j+1
−WD′

t j
)VTk+1

(t j+1−t j)
]



R :=


ρ1,1 ρ1,2 . . . ρ1,D′

ρ2,1 ρ2,2 . . . ρ2,D′

...
...

. . .
...

ρ1,D′ ρ2,D′ . . . ρD′,D′



Z :=


Z1

t j

Z2
t j

...
ZD′

t j


このとき、(A.16)式は

V = RX
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と書き換えられる。ここで、V の各要素について、2.2節の (具体的な計算手順 3)と同様
に推定し、

EQt j

 (W1
t j+1
−Wd

t j
)VTk+1

(t j+1 − t j)

 (A.17)

を近似したものを V̂d
t j
とする。また、それらを要素とするベクトルを V̂ を

V̂ :=


V̂1

t j

V̂2
t j

...
V̂D′

t j


で定義すれば、Z の推定値 Ẑ を

Ẑ = R−1V̂

により、得ることができる。
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付録 B

shifted-LMM-SABRにおけるヨーロ
ピアンスワップションの解析近似解
の導出

[27] では、LMM-SABR の下でヨーロピアンスワップション価格の解析近似解が導出
されたが、shifted-LMM-SABR の下では解析近似解は筆者の知る限り明示されていない
ことから、[27]に倣いその導出を試みる。

[27]と同様にヨーロピアンスワップション価格に対する解析近似解は、以下の手順に
より得ることができる。

1. shifted-LMM-SABRの下で S Rm,n(t)の従う確率過程を導出する
2. S Rm,n(t)自身が shifted-SABRモデルに従うと想定し、各パラメーターを定義する
3. 1,2それぞれのモデルにおける dS Rm,n(t)の瞬間的な 2次モーメントが一致すると
考え、このとき 2で定めた shifted-SABRモデルの各パラメーターを 1のモデルパ
ラメーターにより表す

4. 3 で求めた各種パラメーターを (3.38) 式に代入して S Rm,n(t) に関する Normal vol

の近似式 σ̂normal
S Rm,n

(T ex
k ,K)を得る

5. σ̂normal
S Rm,n

(T ex
k ,K) を (3.26) もしくは (3.27) に代入し、その近似解 V̂rebonato,european,pay

t,(m,n),T ex
k

もしくは V̂rebonato,european,rec
t,(m,n),T ex

k
を得る
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このとき、手順 3に基づく、S Rm,n(t)に対する shifted-SABRモデルのパラメーターは、

Σm,n(t0) =

√
1

(T ex
k − t0)

∑n

l,l′=m
(ρl,l′w

m,n
l wm,n

l′ sl(t0)sl′ (t0)
∫ T ex

k

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt)

wm,n
l = ωm,n

l (t0)
(Ll(t0) − b)βl

(S Rm,n(t0) − b)Bm,n

Bm,n =
∑n

l=m
ωm,n

l (t0)βl

Rm,n =
∑n

l,l′=m
Ωl,l′ϕl,l′

Ωl,l′ =
2ρl,l′w

m,n
l wm,n

l′ sl(t0)sl′ (t0)

(Vm,nΣm,n(t0)T ex
k )2

∫ T ex
k

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)

∫ t

t0
h(Tl − s)h(Tl′ − s)dsdt　

Vm,n =
1

Σm,n(t0)(Tm,ex − t0)
(2

∑n

l,l′=m
(ρl,l′θl,l′w

m,n
l wm,n

l′ sl(t0)sl′ (t0)∫ T ex
k

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)

∫ t

t0
h(Tl − s)h(Tl′ − s)dsdt))0.5

g(Tl − t) = (ag + bg(Tl − t))e−cg(Tl−t) + dg

h(Tl − t) = νl((ah + bh(Tl−1 − t))e−ch(Tl−1−t) + dh)

(B.1)

で近似できる。
これは、手順 2で述べた通り、S Rm,n(t)自身が以下の shifted-SABRモデルに従うと考
えたときの各パラメーターである。

dS Rm,n(t) = (S Rm,n(t) − b)Bm,nΣm,n(t)dWANm,n
t

dΣm,n(t) = Σm,n(t)Vm,ndZANm,n
t

dWAnm,n
t dZAnm,n

t = Rm,ndt

(B.2)

本章では、これらのパラメーター (Σm,n(t0),Bm,n,Vm,n)の導出を行う。なお、簡単化のため
T := T ex

k と表す。

(3.14),(3.15)を再掲する。

S Rm,n(t) :=
∑n

l=m
ωm,n

l (t)Ll(t)

ANm,n(t) :=
∑n

l=m
δlP(t,Tl)

ωm,n
l (t) :=

δlP(t,Tl)
ANm,n(t)

まず、手順 1における shifted-LMM-SABRの下での S Rm,n(t)の確率過程を導出するた
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めに、ωm,n
l (t)の従う確率過程を具体的に導出する。

ωm,n
l (t) =

δlP(t,Tl)∑n
l=mτlP(t,Tl)

= (
n∑

l′=m

δl′P(t,Tl′ )
δlP(t,Tl)

)−1

= (
n∑

l′=m

Xl,l′ )−1

(Xl,l′ :=
δl′P(t,Tl′ )
δlP(t,Tl)

)

(B.3)

また、割引債 P(t,Tl), P(t,Tl′ )は Li(t)を使って、

P(t,Tl) =
l∏

i=1

(1 + Li(t)δi)−1

P(t,Tl′ ) =
l′∏

i=1

(1 + Li(t)δi)−1

(B.4)

と表現できるので、(B.3),(B.4)式より Xl,l′ は、

Xl,l′ =
δl′

δl

∏l
i=1(1 + Li(t)δi)∏l′
i=1(1 + Li(t)δi)

(B.5)

(B.5)式は l, l′ の大小関係により、

Xl,l′ =

 δl′
δl

∏l′
i=l(1 + δiLi(t))−1 (l < l′)

δl′
δl

∏l
i=l′ (1 + δiLi(t)) (l > l′)

(B.6)

となり、(B.3),(B.6)式から、ωm,n
l (t)は Li(t)(i ∈ [m, n])の関数であることがわかる。そこ

で、ωm,n
l (t)に Itoの補題を適用すると、

dωm,n
l (t) =

n∑
i=m

∂ωm,n
l (t)

∂Li(t)
dLi(t) +

1
2

n∑
i=m

n∑
j=m

∂2ωm,n
l (t)

∂Li(t)∂L j(t)
dLi(t)dL j(t) (B.7)

となり、さらに (3.14)式から S Rm,n(t)に Itoの補題を適用すると、

dS Rm,n(t) =
n∑

l=m

(ωm,n
l (t)dLl(t) + Ll(t)dωm,n

l (t) + dLl(t)dωm,n
l (t)) (B.8)

となる。ここで、 ∂ωm,n
l (t)

∂Li(t)
≈ 0,∀iと近似すると、(B.7)式より、dωm,n

l (t) ≈ 0.
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すると、(B.8)式から、

dS Rm,n(t) ≈
n∑

l=m

ωm,n
l (t)dLl(t) (B.9)

となり、さらに、Ll(t)が (4.1)式の shifted-LMM-SABRに従うのであれば、フォワード測
度 Tl+1 の下で、

dLl(t) = αl(t)(Ll(t) − b)βl dW l,Tl+1
t (B.10)

となるから、(B.9)式は、

dS Rm,n(t) ≈
n∑

l=m

ωm,n
l (t)αl(t)(Ll(t) − b)βl dWTk+1

t (B.11)

と近似できる。この両辺を 2乗すると、

(dS Rm,n(t))2 ≈
n∑

ｌ,l′=m

ωm,n
l (t)αl(t)(Ll(t) − b)βlωm,n

‘l (t)αl′ (t)(Ll′ (t) − b)βl′ρl,l′dt (B.12)

となる。
次に、手順 2として S Rm,n(t)が (B.2)式に従うとした場合に、(B.2)式の両辺を 2乗す
ると、

(dS Rm,n(t))2 = ((S Rm,n(t) − b)Bm,nΣm,n(t))2dt (B.13)

を得る。ただし、Bm,n は以下で定めた。

Bm,n =
∑n

l=m
ωm,n

l (t0)βl (B.14)

ここで、手順 3として (B.12),(B.13)式が等しいとすると、

((S Rm,n(t) − b)Bm,nΣm,n(t))2 =

n∑
l,l′=m

ωm,n
l (t)αl(t)(Ll(t) − b)βlωm,n

l′ (t)αl′ (t)(Ll′ (t) − b)βl′ρl,l′

⇐⇒

Σm,n(t)2 =

n∑
l,l′=m

ωm,n
l (t)αl(t)(Ll(t) − b)βlωm,n

l′ (t)αl′ (t)(Ll′ (t) − b)βl′ρl,l′/(S Rm,n(t) − b)2Bm,n

Σm,n(t)2 =

n∑
l,l′=m

ωm,n
l (t)αl(t)

(Ll(t) − b)βl

(S Rm,n(t) − b)Bm,n
ωm,n

l′ (t)αl′ (t)
(Ll′ (t) − b)βl′

(S Rm,n(t) − b)Bm,n
ρl,l′ (B.15)

以降、(B.15)を用いて計算を行っていく。
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まず、wm,n
l (t)を以下で定義する。

wm,n
l (t) := ωm,n

l (t)
(Ll(t) − b)βl

(S Rm,n(t) − b)Bm,n
(B.16)

これを用いて、(B.15)式を書き換えると、

Σm,n(t)2 =

n∑
l,l′=m

wm,n
l (t)αl(t)wm,n

l′ (t)αl′ (t)ρl,l′

となり、また、αl(t) = sl(t)g(Tl − t)より、

Σm,n(t)2 =

n∑
l,l′=m

wm,n
l (t)sl(t)g(Tl − t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)g(Tl′ − t)ρl,l′

を得る。ここで、両辺を積分してアニュイティ測度のもとでの期待値 EANm,n [・]をとると、

EANm,n

[∫ T

t0
Σm,n(t)2dt

]
= EANm,n

∫ T

t0

n∑
l,l′=m

wm,n
l (t)sl(t)g(Tl − t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)g(Tl′ − t)ρl,l′dt


(B.17)

となる。

まず、(B.17)の左辺について解く。期待値と積分の順序交換を行って、

EAnm,n

[∫ T

t0
Σm,n(t)2dt

]
=

∫ T

t0
EANm,n

[
Σm,n(t)2

]
dt (B.18)

となるが、Σm,n(t)について、(B.2)を Ito’s lemmaを使って解くと、

Σm,n(t) = Σm,n(t0)eV(Zt−Zt0 )− 1
2 V2(t−t0) (B.19)

を得る。なお、V := Vm,n、Zt := ZANm,n
t と簡略化した。これを (B.18) 式の左辺に代入す

ると、 ∫ T

t0
EANm,n [Σm,n(t)2]dt =

∫ T

t0
EANm,n [Σm,n(t0)2e2V(Zt−Zt0 )−V2(t−t0)]dt

= Σm,n(t0)2
∫ T

t0
e−V2tEANm,n [e2V(Zt−Zt0 )]dt

= Σm,n(t0)2 1
V2 (eV2(T−t0) − 1)

となる。なお、途中の期待値計算に正規分布のモーメント母関数の性質を用いた。
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以上より、

EANm,n

[∫ T

t0
Σm,n(t)2dt

]
= Σm,n(t0)2 1

V2 (eV2(T−t0) − 1) (B.20)

となる。
次に、(B.18)式の右辺について考える。まず、積分と期待値計算の順序交換を行って、

EANm,n [
∫ T

t0

n∑
l,l′=m

wm,n
l (t)sl(t)g(Tl − t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)g(Tl′ − t)ρl,l′dt]

= 　
n∑

l,l′=m

ρl,l′

∫ T

t0
EANm,n [wm,n

l (t)sl(t)g(Tl − t)wm,n
l′ (t)sl′ (t)g(Tl′ − t)]dt

≈ 　
n∑

l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)EANm,n [sl(t)sl′ (t)]dt (B.21)

を得る。なお、途中の近似として wm,n
l (t) ≈ wm,n

l (t0) ,wm,n
l′ (t) ≈ wm,n

l′ (t0)の近似 (この近似は
一般に Freezingと呼ばれる)を用いた。
これまでは、dsl(t),dsl′ (t)は、各々のフォワード測度 Tl+1,Tl′+1 の下で、の確率過程を考
えたが、これらをアニュイティ測度 ANm,n の下に測度変換した場合、dsl(t),dsl′ (t)の確率
過程はなんらかのドリフト項 ηl, ηl′ をもつ。しかし、Henry [19]によればこのドリフト項
はアニュイティ測度のもとでも微小な数値であることから、ηl ≈ 0, ηl′ ≈ 0との近似が提
案され、ここでもこの近似を用いることとする。すると、sl(t), sl′ (t)に対し Itoの補題を用
いて、

sl(t) = sl(t0)e−
1
2

∫ t
t0

h(Tl−u)2du+
∫ t

t0
h(Tl−u)dW l,ANm,n

u

sl′ (t) = sl′ (t0)e−
1
2

∫ t
t0

h(Tl′−u)2du+
∫ t

t0
h(Tl′−u)dW l′ ,ANm,n

u

となるが、これを (B.21)式の EANm,n [sl(t)sl′ (t)]に代入して

EANm,n [sl(t)sl′ (t)] = sl(t0)sl′ (t0)EANm,n [e−
1
2

∫ t
t0

h(Tl−u)2du+
∫ t

t0
h(Tl−u)dWk,ANm,n

u − 1
2

∫ t
t0

h(Tl−u)2du+
∫ t

t0
h(Tl−u)dW l,Anm,n

u ]

= sl(t0)sl′ (t0)e−
1
2

∫ t
t0

h(Tl−u)2du− 1
2

∫ t
t0

h(Tl′−u)2duEANm,n [e
∫ t

t0
h(Tl−u)dW l,ANm,n

u +
∫ t

t0
h(Tl′−u)dW l′ ,ANm,n

u ]
(B.22)

を得る。ここで、(B.22)式右辺の期待値の中にある expの右肩の部分を

H :=
∫ t

t0
h(Tl − u)dW l,ANm,n

u +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)dW l′,ANm,n

u (B.23)
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で定義する。すると、H はブラウン運動の線形和なので正規分布に従い、その期待値は、
EANm,n [H] = 0 (B.24)

H の分散は、分散と期待値の関係式を使うと、
VANm,n [H] = EANm,n [H2] − {EANm,n [H]}2

= EANm,n

(∫ t

t0
h(Tl − u)dW l,ANm,n

u +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)dW l′,ANm,n

u

)2
−

(
EANm,n

[∫ t

t0
h(Tl − u)dW l,ANm,n

u +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)dW l′,ANm,n

u

])2

= EANm,n [
∫ t

t0
h(Tl − u)2du

+ 2
∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)dW l,ANm,n

u dW l′,ANm,n
u +

∫ t

t0
h(Tl − u)2du)] − 0

=

∫ t

t0
h(Tl − u)2du +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)2du + EANm,n [2

∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)dW l,ANm,n

u dW l′,ANm,n
u ]

=

∫ t

t0
h(Tl − u)2du +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)2du + 2

∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)EANm,n [dW l,ANm,n

u dW l′,ANm,n
u ]

=

∫ t

t0
h(Tl − u)2du +

∫ t

0
h(Tl′ − u)2du + 2

∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)θl,l′dt

これと、(B.24)式から、

H～N
(
0,

∫ t

t0
h(Tl − u)2du +

∫ t

t0
h(Tl′ − u)2du + 2

∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)ρl,l′dt

)
であるので、(B.22)式は、正規分布のモーメント母関数の性質を使って、

EANm,n [sl(t)sl′ (t)] = sl(t0)sl′ (t0)e−
1
2

∫ t
0 h(Tl−u)2du− 1

2

∫ t
0 h(Tl′−u)2due

1
2

∫ t
t0

h(Tl−u)2du+ 1
2

∫ t
t0

h(Tl′−u)2du+
∫ t

t0
h(Tl−u)h(Tl′−u)θk,ldt

= sl(t0)sl′ (t0)e
∫ t

t0
h(Tl−u)h(Tl′−u)θl,l′dt

より、(B.21)式の EANm,n [sl(t)sl′ (t)]に上式を代入して、

EANm,n [
∫ T

t0

n∑
l,l′=m

wm,n
l (t)sl(t)g(Tl − t)wm,n

l′ (t)sl′ (t)g(Tl′ − t)ρl,l′dt]　

≈ 　
n∑

l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)sl(t0)sl′ (t0)eθl,l′

∫ t
t0

h(Tl−u)h(Tl′−u)dudt

=

n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)eθl,l′

∫ t
t0

h(Tl−u)h(Tl′−u)dudt (B.25)
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以上より、(B.17),(B.20),(B.25)式より、(
Σm,n(t0)

V

)2

(eV2(T−t0) − 1) =
n∑

l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)eθl,l′ ˆhl,l′ (t)2tdt

(B.26)

が成立する。なお、簡略化のため、

ˆhl,l′ (t) :=

√
1
t

∫ t

t0
h(Tl − u)h(Tl′ − u)du　

と定義した。
ここで、(B.26)式の左辺について、T に関するテーラー展開を行う。すると、(
Σm,n(t0)

V

)2

(eV2(T−t0) − 1) = Σm,n(t0)2(T − t0) +
Σm,n(t0)2V2(T − t0)2

2
+
Σm,n(t0)2V4(T − t0)3

6
+ · · ·

(B.27)

とかける。
一方、右辺については、被積分関数 g(Tl − t)g(Tl′ − t)eθl,l′ ĥl,l′ (t)2t に対して ĥl,l′ (t)tに関する
テーラー展開を行うと、

g(Tl − t)g(Tl′ − t)eθl,l′ ĥl,l′ (t)2t = g(Tl − t)g(Tl′ − t) + g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2t + · · ·

であるから、(B.26)式の右辺の積分部分は、∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)eρl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt =

∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt +

∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt + · · ·

(B.28)

とかけるので、(B.26)式の右辺は、
n∑

ｌ,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)eθl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt =

n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)(
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt +

∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt

+ · · ·)
(B.29)

となる。
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以上より、(B.26),(B.27),(B.29)式から、

Σm,n(t0)2(T − t0) +
Σm,n(t0)2V2(T − t0)2

2
+
Σm,n(t0)2V4(T − t0)3

6
+ · · ·

=

n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)(
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt +

∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt

+ · · ·)
(B.30)

を得るが、(B.30)式について、(左辺の第 1項)=(右辺の第 1項)および (左辺の第 2項)=(右
辺の第 2項)であると仮定すると、まず、(左辺の第 1項)=(右辺の第 1項)は、

Σm,n(t0)2(T − t0) =
n∑

l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt

Σm,n(t0) =

√√
1

T − t0

n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl(t0)(
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)dt (B.31)

となる。次に、(左辺の第 2項)=(右辺の第 2項)を考えると、

Σm,n(t0)2V2(T − t0)2

2
=

n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt

V =

√
2

Σm,n(t0)(T − t0)

√√ n∑
l,l′=m

ρl,l′w
m,n
l (t0)wm,n

l′ (t0)sl(t0)sl′ (t0)
∫ T

t0
g(Tl − t)g(Tl′ − t)θl,l′ ĥl,l′ (t)2tdt

(B.32)

となる。(B.31), (B.32)式より Σm,n(t0)と V が導出できた。

(B.1) における各パラメーター Σm,n(t0),Bm,n,Rm,n,Vm,n は、T ex
k ,Ll(t0) と shifted-LMM-

SABR のパラメーター sl(t0),βl,νl,ρl,l′ ,θl,l′ ,ϕl,l′ ,ag,bg,cg,dg,ah,bh,ch,dh を定めれば決定でき
る。
そこで、shifted-LMM-SABR のパラメーターの推定値を ŝl(t0), β̂l, ν̂l, ρ̂l,l′ , θ̂l,l′ , ϕ̂l,l′ , âg,

b̂g, ĉg, d̂g,âh, b̂h, ĉh, d̂h とし、それらによる近似式のパラメーターの推定値を Σ̂m,n(t0), B̂m,n,

R̂m,n, V̂m,n とする。
次に、手順 4として Normal vol. σ̂normal

S Rm,n
(T ex

k ,K)を、(3.38)式を用い、

σ̂normal
S Rm,n

(T ex
k ,K) = Hagan(T ex

k ,K + b; S Rm,n(t) + b, Σ̂m,n(t0), B̂m,n, R̂m,n, V̂m,n, t) (B.33)

から求める。
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最後に、手順 5として σ̂normal
S Rm,n

(T ex
k ,K)を (3.26),(3.27)式のボラティリティに代入し、そ

れぞれ、ヨーロピアン・ぺイヤーズスワップション価格の近似解 V̂rebonato,european,pay
t,(m,n),T ex

k
、ヨー

ロピアン・レシーバーズスワップション価格の近似解 V̂rebonato,european,rec
t,(m,n),T ex

k
、

V̂rebonato,european,pay
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CorePayNormal(S Rm,n(t),K, σ̂normal

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k ) (B.34)

V̂rebonato,european,rec
t,(m,n),T ex

k
= ANm,n(t)CoreRecNormal(S Rm,n(t),K, σ̂normal

S Rm,n
(T ex

k ,K), t,T ex
k ) (B.35)

を得る。
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付録 C

shifted-LMM-SABRにおけるヨーロ
ピアンスワップションの解析近似解
の精度検証

主に、本稿では Appendix Bで導出した近似解を LSMや Additive Duality Methodにお
ける回帰の際の説明変数としてのインプライドボラティリティやヨーロピアンスワップ
ションの価格を求める際に用いた。この解析近似解の精度が悪い場合、バミューダンス
ワップションの精緻な価格付けが困難になることが予想されるため、どういった条件下
で解析近似解の精度が悪くなるのか把握しておく必要がある。そこで、各 shifted-LMM-

SABRのパラメーター sl(t0), βl, νl, ρl,l′ , θl,l′ , ϕl,l′ について複数の条件下でシミュレーショ
ンとの誤差を把握することで、解析近似解の精度評価を行った。
解析近似解については (B.31)による V̂rebonato,european,pay

t,(m,n),T ex
k

,V̂rebonato,european,rec
t,(m,n),T ex

k
を計算した。

シミュレーションについては、ヨーロピアン・ぺイヤーズスワップションおよびヨー
ロピアン・レシーバーズスワップションの価格をシミュレーションにより求めたものを
V̂european,pay

t,(m,n),T ex
k

,V̂european,rec
t,(m,n),T ex

k
とし、

V̂european,pay
t,(m,n),T ex

k
= P(t,Tn+1)

N∑
i=1

1
P(i)(T ex

k ,Tn+1)
An(i)

m,n(T ex
k )(S R(i)

m,n(T ex
k ) − K)+

V̂european,rec
t,(m,n),T ex

k
= P(t,Tn+1)

N∑
i=1

1
P(i)(T ex

k ,Tn+1)
An(i)

m,n(T ex
k )(S R(i)

m,n(T ex
k ) − K)+

(C.1)

で定義した。なお、N はパスの数で P(i)(T ex
k ,Tn+1),An(i)

m,n(T ex
k ),S R(i)

m,n(T ex
k )は、(4.1)につい

て、4.1節と同様にシミュレーションすることで求めた。
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まず、shifted-LMM-SABR における各パラメーターについては、shift 幅 b = 2%、
αl(0) = 0、βl = 0.5 とし、ϵl, ϕl,l は表 C.1 の組み合わせとした。なお、すべての満期の
LIBORに関して同一の値を用いた。

表 C.1 ϵl, ϕl,l の組み合わせ

ϵl

0.1 0.3 0.5

0.4 条件 1 条件 2 条件 3

ϕl,l 0.8 条件 4 条件 5 条件 6

−0.4 条件 7 条件 8 条件 9

−0.8 条件 10 条件 11 条件 12

また比較にあたっての各条件は、t = 0, δl = 0.5, Tl = {0.5, 1.0, 1.5, · · · , 9.5}, T ex
k =

{0.5, 1.0, 1.5, · · · , 9.5}, {Ll(0)}l=1,2,···,19 = 0.49%, K は表 C.2 のとおり。また、取引種類は、
S Rm,n(0) ≤ K であればぺイヤーズスワップション、S Rm,n(0) > K であればレシーバーズ
スワップションを用いた。
シミュレーションにおいては N = 1, 000, 000 で行った。また、シミュレーション自体
の誤差を把握するため、N = 1, 000, 000をさらに 10回繰り返し、その 10回の中での 10%

タイル値および 90%タイル値を計算し、その差分をシミュレーション自体の誤差とした。
各計算結果は表 C.3, C.4, C.5, (C.6)のとおり。
表 C.3は、各条件における解析近似解 V̂rebonato,european,pay

t,(m,n),T ex
k

,V̂rebonato,european,rec
t,(m,n),T ex

k
の値である。

表 C.4はシミュレーションによる価格解 V̂european,pay
t,(m,n),T ex

k
,V̂european,rec

t,(m,n),T ex
k
である。表 C.5は各条件

における解析近似解およびシミュレーションによる価格解の絶対誤差であり、赤く色づ
けした箇所は、シミュレーションの誤差よりも |V̂european,pay

t − V̂rebonato,european,pay
t | および

|V̂european,rec
t − V̂rebonato,european,rec

t |が大きくなった箇所である。表 C.6はシミュレーション
自体の誤差である。
表 C.5 から、νl が大きくなると解析近似式の精度が悪くなることが確認できる。これ
は、swaptionの解析近似解の導出における (B.29)式において、νl を含んでいる ˆhl,l′ (t)tに
関するテーラー展開について、1階の偏微分までしか考慮していないことに起因すると考
えられる。
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表 C.2 ストライクレート K
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表 C.3 V̂rebonato,european,pay
t および V̂rebonato,european,rec

t (単位は bp)
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表 C.4 V̂european,pay
t および V̂european,rec

t (単位は bp)
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表 C.5 |V̂european,pay
t − V̂rebonato,european,pay

t |および |V̂european,rec
t − V̂rebonato,european,rec

t |(単位は bp)。
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表 C.6 シミュレーションの誤差

77



参考文献

[1] Ahsan Amin. Pricing Bermudan Fixed Income Derivatives in Multi-factor Extended

LIBOR Market Model. PhD thesis, Master Thesis, New York University, 2003.

[2] Leif BG Andersen and Vladimir V Piterbarg. Interest Rate Modeling. volume iii: Prod-

ucts and Risk management, 2010.

[3] Leif Andersen and Mark Broadie. Primal-dual simulation algorithm for pricing multi-

dimensional American options. Management Science, Vol. 50, No. 9, pp. 1222–1234,

2004.

[4] Alexandre Antonov and Michael Spector. Advanced analytics for the SABR model.

Available at SSRN 2026350, 2012.

[5] Nelson Areal, Artur Rodrigues, and Manuel R Armada. On improving the least squares

Monte Carlo option valuation method. Review of Derivatives Research, Vol. 11, No.

1-2, p. 119, 2008.

[6] Denis Belomestny, Christian Bender, and John Schoenmakers. True upper bounds for

Bermudan products via non-nested Monte Carlo. Mathematical Finance, Vol. 19, No. 1,

pp. 53–71, 2009.

[7] Denis Belomestny and John Schoenmakers. Advanced Simulation-Based Methods for

Optimal Stopping and Control: With Applications in Finance. Springer, 2018.

[8] Fischer Black. The pricing of commodity contracts. Journal of Financial Economics,

Vol. 3, No. 1-2, pp. 167–179, 1976.

[9] Alan Brace, Dariusz Gatarek, and Marek Musiela. The market model of interest rate

dynamics. Mathematical Finance, Vol. 7, No. 2, pp. 127–155, 1997.

[10] Damiano Brigo and Fabio Mercurio. Interest Rate Models — Theory and Practice: With

Smile, Inflation and Credit. Springer Science & Business Media, 2007.

[11] Ning Cai, Yingda Song, and Nan Chen. Exact simulation of the SABR model. Opera-

78



tions Research, Vol. 65, No. 4, pp. 931–951, 2017.

[12] Bin Chen, Cornelis W Oosterlee, and Hans Van Der Weide. Efficient unbiased simula-

tion scheme for the SABR stochastic volatility model. Preprint, 2011.
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