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アブストラクト 本稿では，効率的な更新則により，2つ

の観測信号間の時間差推定をサブサンプルの精度で行う

手法を提案する．我々は，サブサンプル時間差推定を連続

の時間変数をもつ一般化相互相関 (continuous generalized
cross correlation; cGCC)の最大化問題として定式化した．
cGCCを最大化するという最適化問題に対して，これを解
く閉形式の解は未だ得られていない．そこで本稿では，補

助関数法に基づいて cGCCを効率的に最大化する手法を
提案する．まず，cGCCが正弦波の和で表せることから，
cGCCの最大化において 2次の補助関数を設計できるこ

とを示す．次に，設計した補助関数を用いて cGCCを最
大化する更新則を示す．実験では，提案法は目的関数の単

調増加が保証されていることを示し，また，良い初期値

が得られた場合には高速に収束することを示す．さらに，

提案法が雑音にロバストであること，時間差の推定値が

クラメール・ラオの下限を達成することも示す．

1 はじめに

音声強調や音源分離，音源定位などといったマイクロ

フォンアレイ信号処理において，空間的な特徴はそれら

の性能向上に寄与する重要な情報である [1]．空間的な特
徴は，異なるマイクロフォン間（チャネル間）の振幅の変

位及び時間差（もしくは位相差）によって表される．特

に時間差は重要な情報であり，これを用いたマイクロフォ

ンアレイ信号処理は，音源分離 [2] だけでなく，音源定
位 [3, 4], サンプリング周波数ミスマッチ推定 [5], 録音信
号の同期 [6]などといった多くの技術を実現する. 一般に，
時間差の推定精度の改善は，これらの信号処理の性能向

上に直結する．

2チャネルのサンプリングされた信号について，チャネ

ル間の時間差を推定することを考える．単純には，2チャ

ネルの信号の離散点に対して計算された相互相関 (cross
correlation; CC)の最大値を求めることで，最大値に対応
する時間差が推定値として得られる．このとき，何らかの

後処理を適用しない限り，時間差推定の精度はサンプリ

ング周波数によって制限される．これは，特に小さなマイ

クロフォンアレイを使う場合には，無視できない問題で

ある．例として，4 cm間隔で配置された 2チャネルマイ

クロフォンにおける最大の到来時間差 (time difference of
arrival; TDOA)は 0.12ms未満であり，例えば，サンプリ

ング周波数が 16 kHzの信号に対しては 2サンプル未満で

ある．このようなサンプルの精度の時間差推定の精度は，

音響信号処理だけでなく，ソナー [7], レーダー [8], 反射
地震学 [9]などといった多くの重要な技術にとって明らか
に不十分である．

時間差推定において広く使われる手法は，一般化相互

相関 (generalized cross correlation; GCC) [10, 11]に基づく
推定である．ここで，時間差の推定値は 2チャネルの信号

間の離散の時間変数をもつ一般化相互相関 (descrete GCC;
dGCC)の最大値の位置により与えられる．次に，得られ
た最大値の近傍において，サンプル間のGCCの値を補間
することで，サブサンプルの精度の推定値を得ることがで

きる．補間手法として，2次関数のフィッティングによる

もの [12]やガウス関数のフィッティングによるもの [13]
など，多くの手法が提案されている [14–16]．また，周波
数領域におけるゼロ詰め（ゼロパディング）も有効な手法

であり，これはGCCのディリクレカーネル補間 [17]に対
応する．ゼロ詰めにより達成可能な推定精度は，ゼロ詰

め未適用の信号と適用後の信号の比率に相当する．例え

ば，10倍の推定精度が欲しい場合は，周波数領域におい

て信号長が 10倍になるようにゼロ詰めする必要がある．

補間に基づく手法に対して，連続なGCCの最大値を直接
求めることも可能である．帯域制限された信号の場合，標

本化定理 [18, 19] に従い，連続の時間変数をもつ一般化
相互相関 (continuous GCC; cGCC) は dGCC の sinc 補間

により得られる．cGCCの最大化は非凸問題であり，一般
に閉形式の解は知られていない．しかし，黄金分割探索

(golden-section search; GSS) [20]などの探索アルゴリズム

第34回信号処理シンポジウム

2019年11月13日～15日（鳥取）

- 62 -



を使うことで，局所解を得ることは可能である．GSSに
よる推定では，最大値が存在するとわかっている区間を

狭めることにより，単峰性関数の最大値（または最小値）

を探索する．

本稿では，補助関数法（もしくは majorization-
minimization (MM)アルゴリズム [21, 22]）に基づく新た
なサブサンプル時間差推定法を提案する．提案法では，

補助関数の反復最大化により，効率的に cGCCを最大化
する．我々はまず，目的関数が 2次の補助関数によって

大域的に抑えられることを示す．このとき，補助関数は

目的関数の単調増加を保証しながら反復的に最大化する

ことができる．実験による提案法の評価では，初期値を

真の最大値の近くにとることで，数回の反復で最適解に

収束することを示す．また，ガウスノイズの存在下でク

ラメール・ラオの下限 (Cramér–Rao lower bound; CRLB)
を達成すること，さらに，残響環境における性能も示す．

GSSを用いた推定と比較すると，提案法は通常，より少
ない反復で収束することが確認できる．

1章では本稿の概要を述べた．2章では，まず時間差推
定の定式化を示し，3章で提案するアルゴリズムについて
説明する．実験とその結果は 4章で示し，結論を 5章で
述べる．

2 問題設定

xn 及び yn を離散信号とする．このとき，xn と yn の

GCCは以下で表される．

Φ(xy)(t) =
1

N

N/2∑
k=−N/2+1

WkS
(xy)
k ej2πkt/N , (1)

S
(xy)
k = X∗(k)Y (k), (2)

ここで，kは離散周波数を表すインデックス，Wk ∈ R+は

任意の重み関数であり，t ∈ Rは xnと yn間の時間差を表

す時間変数である．また，S
(xy)
k は xnと ynのクロススペ

クトルである．ただし，X(k), Y (k)は，それぞれ xn, yn
の離散フーリエ変換 (discrete Fourier transform; DFT)であ
り，{·}∗は複素共役を表す．tは通常，離散の時間変数と

して扱われ，本稿ではこれを dGCCと呼ぶ．
GCC [10,11]は，(1)を最大化する離散時間差 tを推定す

るために広く使われる．また，適切な重み関数Wkを利用

した手法として，例えば，(3)に示すような重みを用いた
GCC-phase transform (PHAT)や GCC-smoothed coherence
transform (SCOT)などが提案されている．

WPHAT
k = |S(xy)

k |−1, W SCOT
k =

(
S
(xx)
k S

(yy)
k

)− 1
2

, (3)

また，Wk = 1 のとき，GCC は通常の CC と一致す
る．一般に，上記 dGCCは入力信号のサンプリング周波

図 1: xn, yn に対する GCCの例．◦は各サンプルに対す
るの値を表し，×はサブサンプルの精度の時間差を表す．

数 Fs により与えられる離散の時間差，すなわち，t ∈{
k
Fs
| k = −N

2 + 1, . . . , N
2

}
に対してのみ計算される（図 1

参照）．従って，時間差の推定精度はサンプリング周波数

に依存した限界があり，性能を向上させるためにはサブ

サンプルの精度での時間差推定が必要不可欠である．

dGCCに対し，(1)の時間変数 tが連続値を取ると考え，

これを連続関数であると考えることができる．そこで，

連続の時間変数をもつ一般化相互相関 (continuous GCC;
cGCC)を最大化する連続の時間変数 t ∈ Rの推定を考え
る．(1)は，S

(xy)
k の複素共役対称性を利用することで，以

下のように正弦波の和の形に変形することができる．

Φ(xy)(t) =

N/2∑
k=0

Ak cos(ωkt+ ϕk), (4)

ここで，Ak = βk

N |WkS
(xy)
k |, ωk = 2π k

N , ϕk = ∠S(xy)
k で

あり，β0 = βN/2 = 1，βk = 2 (k ̸∈ {0, N/2}) である．
従って，我々の目的は，次式で示されるサブサンプルの精

度の時間差推定値 t̂を求めることである．

t̂ = argmax
t∈R

Φ(xy)(t). (5)

しかし，この最適化問題に対する閉形式の解は未だ得ら

れていない．

Φ(xy)(t)は正弦波の和で表されることから，短い区間に

おいては単峰性の関数であると仮定することができる．実

際に，Φ(xy)(t)はその最大値付近において単峰性関数であ

る．この時， GSS [20]などの探索アルゴリズムを適用す
ることで，探索区間内の最大値を見つけることができる．

しかし，GSSにより最大値を見つけるためには，探索区
間が最大値を含んでいる必要がある．具体的には，探索

区間の左端点と右端点は，それぞれ最大値付近の単峰範

囲の増加部分と減少部分から選択する必要がある．

- 63 -



これに対し本稿では，閉形式の解を持つ補助関数を用

いることで，(4)を最大化する新たな更新アルゴリズムを
提案する．このとき最大値を見つける条件は，初期値が真

の最大値が存在する単峰区間に含まれることのみである．

3 補助関数法に基づくサブサンプル時間差推定

補助関数法（MMアルゴリズム [21,22]としても知られ
る）は，expectation-maximization (EM)アルゴリズムの一
般化ともいえる枠組みであることや，様々なアルゴリズ

ム [23–25]が提案されていることから広く知られた手法で
ある．提案する最適化問題 (5)を解くためには，以下を満
たす補助関数 Q(t,θ)を設計する必要がある．

• 任意の t及び θ に対して，Φ(xy)(t) ≥ Q(t,θ)を満

たす

• 任意の tに対して，Φ(xy)(t) = Q(t,θ)を満たすよ

うな θ = f(t)が存在する

ただし，θ = (θ0, θ1, · · · , θN/2)は補助変数である．上記

を満たす Q(t,θ)が存在し，初期値 t̂0 が与えられたとき，

次式による一連の更新は局所解に収束することが保証さ

れる．

θ(ℓ) = f(t̂(ℓ)), t̂(ℓ+1) = argmax
t∈R

Q(t,θ(ℓ)), (6)

ここで ℓは反復回数を表すインデックスである．

3.1 連続の時間変数をもつ相互相関関数に対する 2次の
補助関数

本節では，(4)で表される目的関数 Φ(xy)(t)に対する補

助関数を示す．

定理 1 次式は (4)で表される Φ(xy)(t)に対する補助関数

である．

Q(t,θ) =

N/2∑
k=0

−Ak

2
· sin θk

θk
(ωkt+ ϕk + 2nkπ)

2 + C,

(7)

ただし，Cは tを含まない定数項を表し，nkは |ωkt+ϕk+

2nkπ| ≤ π を満たす整数である．補助変数は θk 及び nk

であり，Φ(xy)(t) = Q(t,θ)となる等号成立条件は次式で

ある．

θk = ωkt+ ϕk + 2nkπ (8)

この定理は，余弦関数に関する次の不等式から直接的に

導かれる．

補題 1 |θ0| ≤ πとする．任意の実数 θについて，次の不

等式が満たされる．

cos θ ≥ −1

2

sin θ0
θ0

θ2 +

(
cos θ0 +

1

2
θ0 sin θ0

)
. (9)

|θ0| < π のとき，等号成立の必要十分条件は |θ| = |θ0|
であり， |θ0| = π のとき，等号成立の必要十分条件は

θ = (2n+ 1)π, n ∈ Zである．

証明:

f(θ) = cos θ +
1

2

sin θ0
θ0

θ2 −
(
cos θ0 +

1

2
θ0 sin θ0

)
(10)

とする．このとき

f ′(θ) = − sin θ +
sin θ0
θ0

θ = −θ
(
sin θ

θ
− sin θ0

θ0

)
(11)

である．ここで，次の 3つの場合，それぞれについて検

討する．

Case 1: 0 < |θ0| < π

sin θ/θは 0 ≤ θ ≤ πの範囲において単調減少するため，

f ′(θ)


< 0 (0 ≤ θ < |θ0|)
= 0 (θ = |θ0|)
> 0 (|θ0| < θ ≤ π)

(12)

である．従って，f(θ)は θ = |θ0|で最小値を取る．さらに，
f(θ0) = 0であるから，0 ≤ θ ≤ πの範囲において f(θ) ≥ 0

である．f(θ)は偶関数であるから，−π ≤ θ ≤ πの範囲に

おいてもその最小値は 0である．cos θは周期関数だが，一

方で −θ2 は周期的ではないため，任意の θ (−π ≤ θ ≤ π)

と整数n ̸= 0に対して，f(θ+2nπ) > f(θ)である．以上よ

り f(θ) ≥ 0であり，等号成立の必要十分条件は |θ| = |θ0|
である．

Case 2: θ0 = 0

このとき，0 ≤ θ ≤ πにおいて，f ′(θ)は

f ′(θ)

{
= 0 (θ = |θ0| = 0)

> 0 (|θ0| < θ ≤ π)
(13)

となる．ここで，f(θ)は偶関数であるから，−π ≤ θ ≤ π

の範囲において，最小値 f(0) = 0をとる．従って Case 1
と同様に，f(θ) ≥ 0を得る．ただし等号成立の必要十分

条件は θ = 0である．

Case 3: θ0 = ±π
このとき，f(θ) = cos θ+ 1である．従って，f(θ) ≥ 0で

あり，等号成立の必要十分条件は任意の n ∈ Zにについ
て θ = (2n+ 1)πである．

このとき，定理 1は次のように証明される．
証明: nk ∈ Zに対して，cos(ωkt+ ϕk) = cos(ωkt+ ϕk +

2πnk)であり，また，Ak ≥ 0である．従って，命題 1を
(4)の各項毎に（k毎に）適用することができる．
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3.2 補助関数と更新則の導出

Q(t,θ)は 2次関数であるから，tについて微分して 0

と置くことで，簡単に最大化することができる．

∂Q

∂t
= −

N/2∑
k=0

Akωk
sin θk
θk

(ωkt+ ϕk + 2nkπ) = 0. (14)

従って，

t̂ =

∑N/2
k=0 Akω

2
k(sin θk/θk)(−(ϕk + 2nkπ)/ωk)∑N/2
k=0 Akω2

k(sin θk/θk)
(15)

となる．ここで，(8)に示す等号条件の下で，ϕk+2nkπ =

θk − ωktであるから，以下の最終的な更新則を得る．

n
(ℓ)
k ← argmin

n∈Z

∣∣∣ωkt
(ℓ) + ϕk + 2nπ

∣∣∣ , (16)

θ
(ℓ)
k ← ωkt

(ℓ) + ϕk + 2n
(ℓ)
k π, k = 0, . . . ,

N

2
, (17)

t(ℓ+1) ← t(ℓ) −

∑N/2
k=0 Akω

2
k

(
sin θ

(ℓ)
k /θ

(ℓ)
k

)
θ
(ℓ)
k

ωk∑N/2
k=0 Akω2

k

(
sin θ

(ℓ)
k /θ

(ℓ)
k

) . (18)

ある初期推定値 t̂0に対して，上記更新則を反復的に適用

することで，最終的なサブサンプル時間差推定値 t̂を得

る．興味深いことに，(18)の第 2項は，周波数によって

スケーリングされた補助変数，すなわち θ
(ℓ)
k /ωkによる重

み付き和となっている．

4 シミュレーションによる提案法の評価

提案法の有効性を確認するため，サブサンプル時間差

推定の性能を，4.1 節および 4.2 節では収束性について，
4.3節では収束に必要な反復回数と雑音に対する頑健性に
ついて評価した．従来法としては GSSに基づく推定 [20]
を用いた．提案法の初期値は，dGCCの最大値に対応する
時間差とし，その左右の点に挟まれた区間を GSSの初期
探索区間とした．また，GCCの重みWk はすべての周波

数において 1とした．

4.1 収束性

本節の実験では，−5 から 5 サンプルの範囲の時間差

をもつ 2チャネルの観測信号を用意し，各マイクロフォ

ンに対して，信号対雑音比 (signal-to-noise ratio; SNR)が
10 dBとなるように白色ガウス雑音を重畳した．ただし，

時間差は周波数領域における位相差として，シミュレー

ションにより与えた．時間差推定の対象となる信号（目的

信号）としては，日本語及び英語の男性及び女性の発話，

計 4種類の異なる信号を使用した．なお，サンプリング
周波数は 16 kHzとした．
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図 2: 左: 提案法の更新による目的関数の値の変化．各曲
線は異なる初期値に対する目的関数の変化を表し，2から

29サンプルまで，3サンプル毎に初期値として使用した．

右: 目的関数

図 2は，様々な初期値に対して，提案法による目的関
数の収束の様子の例である．この例では，時間差の真値

は 2.0966サンプルである．提案法の初期値としては，2

から 29まで 3サンプルおきのサンプル値を用いた．まず，

図より提案法の時間差推定値の更新により，目的関数が

単調増加することが確認できる．従って，初期値が最大

値を含む単峰区間にある場合，提案法により最適解が必

ず求まるといえる．なお，これは，図 2においては −20
から 22サンプル程度の範囲となる．一方で，そうでない

場合，例えば図中の初期値が 26または 29の場合などは

必ず局所解が得られることに注意されたい．また，収束

速度について，初期値が真値に近ければ近いほど，収束

が速くなることも確認できる．これは，例えば初期値の

設定方法として，2次関数のフィッティングなどを用いる

ことで，非常に高速な収束が期待できることを意味する．

一方で，GSSの初期探索区間は，単峰区間であり，かつ
最大値を含む必要がある．GSSの収束を早めるためには，
初期探索区間を狭くする必要があるが，その方法は自明

ではなく，特に雑音環境においては困難な問題である．

4.2 残響環境における収束性

次に，4.1節で使用した信号と，インパルス応答の畳込
みにより得られた信号を用いて，残響環境における性能

評価を行った．ここで，鏡像法によるインパルス応答の

生成は，Pythonパッケージである pyroomacoustics [26]を
利用して行った．時間差と，残響時間などのインパルス

応答に依存するパラメータを除いた実験条件は 4.1節と
同一である．実験では，残響時間 300msの環境において，

3つの異なる音源到来方向 (direction of arrival; DOA)に対
応する TDOAの推定を行った．ここで，DOAは 30◦, 70◦,
135◦とし，マイク間隔は 4 cm，音源とマイク間の距離は
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図 4: 雑音環境における TDOA推定値の RMSE

1.5mとした．実験は 4つの目的信号それぞれに対して行

い，その平均を結果として示す．

図 3に，提案法とGSSによる TDOA推定値を反復回数
毎に示した．図中の記号’◦’, ’×’, ’∗’はそれぞれ DOAが
30◦, 70◦, 135◦であったときの結果を示す．残響環境下に
おける TDOAの推定は困難な問題であるが [27]，図より
提案法及び GSSは両者ともに最適解に収束していること
がわかる．

4.3 雑音に対する頑健性

この実験では，雑音環境における提案法と GSSによる
時間差推定について，初期値と反復回数の観点から性能

の比較を行った．使用した信号は 4.1節と同一であり，時
間差は t ∼ U [0, 1]の範囲からランダムにシミュレートし

た．2チャネルの観測信号には，それぞれ白色ガウス雑音

を SNRが−12 dBから 40 dBになるように重畳した．こ

のとき，t̂に対する CRLBは，与えられた入力信号と雑音
の分散 σ2 を用いて以下で求まる．

Var{t̂} ≥

8π2

N/2∑
k=0

(|Sk|2/(Nσ2))2

1 + 2(|Sk|2/(Nσ2))
(kFs/N)2


−1

,

ここで，Sk は入力信号の DFTの k 番目の点であり，Fs

はサンプリング周波数である．提案法の初期化方法とし

ては，1. dGCCの最大値に対応する時間差，2. 2次関数の

フィッティング [12]による結果，の 2通りを試した．実

験結果は，異なる時間差，異なる雑音に対する 100通り
の試行の結果を平均して示す．

図 4に，雑音環境における TDOA推定値の二乗平均平
方根誤差 (root mean square error; RMSE)を示した．図よ
り，SNRが高い場合，提案法とGSSの両者共に CRLBを
達成することがわかる．しかし，両者の CRLBに到達す
るまでの反復回数は異なる．SNRが低い場合，GSSは，5

回の反復で 15回の反復時と同等の性能が得られているが，

SNRが高い場合は 15回を超える更新が必要になる．この

結果は初期値に依存しない．一方で提案法は，2次関数の

フィッティングなどにより良い初期値が得られた場合，常

に 5回の反復で高い推定精度を得ることができる．以上

より，雑音環境においても，提案法により，高速に CRLB
に近い精度の時間差推定を求めることができるといえる．

5 結論

本稿では，補助関数法に基づく効率的な反復更新によ

り，連続の時間変数をもつ GCCを最大化することで，サ
ブサンプルの精度の時間差推定を行う新たな手法を提案

した．目的関数，すなわち cGCCは正弦波の和で表すこ
とができ，従って，それに対する 2次の補助関数を導出

することができる．補助関数法に基づき，時間差の推定

値と補助変数を交互に更新することで，目的関数は単調

に増加する．提案する最適化は，従来の GSSに基づく推
定が信号のペアに対してのみ適用可能な一方で，適切な

目的関数を設計することにより，多チャネル信号への拡

張を考えることができる．

実験では，提案法がGSSに対して少ない更新回数で収束
し，また，CRLBを達成することを示した．以上より，提
案法がサブサンプル時間差推定法として有効だと言える．
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