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概要

本論文ではエネルギー関数の形状に着目した焼きなまし法の適用方法について提案し，Boltzmann

Machine における事後分布推定，観光経路推薦問題を対象としてその有効性を示す．

Boltzmann Machine や焼きなまし法等，現在利用されている機械学習や最適化問題の解法は

統計物理学に基づくものが多い．これらはいずれも物質を構成する分子の微視的状態を記述する

Boltzmann分布をもとに定式化され，Boltzmann Machineでは与えられた分布に適したエネルギー

関数を学習により決定する．得られる分布は有用な潜在的表現を示すことから Neural Networks

に対する事前学習手法としてよく利用される．また，Boltzmann 分布に従う系では，エネルギー

関数の値が低い状態が高い出現確率を持ち，温度が低いほどその傾向が強くなる．焼きなまし法は

この性質を利用し，最適化問題における目的関数をエネルギー関数とした手法である．焼きなまし

法を用いれば局所最適化法で問題となる局所最適解への収束性を緩和することができ，Traveling

Salesman Problem (TSP) 等さまざまな問題に対して適用されている．

焼きなまし法は，計算量の多さと，温度変化過程の与え方が自明でないことが短所として指摘さ

れている．さらに，本論文では，Deep Boltzmann Machine の事後分布推定に対して効果的でない

こと，TSP に対しても問題の規模が大きくなるにつれ，Markov Chain Monte Carlo (MCMC) 法

における棄却率が高まり，効率が低下するといった問題点があることも明らかにする．これらの問

題に対し，本論文ではエネルギー関数の形状に着目することで，焼きなまし法における上記問題の

解決を目的とする．従来手法がMCMC法の探索方法を決定する提案分布に対し局所最適化法をそ

のまま用い，エネルギー関数には最適化問題として一般的に定義されていた目的関数をそのまま用

いているのに対し，提案手法では，問題ごとに適切なエネルギー関数と，棄却率の低い提案分布の

構築を行う．具体的な例として，Boltzmann Machine と観光経路推薦問題に提案手法を適用し，有

効性を示す．

Boltzmann Machine は階層構造を持たせた Deep Boltzmann Machine として広く用いられ，事

前学習やマルチモーダルデータ (Multimodal Data)に対するモデルとして近年注目を集めている．

しかし，現在一般に用いられている Gibbs Sampling 法を適用しただけでは，層数の増加に伴い事

後分布の推定が難しくなる．また，本論文で示す通り，焼きなまし法を適用しても精度を改善する

ことはできない．提案手法では，階層構造を反映したエネルギー関数の構築と温度の制御を行うこ

とで事後分布の推定精度を改善する．

観光経路推薦問題への適用においては，TSP に対して MCMC 法における提案分布に適切なも

のを選ぶことで探索効率を改善できることを示す．また，観光経路推薦問題を対象として，訪問ス

ポットの選択も含むように TSP を拡張した選択的 TSP に対しては，従来節点と辺を用いて定式化
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されていたのに対し，辺のみを用い，さらに，自己回帰辺を導入することで次元数を固定とする定

式化を提案し，確率場として問題を定義可能とする．また，経路長に対する制約を連続な関数で表

現することで焼きなまし法を適用可能とする．これらの工夫により高速に解を探索可能となり，従

来手法では固定とされていたスポット間の移動経路をユーザの嗜好に応じて決定する等の柔軟な経

路推薦が可能となる．

本論文は 5章からなり，1章で序論，2章では本論文の基礎となる関連研究について述べ，3章で

Boltzmann Machine に対する焼きなまし法の適用法，4章で観光経路推薦問題に対する焼きなまし

法の適用法を提案する．5章では本論文で論じたことをまとめる．

3章では，はじめに Boltzmann Machine により評価値行列から抽出される潜在因子の性質を調

査した結果に基づき，事後分布推定における Boltzmann Machine の特性について考察する．その

後，Deep Boltzmann Machine のエネルギー関数を層ごとに分割し，各層に対応した関数ごとに温

度を割り当てることで温度分布を表現可能とする手法を提案する．これにより，種結晶から金属の

単結晶を得る手法である Floating Zone 法を導入し，入力側から温度を低下させることで事後分布

を高精度に近似できることを示す.

4章では，観光経路推薦問題の概要，および既存研究における定式化を紹介した後，本論文で提案

する定式化について説明する．提案する定式化を用いて，エネルギー関数により経路長に対する制

約を表現する方法，棄却率の低い提案分布を用いて MCMC 法を構築する方法を述べる．人工デー

タセットおよび観光客の位置情報から作成されたデータセットを用いて，提案手法の有効性を示す.

本論文で得られた成果は，焼きなまし法を適用するにあたりエネルギー関数の形状を考慮するこ

との重要性を示したものであり，対象とした Boltzmann Machine や，観光経路推薦問題だけでな

く，より多様な用途における焼きなまし法の適用可能性の拡大へ貢献するものである．
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第 1章

序論

1.1 はじめに

Boltzmann Machine (BM)[37] や焼きなまし法 [41]，Latent Dirichlet Allocation[69]等，現在

利用されている機械学習 [18]や最適化問題の解法は統計物理学 [7]に基づくものが多い．焼きなま

し法，BM は共に物質の微視的状態を記述する Boltzmann 分布を元に定式化される．BM では与

えられた分布に適したエネルギー関数を学習により決定し，得られる分布は有用な潜在的表現を示

すことから Neural Networks [13] に対する事前学習手法としてよく利用される．また，Boltzmann

分布に従う系では，エネルギー関数の値が低い状態が高い出現確率を持ち，温度が低いほどその傾

向が強くなる．焼きなまし法はこの性質を利用し，最適化問題における目的関数をエネルギー関数

とした手法である．焼きなまし法を用いれば局所最適化法で問題となる局所最適解への収束性を緩

和することができ，Traveling Salesman Problem (TSP) [9] 等さまざまな問題に対して適用されて

いる．

焼きなまし法は，計算量の多さと，温度変化過程の与え方が自明でないことが短所として指摘さ

れている [45]．さらに，本論文では，Deep Boltzmann Machine (DBM) [38] の事後分布推定に対

して効果的でないこと，TSP に対しても問題の規模が大きくなるにつれ，Markov Chain Monte

Carlo (MCMC) [7]法における棄却率が高まり，効率が低下するといった問題点があることも明ら

かにする．これらの問題に対し，本論文ではエネルギー関数の形状に着目することで，焼きなまし

法における上記問題の解決を目的とする．従来手法が MCMC 法の探索方法を決定する提案分布に

対し局所最適化法をそのまま用い，エネルギー関数には最適化問題として一般的に定義されていた

目的関数をそのまま用いているのに対し，提案手法では，問題ごとに適切なエネルギー関数と，棄

却率の低い提案分布の構築を行う．具体的な例として，BM と観光経路推薦問題 [10][26][27][29]に

提案手法を適用し，有効性を示す．

BM は階層構造を持たせた DBM として広く用いられ，事前学習やマルチモーダルデータに対す

るモデルとして近年注目を集めている [52]．しかし，現在一般に用いられている Gibbs Sampling

法 [44] を適用しただけでは，層数の増加に伴い事後分布の推定が難しくなる [38]．また，本論文で

示す通り，焼きなまし法を適用しても精度を改善することはできない．提案手法では，階層構造を

反映したエネルギー関数の構築と温度の制御を行うことで事後分布の推定精度を改善する．観光経

路推薦問題への適用においては，TSP に対して MCMC 法における提案分布 [24] に適切なものを
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選ぶことで探索効率を改善できることを示す．

観光経路推薦問題では，訪問すべきスポットの決定，およびスポット間の経路の両方を決定する必

要があり，訪問スポットの選択を含むように TSP を拡張した選択的 TSP (Selective TSP: STSP)

が提案されている [26]．STSPでは，節点と辺を用いた定式化が行われており [10][27][29]２つの異

なる要素を扱うことから最適化手法の構築が難しくなっている．これに対し本論文では，辺のみを

用い，さらに，自己回帰辺を導入することで次元数を固定とする定式化を提案し，確率場として問

題を定義可能とする．また，経路長に対する制約を連続な関数で表現することで焼きなまし法を適

用可能とする．これらの工夫により高速に解を探索可能となり，従来手法では固定とされていたス

ポット間の移動経路をユーザの嗜好に応じて決定する等の柔軟な経路推薦が可能となる．

本論文で得られた成果は，焼きなまし法を適用するにあたりエネルギー関数の形状を考慮するこ

との重要性を示したものであり，対象とした BM や，観光経路推薦問題だけでなく，これら以外の

確率的モデル，最適化問題等への多様な用途における焼きなまし法の適用可能性の拡大へ貢献する

ものである．

1.2 本論文の構成

本論文は 5章からなり，その構成を以下に示す．

第 1章 序論

第 2章 関連研究

本論文で用いる数学的表記法，Boltzmann 分布，MCMC 法について説明する．その後

Boltzmann Machine (BM)，焼きなまし法，焼きなまし法を用いた最適化問題の解法と関連

研究を紹介する．

第 3章 Boltzmann Machineに対する焼きなまし法の適用

はじめに BM により評価値行列から抽出される潜在因子の性質を調査した結果に基づき，事

後分布推定における BM の特性について考察する．その後，Deep Boltzmann Machine の

エネルギー関数を層ごとに分割し，各層に対応した関数ごとに温度を割り当てることで温度

分布を表現可能とする手法を提案する．さらに，種結晶から金属の単結晶を得る手法である

Floating Zone 法を導入し，入力側から温度を低下させることで事後分布を高精度に近似で

きることを示す.

第 4章 観光経路推薦問題に対する焼きなまし法の適用

観光経路推薦問題の概要，および既存研究における定式化を紹介した後，本論文で提案する

定式化について説明する．提案する定式化を用いて，エネルギー関数により経路長に対する

制約を表現する方法，棄却率の低い提案分布を用いて MCMC 法を構築する方法を述べる．

人工データセットおよび観光客の位置情報から作成されたデータセットを用いて，提案手法

の有効性を示す.

第 5章 終わりに

本論で述べたことを総括的にまとめる．



1.2. 本論文の構成 3

式，図，表に振られる番号には章番号を含む階層的なものを利用している．本論文中で直接記述

すれば論述が煩雑となる諸定理について，重要なものについては付録に記載した．

本論文で用いる主要な記号を表 1.1に記載する．各章で局所的に用いる記号に対してはそれら章

のはじめに個別の記号表を載せる．



4 第 1 章 序論

表 1.1 本論文で用いる記号の表

記号 定義 意味 場所

∅ { } 空集合

N 自然数の集合

R 実数の集合

N 節点の集合 2.1.4節

Ep 辺の全体集合 2.1.4節

E ⊂ Ep 実在辺の集合 2.1.4節

Λ 確率空間全体に対する添字の集合 2.1.6節

nst Ep → N 辺から始点の節点への全射 2.1.4節

ned Ep → N 辺から終点の節点への全射 2.1.4節

d Λ → N BMの状態変数の添字から節点への全単射 式 (2.30)

c Λ2 → E BMの状態変数の添字対から辺への全射 式 (2.30)

ΩΛ Λで識別される確率空間の標本空間 2.1.6節

Ω ′
M M (⊂ Λ)上に定義される確率変数の状態空間 2.1.6節

xM ΩΛ → Ω ′
M M (⊂ Λ)上に定義される確率変数 2.1.6節

fσ x ∈ R 7→ 1/(1 + exp (−x)) Sigmoid 関数

argmin 最小値を与える引数の集合を返す関数 式 (2.2)

δij ∈ {0, 1} Kronecker Delta 式 (2.1)

δ {T,F} → {1, 0} Kronecker Delta の一般形 式 (2.1)

ϕ Ω ′
Λ → R エネルギー関数および目的関数 2.3.1節

Zp ∈ (0,∞) 分配関数 2.3.1節

k ∈ (0,∞) Boltzmann 定数 2.3.1節

T ∈ (0,∞) Boltzmann 分布に従う系の温度 2.3.1節

TH ∈ (0,∞) 焼きなまし法における最高温度 式 (2.47)

TL ∈ (0,∞) 焼きなまし法における最低温度 式 (2.48)

t ∈ [0,∞) 時刻，学習，計算の進捗度 式 (2.58)

αdec ∈ [0,∞) 重み減衰係数 式 (2.59)

αmom ∈ [0,∞) 慣性項係数 式 (2.60)

ϵ (t) R → [0,∞) 学習率 2.3.4節



第 2章

関連研究

2.1 基本的な数学的表記

情報科学の分野においては物理や数学におけるモデルほど一般性の高いものばかりが用いられる

わけではなく，今後より複雑なモデルが提案されていくことを考えれば，表記法を洗練していく必

要があると考える．

本論文で用いる表記法は基本的に国際標準化機構 (ISO: International Organization for Stan-

dardization) の指針 (ISO80000-2)[1]に従う．本節では重要なものについて，具体例と関連付けな

がら説明を行う．また，本論文で扱う量は基本的に無次元量であるとし，物理量との対応がある場

合のみ単位を SI単位系 [2]により記述する．

2.1.1 用いるフォント

諸定数，変数，関数の表記に用いるフォントは以下の基準に従い選ばれる．

1. 決して変わることのない定数，よく知られた関数には Roman 体を用いる．たとえば Napier

数 e = 2.71821...，円周率 π = 3.1415...，指数関数 exp，自然対数 ln等である．

2. 論文中で新たに定義した関数，定数には Italic 体を用いる．

3. 変数には Italic 体を用いる．添字についてはそれが変数の場合には Italic 体を，意味的添字

の場合には立体を用いる．例えば利用者 uの持つ要素集合を意味するような変数は，添字も

変数であるため Cu と表すが，利用者一般ではなく山田氏 (Yamada) の持つ要素集合であれ

ば CYamada と表す．注意が必要な例として，座標軸の表し方がある．座標の値を示すとき，

それは変数であるので x, y, z と表すが，座標軸に割り当てられる変数は座標軸が意味的添字

となるため Px, Py, Pz と表記する．これは先程の利用者一般と山田氏が持つ要素集合の例と

対応している．

4. ISO80000-2の指針にはないが，変数間の積記号は慣習的に省略され，本論文でも積記号を基

本的に省略する．

5. 2，3 の指針から関数名，変数名を Italic 体で表記するが，4 の慣習を併用するため，Italic

体の文字が連続している場合にそれらが異なる変数間の積を意味することにもなり，誤解を

招きやすい．従い，変数，関数は 1文字で表記する．2文字以上によって表記する場合は添
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表 2.1 真理値表

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p ⇒ q p ⇔ q

T T F T T T T

T F F F T F F

F T T F T T F

F F T F F T T

字を用いる．たとえば，ある変数 xと y の間の類似度を表す関数に対し，Similarity(x, y)

のような関数名は用いない．よく知られた関数であれば，Roman 体により Similarity(x, y)

とすることができるが，論文中で新たに定義した関数については fSimilarity(x, y) のように

Roman 体で書かれた添字を用い表記する．

6. 演算子には立体を用いる．たとえば pの xによる微分は dp
dx，積分は

∫
pdxと書く．

7. 確率変数の表記には慣習に従い太字 Roman 体を用いる [18]．たとえば x軸に分布する確率

変数の表記には xなどを用いる．

2.1.2 論理と集合

命題とは T(真)，F(偽)のどちらかの値をとる論述もしくは式のことである．それ以上分割できな

い命題を要素命題と呼び，論理演算子により要素命題を組み合わせて表現したものを複合命題と呼

ぶ．論理演算子の真理値表を表 2.1に示す．なお，論理演算子の結合の優先度は四則演算子よりも

低いものとする．また，命題 pが成り立つことを述べるとき，「pが真である」と記述することも考

えられるが，本論文では単に「pである」等の平叙文により記述する．p ∧ q を単に p, q と書く表現

はよく用いられ，本論文でも特に曖昧でない箇所にはこの関係を p ∧ q ⇔ p, q と定め利用する．「命

題 P (a)を満たす要素 aについて」という論述は基本的に a P (a)と書くが，P (a)が aを左辺に持

つ 2項演算，たとえば P (a) ⇔ a ≥ bであるような場合，a (≥ b)とする表記も用いる．まとめる

と，以下の論述は互いに同値である．

• x ≥ 0を満たす実数 xについて考える

• 実数 x (x ≥ 0)について考える

• 実数 x (≥ 0)について考える

• x (x ≥ 0 ∧ x ∈ R)について考える

要素に対する命題 P (a)が与えられた時，A := {a|P (a)}の表記は P (a) = Tとなるすべての要

素 aから集合 Aが成ることを示す．加算集合に限っては，Aを n個の要素 a1, a2, ..., an を用いて

直接 A := {a1, a2, ..., an}と表現することも可能である．
a ∈ Aの表記は aが Aに含まれることを示す．a /∈ Aは ¬(a ∈ A)と同値であり，aが Aに含ま

れないことを意味する．また，複合命題に関して，以下の記法を用いる．

• ∀a ∈ A,P (a): すべての a (∈ A)について命題 P (a)が成り立つ.
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• ∃a ∈ A,P (a): 少なくともひとつの a (∈ A)について命題 P (a)が成り立つ.

• ̸ ∃a ∈ A,P (a) ⇔ ¬ (∃a ∈ A,P (a)).

同じ集合に属する 2変数の命題については ∀a, b ∈ A,P (a, b)などとも書く．

集合 A と集合 B の和集合を A ∪ B := {x|x ∈ A ∨ x ∈ B}，共通部分を A ∩ B :=

{x|x ∈ A ∧ x ∈ B}，差集合を A \ B := {x|x ∈ A ∧ x /∈ B} と定義し用いる．集合 A の要素の数

を |A|と表す．ある集合 Aの部分集合全体の集合はべき集合とよばれ，これを 2A と表記する．

実数 a, bで定義される実数の部分集合について，以下の表記を用いる．

• [a, b] := {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}
• (a, b] := {x ∈ R|a < x ≤ b}
• [a, b) := {x ∈ R|a ≤ x < b}
• (a, b) := {x ∈ R|a < x < b}

2.1.3 写像と族

f : A → B の表記は f が集合 Aから集合 B への写像であることを意味する．またこのとき，以

下の表記法を定義する．

• f−1 は B から Aへの f の逆写像を表し，∀b ∈ B, f−1(b) = {a ∈ A|f(a) = b}を満たす．
• f(A)は f による Aの B に対する像を表し，f(A) = {f(a)|a ∈ A}を満たす．

写像 f が集合 Aの要素から集合 B の部分集合への写像であるときは，これを，べき集合を用いて

f : A → 2B と表す．

次に，多変量変数を添え字と写像により定義する族について説明する．ある集合 X に対し，

b1, b2, ..., bn (∈ X) をこの順番で要素に持つ数列を b := (b1, b2, ..., bn) あるいは b := (bi|i =

1, 2, ..., n)と表す．ここで，添字集合 N := {1, 2, ..., n}を導入し，数列 bを添字集合 N から X へ

の写像とみなし，b : N → X と定義することもできる．添字集合が自然数でなく，一般の集合に

より与えられたものを族と呼ぶ．以降一般の添字集合 Λ := {λ1, λ2, ..., λn} について議論を行う．
族は写像であるが，通常添字を引数にとる b(λ) ではなく，bλ の形で表記される．例として，b が

x-y-z 軸上に定義される 3 次元変数であるとき，Λ = {x, y, z} を用いて，b = (bλ|λ ∈ Λ) または

b = (bx, by, bz)と表すことができる．族により多次元変数，系列等の順序関係を持つ変数の組を表

現することができる．

各添字 λ (∈ Λ) に対応する集合 Xλ があるとき，X := (Xλ|λ ∈ Λ) のような集合を要素に持

つ族を集合族と呼ぶ． ∀λ ∈ Λ, bλ ∈ Xλ を満たす族 b の全体からなる集合を，X の直積とよび，∏
λ∈Λ Xλ と表す．例として，3 次元 Euclid 空間の各軸を x, y, z とするとき，この空間に対する

添字集合は Λ = {x, y, z} と与えられ，集合族は X = (R,R,R) となる．このとき，X の直積は

R× R× Rであり，このような同じ集合からなる直積にたいしては，RΛ の表記が用いられる．

直積は写像の集合である．つまり，多次元空間は写像の集合であり，多次元空間の 1 点を表す

のに一つの写像が割り当てられる．もし，族 b の各要素が媒介変数 t ∈ R を引数に取るような
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b(t) = (bλ(t)|λ ∈ Λ)である場合，bは Rからの写像でもあるし，Λからの写像でもあるが，元とな

る集合の中で添字集合の方は通常省略され，b : R →
∏

λ∈Λ Xλ と表記される．この決まりを用い

て，先ほどの Euclid 空間中に時刻 tに依存した軌跡を描く写像 f(t)は f : R → R3 と表記される．

本来多次元変数を定義するためには各軸を識別する添字を定義しなければならないが，「D次元変

数 xは RD に属する (x ∈ RD)」というような表現をした場合，添字には 1, 2, ..., D のように自然

数を用いる慣習がある．しかしこの表記は用いる軸が概ね限定的である物理学の分野では誤解のな

いものであるが，情報科学の分野においては軸として様々な抽象的概念が考えられるため，添字集

合を定義した表記が有効な場面も多い．例えば 3.1節で扱う情報推薦の分野ではユーザの集合とア

イテムの集合，および対応する評価値行列が用いられるが，ユーザ集合とアイテム集合をそれぞれ

添字集合とし，その上に評価値行列が定義されるとすれば整数の添字を利用する必要はない．3.1節

ではこの表記を採用する．なお，添字集合 Λの上に定義された族 a = (ai| ∈ Λ) , b = (bi|i ∈ Λ)に

関し，a = bであることと ∀i ∈ Λ, ai = bi であることは同値である．

命題 P により定義される加算集合 A = {a|P (a)}があるとき，写像 f : A → Rの，Aの要素全

てについての和を
∑

P (a) f(a) と表す．多重積についても同様に
∏

P (a) f(a)と表す．この表記によ

り，i = 1, 2, 4, ..., 100の総和を
∑

i∈N∧i≤100∧i ̸=3 iなどと表すことができる．

順序が必要である多項演算の表現には族を用いる．添字集合 Λ 上に定義される 2 つの族 a, b に

ついて，λ ∈ Λ に対応する要素同士の積の和を
∑

λ∈Λ aλbλ と表記し，多重積についても同様に，∏
λ∈Λ aλbλ と表記する．

文献 [6]では，ある命題 pについて，[p]の表記は (p ⇒ [p] = 1) ∧ (¬p ⇒ [p] = 0)を満たすもの

とする記法を提案している．この記法は Kronecker Delta の一般形であり，例えば，x (∈ R)につ

いて，x = 0 においてのみ 1，それ以外で 0 を取る関数 f(x) を，f(x) = [x = 0] と表現できる．

[1 > 2] = 0, [0 ∈ R] = 1を満たすこともわかる．この記法は有用であり，本論文で用いる多くの条

件式を簡潔に表現することができる．本論文ではこの記法を用いるが，括弧だけによる表記では曖

昧となる場所があるため，文献 [27]と同様に，命題からの写像として式 (2.1)を満たすように定義

される δ : {T,F} → {0, 1}を用いる．これにより，Kronecker Delta は δij = δ (i = j)と定義する

ことができる．
(p ⇒ δ (p) = 1) ∧ (¬p ⇒ δ (p) = 0) (2.1)

順序を定義できる集合 Aに対して，以下の２つの規則を定義する．

• maxはmax(A) = {a ∈ A|∄b ∈ A, b > a}を満たす，Aの部分集合を返す関数とする．

• minは min(A) = {a ∈ A|∄b ∈ A, b < a}を満たす，Aの部分集合を返す関数とする．

また，Aとある集合 B に対し，写像 f : B → Aがあるとき，f の最小値をあたえる引数の集合

argminc∈C f(c), C ⊂ B を式 (2.2)により定義する．

argmin
c∈C

f(c) := f−1 (min {f (C)}) ∩ C (2.2)
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2.1.4 グラフ

与えられたグラフに対し，N を節点の集合，Epを辺の全体集合とし，
∪

e∈Ep
(nst(e), ned(e)) = N 2

を満たす２つの写像 nst : Ep → N，nst : Ep → N があるとき，ある辺 e (∈ Ep) に対して，
nst(e) を e の始点となる節点，ned(e) を e の終点となる節点と定義する．また，これらの逆写像

nst
−1 : N → Ep, ned

−1 : N → Ep が存在し，ある節点 n ∈ N に対し，nst
−1(n)は nを始点に持つ

辺の集合，ned
−1(n)は nを終点に持つ辺の集合を表す．E (⊂ Ep)は与えられたグラフに含まれる

辺の集合とする．

2.1.5 確率空間と確率変数

確率空間は標本空間，事象の集合，確率測度からなる [15]．標本空間を Ω としたとき，A ⊂ Ω で

ある Aを事象と呼ぶ．事象の集合を S = {A|A ⊂ Ω}としたとき，事象が発生する確率を与える関
数 P : 2Ω → [0, 1]の中で，式 (2.3)を満たすものを確率測度と呼び，(Ω , S,P)の 3組を確率空間と

呼ぶ．
[∀A,B ∈ S,A ∩B = ∅ ⇒ P(A ∪B) = P(A) + P(B)] ∧ P(Ω) = 1 (2.3)

標本空間 Ω からある集合 Ω ′
x への全射 x : Ω → Ω ′

x を確率変数と呼ぶ．確率変数の終集合 Ω ′
x を

状態集合，あるいは状態空間と呼ぶ．xを全射とすることで，xが取る任意の値 x (∈ Ω ′
x)について

元となる事象 x−1(x) (⊂ Ω)を定めることができ，x = xとなる確率を P (x−1)と表すことができ

る．また，これと等しい値を p(x = x)と表記し，このような pを慣習的に xの従う確率分布と呼

ぶ [18]．x (∈ Ω ′
x)のような確率変数の取る値は実現値と呼ばれる．確率変数に対して，確率空間の

定義から以下の性質が導かれる．

確率空間 (Ω , S,P)において，２つの確率変数 x : Ω → Ω ′
x, y : Ω → Ω ′

y と実現値 x ∈ Ω ′
x, y ∈ Ω ′

y

があるとき，同時確率 p(x = x,y = y)は式 (2.4)と書ける．

p(x = x,y = y) = P(x−1(x) ∩ y−1(y)) (2.4)

また，次の式 (2.5)が成り立つ.

x−1(x) = x−1(x) ∩ Ω

= x−1(x) ∩

 ∪
y∈Ω ′

y

y−1(y)


=
∪

y∈Ω ′
y

(
x−1(x) ∩ y−1(y)

)
(2.5)

写像の性質から，∀y, y′ ∈ Ω ′
y, y ̸= y′ ⇒ y−1(y) ∩ y−1(y′) = ∅ であり (付録 B.4)，式 (2.3)，

式 (2.4)，式 (2.5)を用いれば，式 (2.6)を導ける．これを確率変数 xの周辺分布と呼ぶ．

P
(
x−1(x)

)
=
∑
y∈Ω ′

y

P
(
x−1(x) ∩ y−1(y)

)
⇔ p (x = x) =

∑
y∈Ω ′

y

p (x = x,y = y) (2.6)
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y が独立に定まり，x はそれに対し従属的に定まる場合を考える．y が独立であることから，

式 (2.4)は式 (2.7)と表される．

p(x = x,y = y) = py(x = x)p(y)

= Py(x
−1(x))P(y−1(y)) (2.7)

ここで，右辺における xは元の確率空間とは異なる (Ω , S,Py)からなる確率空間の上に定義され

る確率変数となる．py，Py をそれぞれ，yを与えられたもとでの xの条件付き分布，確率測度と呼

び，確率測度は異なるが，慣習的に元の確率空間における確率測度と分布に用いたものと同じ記号

を用いて式 (2.8)のように表す．条件付きの記号 |があることから元の分布とは異なるものと判別で
きるため，この記法を用いても曖昧性は生じない．

py(x = x) = p(x = x|y = y)

=
p(x = x,y = y)

p(y = y)

= P
(
x−1(x)|y−1(y)

)
(2.8)

確率変数，確率分布，状態空間がわかれば，元の確率空間の構造もわかるため，確率空間が明示

的に扱われることは通常ない．また，確率変数だけを用いて，慣習的に同時分布は式 (2.9)の右辺，

条件付き分布は式 (2.10)の右辺のように表記される [18][38]．

p (x = x,y = y) = p (x,y) (2.9)

p (x = x|y = y) =
p (x,y)

p (y)
(2.10)

しかしながら，この表記法では確率変数に用いる記号で確率空間を識別することになり，単純な

モデルに対する適用を除いて実用的ではなく，近年の確率モデルの複雑化に対応できないと考えら

れる．曖昧な表記法を用いたとしても人が処理する上では対処可能な場合もあるが，数式処理シス

テム (Computer Algebra System)[74]を用いた解析においては弊害となりうる．

2.1.6 添字を用いた確率空間と確率変数の表記

複雑なモデルを構築する上で数学的表記法は重要であり，歴史的にも数多くの表記法が開発され

てきた．例えば Isaac Newton は微分の概念とその表記法 [5]，Albert Einstein はテンソル代数の

表記を簡便にするために縮約記法 (付録 A)を導入した [75]．用いられるモデルの発展に伴い，表記

法は今後も拡張，洗練されていくと考えられる．このような背景の中，2.1.5節で説明した現状用い

られている確率モデルを記述するための表記法は一般性のあるものとは言えず，実際に次に述べる

ような不便性，曖昧性を含んでおり，改善する必要があると考える．本節では，現在広く持ちいら

れている表記法の問題点を踏まえ，本論文で用いる確率変数の表記法について解説する．

2.1.6. A 既存文献における表記

既存文献の多くでは確率分布を引数に与えられる確率変数で区別する．この記法を用いるとき，

標本空間 Ω と状態空間 Ω ′
0 で定義される確率変数 x : Ω → Ω ′

0 と y : Ω → Ω ′
0 に対して式 (2.11)の
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命題は一般に成り立たない．
p(x = x) = p(y = x), ∀x ∈ Ω ′

0 (2.11)

式 (2.11)を成り立たせるためには x と y の元となる確率空間とそれぞれの写像としての性質が

等しいことを明示しておく必要がある．また，確率変数の取りうる状態についての総和を，例えば

確率変数 x については
∑

x のように表すことが行われるが，これについても確率変数が異なれば総

和の取り方も異なる．よって，x,y ∈ Ω ′ であるとき，写像 f : Ω ′ → Rに対して式 (2.12)は一般に

成り立たない． ∑
x

f(x) =
∑
y

f(y) (2.12)

式 (2.11)，式 (2.12)の制約から確率変数 x の分散 σ2 は式 (2.13)のように 2つの式に分けて書く

必要がある．ここで，x はスカラー変数であることを仮定している．

µ =
∑
x

xp (x)

σ2 =
∑
x

(x − µ)
2
p (x)

(2.13)

式 (2.13)を式 (2.14)のように別の記号 y を用いて入れ子状に表すには，y と x は独立同分布に

従うと断る必要がある．

σ2 =
∑
x

(
x −

∑
y

yp (y)

)2

p (x) (2.14)

条件付き分布 p(x|y)を同時分布 p(x,y)から求める場合にも同様の制約から式 (2.15)のように 2

つの式に分けて書く必要がある．条件付き分布の解析では分母分子で共通の引数を約分する操作が

頻繁に行われるため，この制約による数学的解析上の不利益は大きい．

p(y) =
∑
x

p(x,y)

p(x|y) = p(x,y)

p(y)

(2.15)

次に確率変数が多数存在する場合における問題点について考察する．このような確率変数はまと

めて多次元確率変数，その分布は多次元確率分布と呼ばれることもある．多次元確率変数は多くの

場合，1次元のものと同様に x と書かれ，この表記においてその次元数を判断することができない点

がまず問題として挙げられる．多次元確率分布を近似するために広く用いられる Gibbs Sampling

[44][64]では着目する確率変数の条件付き分布が必要になり，例えば i 番目の変数 xi の条件付き分

布が式 (2.16)のように書かれることが多い [4][24]．x−i は x から i番目の変数を除外した確率変数

を意味する．

p(x−i) =
∑
xi

p(x)

p(xi|x−i) =
p(x)

p(x−i)

(2.16)
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L1 L2 L3

Layer

図 2.1 確率分布の説明に用いる Boltzmann Machine (BM)

この表記法は集合論で一般に用いられる表記法 [16]に従っておらず，有用な集合論の諸法則を適

用することができない．例えば，集合論の記法において，直積を用いることで２つの多次元変数を

合わせてより高次の変数を構成することができるが，この記法においてその方法は自明でない．複

数の確率変数を合わせて扱うことは BM, Bayesian Network 等の階層型のモデルで行われ，これら

現在有用と考えられているモデルに対する解析が容易ではなくなっている．ここで例として，図 2.1

に示す 3層の BM に対する分布の定義を示す．文献 [38]ではこの BM を構成するユニットの状態

を示す分布を式 (2.17)により表している．

p(v,h1,h2) =
1

Zp
exp

(
−ϕ
(
v,h1,h2

))
(2.17)

ここで，v,h1,h2 はそれぞれ第 1層，第 2層，第 3層の状態を表す多次元確率変数であり，ϕは

エネルギー関数で式 (2.18)，Zp は分配関数で式 (2.19) により定義される．W1，W2 はそれぞれ

1-2層間，2-3層間をつなぐ辺の重み係数である．

ϕ
(
v,h1,h2

)
= −v⊺W1h1 − h1⊺W2h2 (2.18)

Zp =
∑
v

∑
h1

∑
h2

exp
(
−ϕ
(
v,h1,h2

))
(2.19)

この式で，各層ごとに確率変数が定義されており，また前述したとおりこの変数に別の記号を用

いることもできないため，条件付き分布は 1層目から順番に式 (2.20)，式 (2.21)，式 (2.22)とそれ

ぞれ定義される．

p(vi = 1|h1) = fσ

∑
j

W1
ijh

1
j

 (2.20)

p(h1
j = 1|v,h1) = fσ

(∑
i

W2
ijvi +

∑
m

W2
jmh2

m

)
(2.21)

p(h2
m = 1|h1) = fσ

∑
j

W1
jmh1

j

 (2.22)

この定式化では，式 (2.20)，式 (2.21)，式 (2.22) はほとんど同じ形をしているにもかかわらず，

分けて書かれており，冗長である．
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これに対し，文献 [12] による定式化では添字を利用している．層を構成する添字の集合を 1

層目から順番に Vx = {1, 2, 3, 4} ,Vy = {5, 6, 7} ,Vz = {8, 9, 10}，確率変数を 1 層目から順番に

x = {xi|i ∈ Vx} ,y = {xi|i ∈ Vy} , z = {xi|i ∈ Vz}と定義し，同時分布を式 (2.23)で表している．

また層全体の集合を用いた確率変数X = {xi|i ∈ Vx ∪ Vy ∪ Vz}を用いて式 (2.24)とも表している．

Zp は分配関数である．

p(x,y, z) =
1

Zp
exp (−ϕ (x,y, z)) (2.23)

p(X) = p(x,y, z) (2.24)

式 (2.24)では集合の演算を利用した汎用性の高い表現となっている．しかしながら，文献 [12]に

おいてもエネルギー関数は一貫して式 (2.25) のように各層の確率変数をそれぞれ用いて表記され

ている．θ はパラメータの集合，b (∈ R), w (∈ R2)はそれぞれバイアス，結合の重み係数である．

また，確率変数を記号で識別している点において他文献と変りなく，各確率変数の条件付き分布は

式 (2.15)と同様に 2段階に分けて表記されている．

ϕ (x,y, z, θ) = −
∑
i∈Vx

xibi −
∑
i∈Vy

yibi −
∑
i∈Vz

zibi −
∑
i∈Vx

∑
j∈Vy

wijxiyj −
∑
i∈Vy

∑
j∈Vz

wijyizj (2.25)

2.1.6. B 本論文における表記法

以上の表記上の問題に対し，本論文では確率空間と確率変数を添え字集合により識別する記法を

用いる．本記法において，添字集合 Λに対し，xΛ の表記は，xΛ が Λの上に定義される族であると

する．さらに，族の定義を拡張し，添字集合 Λで添字付けられた確率変数は，どのような記号を用

いても同一の確率空間 (ΩΛ, SΛ,PΛ)の標本空間 ΩΛ から状態空間 Ω ′
Λ への全射 FΛ : ΩΛ → Ω ′

Λ に

等しいとする．ただし，分布に用いられる記号が異なれば確率測度だけ異なるものとする．これに

より，確率変数 xΛ,yΛ について，式 (2.26)の命題が成り立つ．これは式 (2.11)に対応する．ただ

し，p = q の表記は，p, q に用いられる記号が等しいことを意味することに注意されたい．

(p = q) ⇒ p(xΛ = x) = q(yΛ = x), ∀x ∈ Ω ′
Λ (2.26)

多次元確率変数に対して添字を用いることは一般に行われており [12][38]，各要素ではなく全体を

指定するときに集合を添え字に与えたとしても表記上の負担は増えない．また，この記法の利点の

一つとして，確率変数の次元は添字集合の大きさに等しいため，自明となることが挙げられる．さ

らに，同じ添字を持つ確率変数同士の状態空間は等しいため，式 (2.12)に対応する式 (2.27)が，本

記法では成り立つ． ∑
xΛ

f(xΛ) =
∑
yΛ

f(yΛ) (2.27)

部分集合M (∈ Λ) もまた適切な確率空間と確率変数を定義するとすれば，xM の xΛ\M で条件

付けられた分布は式 (2.28) と表すことができ，式 (2.13) のように式を２つに分ける必要はない．

付録 B.3等の例に示すとおり，この表記を用いることで，条件付き分布を求めるときに，分母と分

子で約分される因数を調べることが容易になる．

p(xM |xΛ\M ) =
p(xΛ)∑

yM
p
(
yM ,xΛ\M

) (2.28)
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本記法により Boltzmann 分布を表記すれば式 (2.29)と書ける．

p(xΛ) =
1

Zp
exp (−ϕ (xΛ)) (2.29)

本記法では，添字により確率変数を定義するとしているため，パラメータの添字に対し確率変数へ

用いたものと同じものは用いることができない．したがって，本論文における BM の定式化には，

重み係数に対する添字に辺の集合 E の要素，バイアスの添字に節点集合 N の要素を用いることと
する．確率変数の添字と対応付けるために，写像 d : Λ → N , c : Λ2 → E , ∀i, j ∈ Λ, c(i, j) = c(j, i)

をそれぞれ定義する．図 2.1の例では，各層の添字集合は V1 := {1, 2, 3, 4} ,V2 := {5, 6, 7} ,V3 :=

{8, 9, 10} ,V4 := ∅となり，式 (2.25)に対応するエネルギー関数は式 (2.30)と書ける．

ϕ (xΛ) = −
3∑

k=1

∑
i∈Vk

xibd(i) +
∑

j∈Vk+1

xiwc(i,j)xj

 (2.30)

xi = 1, i ∈ Vk の xΛ\{i} で条件つけられた分布は式 (2.31)と書ける (付録 B.3)．

p(xi = 1|xΛ\{i}) = fσ

 ∑
j∈V (i)

wc(i,j)xj

 (2.31)

ただし，V (i)は i番目の要素に結合を持つ要素の集合であり，ここでの例では V (i) = Vk−1∪Vk+1

を満たす．式 (2.20)，式 (2.21),式 (2.22)による表記と異なり，本記法において式 (2.31)はどのよ

うなネットワーク構造を持つ BM においても同様に書ける．

2.2 標本抽出法 (Sampling Method)

標本抽出法は確率分布から標本を得る手法であり，得られた標本を用いて各種統計量を近似する

ことができる．本手法にはいくつかの分類があり，精度の高さで降順，汎用性の高さで昇順とすれ

ば，累積分布関数を用いた抽出法，近似分布を用いた棄却抽出法，Markov 連鎖を用いた抽出法が

ある [24]． Markov Chain Monte Carlo (MCMC)法 [7] は定常な分布が系列から生成されるとモ

デル化し，反復により元の定常分布を近似する手法である．

定常な分布 p (xΛ)があるとする．Λは確率空間と確率変数を定義する添字集合である．これを系

列分布で近似するため，系列の適当な長さN (∈ N)と系列に対する添字集合 Λ(1),Λ(2), ...,Λ(N)を

用意し，式 (2.32)で与えられる分布を考える．だたし，すべての確率変数 xΛ(1),xΛ(2), ...,xΛ(N)の状

態空間については，∀i ∈ {1, 2, ..., N} ,Ω ′
Λ(i) = Ω ′

Λであるとし，系列全体への添字をR =
∪N

i=1 Λ(i)

とする．

p (xR) = p
(
xΛ(1)

) N∏
i=2

p
(
xΛ(i)|xΛ(i−1)

)
(2.32)

l, k ∈ {1, 2, . . . , N}に対して，R(l, k) =
∪

l>i≥k Λ(i)としたとき，式 (2.32)から得られる条件付

き分布 p
(
xΛ(n)|xR(n,1)

)
は式 (2.33)を満たす ．

p
(
xΛ(n)|xR(n,1)

)
= p

(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
, n = 2, 3, ..., N (2.33)
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このようなある要素が一つ前の要素にのみ依存する系列分布を 1 次 Markov 連鎖と呼ぶ．

p
(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
のことを遷移確率分布とも呼ぶ．この Markov 連鎖から得られるそれぞれの確

率変数が元の分布 p (xΛ)に従うように遷移確率分布を選ぶ必要がある．ここで，式 (2.34)が成り立

つ場合を考える．

p
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
p (yΛ) = p

(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
p (xΛ) , ∀xΛ,yΛ (2.34)

このとき，周辺分布 p
(
xΛ(n)

)
は式 (2.34)の結果から元の分布 p (xΛ)に従うことがわかる．

p
(
xΛ(n) = xΛ

)
=
∑
yΛ

p
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
p (yΛ)

= p (xΛ)
∑
yΛ

p
(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
= p (xΛ)

(2.35)

式 (2.34)は詳細釣り合い条件と呼ばれる．この条件を満たすことが，遷移確率分布が元の分布を

近似するための必要条件であり，その中でも近似の効率が良いものが選ばれる．式 (2.34) に加え，

遷移確率分布が式 (2.36)で示される全ての状態への変更可能性 (全探索性) を満たすとき，系列は

元の分布を近似する．
∀x, y ∈ Ω ′

Λ, ∃j, p
(
xΛ(j) = y|xΛ(1) = x

)
̸= 0 (2.36)

系列が元の分布を近似する性質は，Ergodic 性と呼ばれる [34]．文献 [7]は式 (2.37)により詳細

釣り合い条件を満たす遷移確率分布を提案している．

p
(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
=

1

Zp

(
xΛ(n−1)

)AM

(
xΛ(n),xΛ(n−1)

)
q
(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
(2.37)

AM は Metropolis基準と呼ばれており [24]，式 (2.38)で定義される．

AM(xΛ,yΛ) = min

{
1,

p (xΛ)

p (yΛ)

}
(2.38)

Zp : Ω ′
Λ → Rは正規化関数であり，ここでは式 (2.39)により与えられる．

Zp (yΛ) =
∑
xΛ

AM (xΛ,yΛ) q
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
(2.39)

q
(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
は提案分布であり，式 (2.40)に示す対称性の条件と，全探索性を満たすものと

する．
q
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
= q

(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
, ∀xΛ,yΛ (2.40)

式 (2.38)，式 (2.40)により定まる式 (2.37)は詳細釣り合い条件を満たす (付録 B.1)．Metropolis

の基準 AM と対称な提案分布により任意の分布を近似することができる．AM により標本が棄却

される可能性があることで，どのような提案分布を用いたとしても詳細釣り合い条件が成り立つこ

とが保証され，式 (2.35) で示した周辺分布は元の分布に従う．しかしながら，実計算においては

式 (2.35)を近似的に計算できる資源が限られているため，棄却率が高くなる提案分布を用いること

はできず，元の分布に適したものを用いる必要がある．
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対称でない提案分布を用いた場合でも詳細釣り合い条件を満たすものとして，式 (2.41) によ

り AM を与え，遷移確率分布を定義する Metropolis Hastings 法が提案されている [73]．ただし，

∀xΛ(n),xΛ(n−1), q
(
xΛ(n)|xΛ(n−1)

)
̸= 0であるとする．

AM (xΛ,yΛ) = min

{
1,

p (xΛ) q
(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
p (yΛ) q

(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)} (2.41)

Gibbs Sampling は式 (2.41)の AM と式 (2.42)により定義される提案分布により遷移確率分布を

定義する [24]．

q
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
=
∑
Gg

δ
(
xΛ\Gg

= yΛ\Gg

)
p
(
xGg |xΛ\Gg

)
p(Gg) (2.42)

ここで，Gg は添字 g の上に定義される Λの部分集合を要素にもつ確率変数であり，その状態集

合は
∪

G∈Ω ′
g
G = Λを満たす．

Gibbs Sampling において，AM を以下のように表し変形することが可能であり，棄却率は 0にな

ることがわかる．

AM (xΛ,yΛ) = min

{
1,

p (xΛ)
∑

Gg
δ
(
yΛ\Gg

= xΛ\Gg

)
p
(
yGg |yΛ\Gg

)
p(Gg)

p (yΛ)
∑

Gg
δ
(
xΛ\Gg

= yΛ\Gg

)
p
(
xGg |xΛ\Gg

)
p(Gg)

}
ここで，p (zΛ) = p

(
zGg |zΛ\Gg

)
p
(
zΛ\Gg

)
の関係があり，また，任意の集合Aと関数 f : A → R

に対して，∀x, y ∈ A, f (x) δ (x = y) = f (y) δ (y = x)が成り立つため，上式は式 (2.43)と書ける．

AM (xΛ,yΛ) = min

{
1,

∑
Gg

p
(
xGg |xΛ\Gg

)
p
(
xΛ\Gg

)
δ
(
yΛ\Gg

= xΛ\Gg

)
p
(
yGg |yΛ\Gg

)
p(Gg)∑

Gg
p
(
yGg |yΛ\Gg

)
p
(
yΛ\Gg

)
δ
(
xΛ\Gg

= yΛ\Gg

)
p
(
xGg |xΛ\Gg

)
p(Gg)

}
= 1 (2.43)

この結果から，Gibbs Sampling における遷移確率分布は式 (2.42)の q に等しく，また，q は詳

細釣り合い条件を満たすことがわかる．状態空間 Ω ′
g の選択には任意性があるが，標本抽出を容易

にするために通常は独立集合系が選ばれる．独立集合系のうち最も単純なものに Ω ′
g = {{i} |i ∈ Λ}

とする方法があり，Boltzmann Machine (BM) の分布を近似する手法としてよく用いられる [37]．

Restricted Boltzmann Machine 等のモデルには Ω ′
g の要素として大きな独立集合を与えることが

でき，並列化効率を高めた実装が可能である [38][57]．

Gibbs Sampling は棄却率が 0となるため，標本化の効率は高く，提案分布を構築することが難

しい場合にも用いることができる．しかしながら，Ω ′
g および p (Gg)の設定によっては，得られた

提案分布が同じ状態を保つ確率が高いものとなる場合に，棄却率が 0となる利点が失われる場面も

あり，特に，4章で扱う観光経路推薦問題において Ω ′
g, p (Gg)の設定が標本抽出効率に大きな影響

を及ぼす．

2.3 Boltzmann 分布

2.3.1 定義

Boltzmann分布は分子のミクロな状態を記述するために導入された．粒子を識別するための添字

集合を Λとし，状態を表す確率変数を xΛ，系の温度を T，Boltzmann 定数を kとして，Boltzmann
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分布は式 (2.44)により定義される．

p(xΛ) =
1

Zp
exp

(
− 1

Tk
ϕ (xΛ)

)
(2.44)

ϕ (xΛ) はエネルギー関数であり，添字集合 Λ を位置に対するもの M と運動量に対するもの

Λ \M に分割するならば，系に存在する保存力 E(xM )と粒子の運動エネルギーK(xΛ\M )により，

式 (2.45)と表すことができる．

ϕ (xΛ) = E (xM ) +K
(
xΛ\M

)
(2.45)

最適化問題や生成モデルへの応用においては，位置変数のみを考慮する．しかしながら，状態変数

が実数値を取る確率変数である場合には，運動量変数を考慮することで高速な標本抽出法 (Hybrid

Monte Carlo 法)を構築できることが示されている [23]．

2.3.2 焼きなまし法

式 (2.44)の Boltzmann 分布はエネルギー関数 ϕ (xΛ)の値が小さいほど，その状態を取る確率が

高くなる．温度が小さくなるほどこの傾向は強くなり，ϕ (xΛ) の最低値を与える xΛ の集合を Ω∗
Λ

としたとき，温度 T → 0 の極限で式 (2.44)は式 (2.46)に収束する．

p (xΛ) =
1

|Ω∗
Λ|

δ (xΛ ∈ Ω∗
Λ) (2.46)

式 (2.46)を用いて最適解を抽出することはできないため，MCMC法を用いながら温度 T を徐々

に下げ，この極限分布を近似する．温度を時刻 t (∈ R)に対する関数 T (t)とし，式 (2.47)に従い温

度を低下させていけば最適解が得られることが示されている [42]．TH は初期温度である．

T (t) =
TH

ln(t+ e)
, t ∈ [0,∞) (2.47)

しかしながら式 (2.47)を用いた場合，温度 T が 0へ近づくまでにあまりにも多くの標本抽出が必

要となり，現実的ではない．

線形に温度を減少させる式 (2.47)はたびたび用いられるが [45]，この温度関数では終了時間が定

まっており，温度設定が最適なものからずれていて，解の収束性が十分でなくなるような設定の場

合に，追加で計算を続ける等の処理ができないという欠点がある．

T (t) = (TL − TH) t+ TH, t ∈
[
0,

TH

TH − TL

)
(2.48)

これに対し，式 (2.47)は終了予定時刻を過ぎたあとも計算を継続することができ，式 (2.48)より

も多くの設定で良い解を与える [41][42]ことから広く用いられている．本論文における提案手法で

は式 (2.49)を基本とした温度関数を用いる．この式において T (1) = TL となるように定式化されて

おり，t = 0を計算開始時刻，t = 1をおおよその計算終了時刻として用いることが可能である．

T (t) = TH exp

(
−t ln

(
TH

TL

))
, t ∈ [0,∞) (2.49)
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上記以外にも，異なる温度を持つ状態を多数用意し，それらの間に相互作用を定義して焼きなま

し法を構築する手法が提案されており，高い最適化性能を実現している [45]．また，同様に多数の

状態を用いる手法として量子焼きなましが提案されており [43]，近年注目を集めている．

ϕ (xΛ)を式 (2.50)のように設定することで，任意の分布 q (xΛ)の最大確率を与える状態を得る

ために SAを適用することができる．

ϕ (xΛ) = − ln q (xΛ) (2.50)

2.3.3 焼きなまし法における発見的手法の定式化

最適化問題とはある制約のもと与えられた目的関数を最小化する問題であり，関連する手法とし

て数理計画法，線形計画法がある． 目的関数が連続変数からなる場合に使える手法として，Newton

Raphson 法は古くから知られその性能も高いが，極値や変曲点が多い関数においては局所最適解へ

収束しやすい問題点がある [17]．また， Newton Raphson 法では目的関数の微分値が求められる必

要があり，状態変数が離散的であるものには対応できない．焼きなまし法は離散変数からなる問題

に対しても適用可能な手法である．

変数が属する状態空間を Sp とし，目的関数 ϕ : S → Rを最小化することを考える．ここで，説明
変数の取りうる状態のうち，問題の制約を満たす状態空間を S (∈ Sp)とする．ある状態 a (∈ S)か

ら別の状態への変化を与える操作を f : S → 2S とする．f(a) ⊂ S であり，この集合から選ばれた

b (∈ f(a))もまた S に属する．山登り法では B
(
= argminx∈f(a) ϕ (x)

)
の中から，適当に b(∈ B)

を選び a = bとして状態を更新する．事前に定めた回数この手続きを行うか，B = ∅となった場合
に bを解候補とする．

これに対し，焼きなまし法による実装では，上述した f による状態変化を遷移確率分布により表

し，状態空間を探索する．文献 [41]で提案された手法に対応する提案分布は，f を用いて式 (2.51)

で与えられる．

q
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
=

1

|f (yΛ)|
∑

x∈f(yΛ)

δ (x = xΛ) (2.51)

∀xΛ,yΛ ∈ S,xΛ ∈ f (yΛ) ⇔ yΛ ∈ f (xΛ) ならば式 (2.51) で与えられる提案分布は対称とな

り，これに対し Metropolis 基準を適用した遷移確率分布は式 (2.35)の詳細釣り合い条件を満たす．

提案分布は全探索性を満たす必要があるため，状態変化が方向付けられることが一般的な，Tree

Search [32][35] にこの定式化をそのまま適用することはできない．p には 2.3.2節で説明したとお

り，目的関数をエネルギー関数とした Boltzmann 分布を用いる．式 (2.51)の提案分布は目的関数

を増加させる方向にも状態を変更させうるものであり，温度 T が大きければ，棄却率は 0へ近づき，

どの状態変化の発生頻度も互いに近くなる．これにより山登り法で問題となる，局所最適解への収

束を高い温度において防ぐことができる．

式 (2.51)の定式化では，探索範囲が山登り法に用いられていたものと同様であり，焼きなまし法

に適したものとなっていない．これに対し，4.1節では適切な提案分布を設計することで，焼きなま

し法を効率よく動作させる手法を提案する．
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2.3.4 Boltzmann Machine

本来の Boltzmann 分布は物質を構成する粒子の状態を記述したものであり，そのエネルギー関

数は物理的背景により定められている．これに対し，Boltzman Machine (BM) では，式 (2.52) の

形に制限されたエネルギー関数の中から，与えられた分布に合うものを学習により求めて用いる．

ϕ (xΛ) = −
∑

(i,j)∈E

xiwc(i,j)xj −
∑
i∈Λ

xibd(i) (2.52)

パラメータ wc(i,j) を学習するとき，温度 T と Boltzmann 定数 k は wc(i,j) = Tkw′
c(i,j) などとお

けることから学習中に wc(i,j) へ吸収されてしまうため，これらを 1とした式 (2.53)の Boltzmann

分布を通常用いる．

p (xΛ) =
1

Zp
exp (−ϕ (xΛ)) (2.53)

観測可能な要素の集合 xM に対する学習データの経験分布 q(xM ) を p (xΛ)で近似することを考

える．近似度合いを図る尺度として，相対情報量 [8] と Expectation-Maximization (EM) 法 [22]

における完全データ対数尤度関数を用いるものがあり，それぞれ 式 (2.54)，式 (2.55) と定義され

る．EM 法では完全データの経験分布を q(xΛ) = q(xM )p
(
xΛ\M

)
と近似する．l(θ)は相対情報量

であり，θ はパラメータの集合である．

l (θ) = −
∑
xM

q(xM ) ln

∑
xΛ\M

p (xΛ)

 (2.54)

l (θ) = −
∑
xΛ

q(xM )p
(
xΛ\M |xM

)
ln p (xΛ) (2.55)

BM の学習には勾配降下法が広く用いられ，l の微分値は式 (2.56) により与えられる

[2][37][38](付録 B.2)．この結果は EM 法，相対情報量の微分どちらを用いても同じである．

∂l

∂u
=
∑
xΛ

{
∂ϕ (xΛ)

∂u
q(xM )p

(
xΛ\M

)
− ∂ϕ (xΛ)

∂u
p (xΛ)

}
(2.56)

式 (2.56)において u = wc(i,j) とすれば重み係数についての勾配，u = bd(i) とすればバイアスに

ついての勾配が得られる．式 (2.57)は u = wc(i,j) を代入した結果である．

∂l

∂wc(i,j)
= −

∑
xΛ

{
xixjq(xM )p

(
xΛ\M

)
− xixjp (xΛ)

}
(2.57)

この勾配を用いてパラメータを式 (2.58) に従い更新する．ここで，t は学習の進捗度であり，

ϵ (t)∆t は学習係数であり，0.001程度の値が用いられる [13]．

u (t+∆t) = u (t) + ϵ (t)∆t

{
− ∂l

∂u

}
(2.58)

勾配降下法による学習方法の妥当性については依然として検証が十分ではないが，多くの文献で

実用的な学習が行えるものとして用いられている [13]．
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パラメータが多い場合に過学習 [13] の発生を抑制するために，式 (2.58) の学習則に罰則項を与

えた式 (2.59)が広く持ちいられている．αdec は減衰係数であり，0.001程度の値がよく用いられる

[60]．

u (t+∆t) = u (t) + ϵ (t)∆t

{
− ∂l

∂u
− αdecu (t)

}
(2.59)

また，パラメータ空間における探索効率をよくすることを目的に慣性項を付加した式 (2.60)の学

習則もよく用いられる．αmom は慣性項係数であり，0.9程度の値とすることが多い [13]．

u (t+∆t) = u (t) + ϵ (t)∆t

{
− ∂l

∂u
− αdecu (t)

}
+ αmom {u (t)− u (t−∆t)} (2.60)

2.4 評価実験で用いる計算環境

擬似乱数の生成には Mersenne Twister [54] を用いている．Mersenne Twister の初期化には

python version 3.5.2 (2018 年現在)*1 から利用できるハードウェア乱数を用い，Recall[27] 等は

Leave One Out 法 [18]による平均値を表示している．計算速度の実行時間 [s]による評価は，プロ

グラムを C++ 14*2 により書き，Ubuntu 16.04.5*3上において，GNU Compiler tool set, g++

version 5.4.0*4 により最適化オプション -O3 を付加してコンパイルし，同 OS 上で実行した結果

に基づく．個々の実験はすべて単一スレッドにより実行されている．CPU には Ryzen Thread

Ripper 1920X*5 を用いている．

計算の精度に関わる事柄について，3章の実験には単精度浮動小数点数，4章の実験には倍精度浮

動小数点数を用いている [3]．

*1 https://www.python.org/
*2 https://isocpp.org/
*3 https://www.ubuntu.com/
*4 https://www.gnu.org/software/gcc/
*5 https://www.amd.com/en/products/cpu/amd-ryzen-threadripper-1920x



表 3.1 3章で用いる記号の表

記号 定義 意味

U ユーザの集合

P アイテムの集合

r ∈ RU×P 評価値行列

r̂ ∈ RU×P 予測評価値

Psub U → 2P ユーザが評価したアイテム集合

csim U2 → R ユーザ間の相関係数

Dlatent ∈ N 潜在因子の次元数

Nbase ∈ N 基底ベクトルの数，式 (3.18)

Ω
′(data)
M ∈ 2Ω

′
M 訓練データ集合

Ω
′(t)
M t ∈ R 7→ x ⊂ Ω ′

M 時刻 tにおける Batch 集合

αspa ∈ [0,∞) スパース正則化係数

K ∈ N BMの層数

Tk ∈ (0,∞) BMの第 k(∈ {1, 2, . . . ,K})層の温度
Vk ⊂ Λ BMの第 k(∈ {1, 2, . . . ,K})層の変数に対する添字集合
ϕk Ω ′

Λ → R BMの第 k(∈ {1, 2, . . . ,K})層のエネルギー関数
ϕi,k Ω ′

Λ → R BMの第 k(∈ {1, 2, . . . ,K})層のユニットから添字 i(∈ Λ)

で識別されるユニットへの情報の流れ
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第 3章

Boltzmann Machineに対する焼きなまし
法の適用

3.1 Boltzmann Machine を用いた潜在因子推定

3.1.1 はじめに

本節では Restricted Botzmann Machine (RBM) [60] を用いて評価値行列から抽出された潜在因

子を調査した結果に基づき，事後分布推定における Boltzmann Machine (BM) の特性について考

察する．ユーザ (利用者: user)を行に，アイテム (商品: item)を列とし，各要素がユーザのアイテ

ムに対する評価値を表しているものを評価値行列と呼ぶ．この評価値行列にはユーザが評価してい

ないアイテムについて未知の要素があり，すでに得られている評価値行列中の値を用いて未知の要

素の値を推測する技術は総称して協調フィルタリング (CF: Collaborative Filtering) と呼ばれる．

CFはアイテムの内容に関する情報を必要とせずとも比較的高い評価値の推定精度を持つことから，

多くの推薦システムで用いられている．協調フィルタリングを実現する手法のうち，もっとも古く

に提案され，現在でもベースラインや各種拡張手法のベースとして用いられている手法に k-最近傍

法がある [58]．しかしながら，この手法では近傍ユーザとの相関係数を用いた予測評価値の計算量

が多いことが問題点として挙げられている．近年，この評価値行列を低次元の行列の積に分解する

Matrix Factorization (行列分解法) [59] [65] が注目を集めている．行列分解法では分解することに

時間はかかるが，ユーザ毎に推薦を行う段階では低次元のベクトル同士の内積を計算すれば良いの

で，実際の運用に向いている．また行列分解法は高い推定精度を持ち，内容ベース (content-base)

推薦との相性も良いため，多くの派生手法が研究されている [61]．

行列分解法に属する手法には Singular Value Decomposition (SVD)，Probabilistic Matrix

Factorization (PMF) [62]等の他，RBM を用いた手法も提案されている [57]．RBMはグラフィカ

ルモデル (Graphical Model) [21]としては SVD，PMF と同様潜在因子と観測因子からなる 2階層

の構造を持つが，SVD，PMF が潜在因子から観測因子への有効グラフ (Graph) であるのに対し，

RBM は無向グラフである．文献 [57] では RBM の可視層を Soft-max 関数とし，この関数が出力

するクラス (Class) が評価値に対応するとしている．この RBM をユーザの数だけ用意し，アイテ

ムの潜在因子は RBM の隠れ層と可視層をつなぐ辺の重みであるとし，それらをすべてのユーザ間
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で共有することで協調フィルタリングの効果を期待している．評価実験においてこの手法は SVD

を用いた推薦手法を多少上回る結果を示したが，その差は小さい．また，その結果に対する数学的

な議論は与えられていない．

本調査ではまず，RBM を用いた行列分解法の別の定式化を提案する．提案する定式化ではシス

テム全体に一つの RBMを割り当てる．また，先行研究 [57] ではアイテムの潜在因子が重みに割り

当てられ，他の Neural Network から得られる特徴量は通常の重みではなくニューロン (グラフにお

ける節点)の状態として出力されるため，内容ベース推薦手法との互換性が悪いと考える．そこで，

本節で提案する定式化では，アイテムの潜在因子を RBM の隠れ層に割り当て，ユーザの潜在因子

は辺の重みに割り当てる．さらに，可視層に Bernoulli Unit を用い，評価値はその状態の期待値と

して表現されるとモデル化する．本定式化において抽出されたアイテムの潜在因子は，人工データ

を作成した潜在因子をある条件において完全に復元することを評価実験により示す．また，出力さ

れる期待値の確率的挙動についても議論し，事後分布推定における BM の特性について議論する．

本節で用いる主要な記号を表 3.1に記載する．

3.1.2 協調フィルタリング

本節において，U をユーザの集合，P をアイテムの集合，r := (rup ∈ R|u ∈ U, p ∈ P )を評価値

行列とする．また，ユーザ u (∈ U)が評価したアイテム集合を Psub(u) (⊂ P )と表す．

前述の通り，協調フィルタリングの目的は，評価値行列から未評価項目の評価値を推測すること

である．ユーザ uのアイテム pに対する評価値を推定するとき，k-最近傍法ではまず，pに対する

評価値を持ち，uと嗜好の近い k人のユーザ tを相関係数 csim (u, t)の高い順から選ぶ．相関係数と

して，ここではよく用いられる式 (3.1)の Pearson 相関係数により csim (u, t)を与える例を示す．

csim (u, t) =

∑
l∈Psub(u)∩Psub(t)

(
rul − r

′

u

)(
rtl − r

′

t

)
ϵ+

√∑
l∈Psub(u)∩Psub(t)

(
rul − r

′
u

)√∑
l∈Psub(u)∩Psub(t))

(
rtl − r

′
t

) (3.1)

r
′

u =
1

|Psub(u) ∩ Psub(t)|
∑

l∈Psub(u)∩Psub(t)

rul (3.2)

r
′

t =
1

|Psub(u) ∩ Psub(t)|
∑

l∈Psub(u)∩Psub(t)

rtl (3.3)

ϵはゼロ除算を防ぐための微小な定数である．

ここで，ユーザ u に対して，相関係数 csim の値が降順となるよう並べられたユーザの列 tu を

式 (3.4)で定義する．

tu := (tui ∈ U |i = 1, 2, ..., |U |, ∀j = {i+ 1, i+ 2, . . . , |U |} , csim (u, tui) ≥ csim (u, tuj)) (3.4)

このとき，予測評価値 r̂up は式 (3.5)により算出される．

r̂up = ru +

∑k
j=1 csim (u, tuj)

(
rtujp − rtuj

)∑k
j=1 csim (u, tuj)

(3.5)
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rx =
1

|Psub(x)|
∑

l∈Psub(x)

rxl, x ∈ U (3.6)

同様の問題に対し，Singular Value Decomposition (SVD) は式 (3.7) で与えられる目的関数 f

を最小化する r̂up を予測評価値として用いる．h := (hpk ∈ R|p ∈ P, k = 1, 2, . . . , Dlatent) はアイ

テムの潜在因子，w := (wuk ∈ R|u ∈ U, k = 1, 2, . . . , Dlatent)はユーザの潜在因子である．

f =
1

2

∑
u∈U

∑
p∈P

{
δ (p ∈ Psub (u)) (r̂up − rup)

2
+ αdec

Dlatent∑
k=1

(
h2
pk + w2

uk

)}
(3.7)

ここで，δ は一般化 Kronecker Delta であり，r̂up は式 (3.8)により定義される．

r̂up =

Dlatent∑
k=1

hpkwuk (3.8)

Probabilistic Matrix Factorization (PMF) は最大事後確率推定 (Maximizing Posterior Prob-

ability Estimation) [18] により潜在因子を求める．最大事後確率を求めるために，文献 [62] では

事後確率の対数を目的関数としたものを最大化する手法を用いている．r := (rup|u ∈ U, p ∈ P )，

h := (hpk|p ∈ P, k = 1, 2, ..., Dlatent)，w := (wuk|u ∈ U, k = 1, 2, ..., Dlatent) をそれぞれ評価値行

列，アイテムの隠れ因子，ユーザの隠れ因子の確率変数，r̂up を r̂up の確率変数とする．rup, hpk,

wuk がそれぞれ平均 r̂up，分散 σ2，平均 0，分散 σH，平均 0，分散 σW の正規分布に従うとし，文

献 [62]では目的関数を式 (3.9)により与えている．

ln p (h,w|r) = −1

2

∑
u∈U

∑
p∈P

{
δ (p ∈ Psub (u)) (r̂up − rup)

2
+

Dlatent∑
k=1

(
σ2

σ2
H

h2
pk +

σ2

σ2
W

w2
uk

)}
(3.9)

評価値行列の事後分布は式 (3.10)により与えられる．

p (rup|h,w) =
1√
2πσ2

exp

(
− (rup − r̂up)

2

2σ2

)
(3.10)

PMFを拡張し，MCMC 法を用いて最大事後確率推定を行うことで，より高い精度の推薦を可能

とする手法も提案されている [63]．

文献 [57]ではユーザごとに RBM を割り当て，RBM 間で重みを共有することにより協調フィル

タリングを実現する手法が提案されている．評価値は RBM の可視層に割り当てられた Soft max

ユニットによる離散値として表現され，5段階の評価値にそれぞれ対応した５つのユニットを持つ

可視層が用いられている．この定式化では隠れ層の状態はユーザの潜在因子を表し，辺の重みがア

イテムの潜在因子を表現している．図 3.1(1) に文献 [57] による評価値行列に対する RBM の適用

法を示す．この図において評価値行列の欠損値 (ユーザ (行)が評価していないアイテム (列)となる

項)を灰色で表現してある．

3.1.3 本調査における定式化

本調査ではアイテムの潜在因子に隠れユニットを割り当てる．図 3.1(2) に提案する RBM の適

用法を示す．多数の RBM を用意する代わりに，本調査では評価値を与えるアイテムを識別する，
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p1, p2, ..., p|P | と記された識別子ユニットを隠れ層に接続している．各アイテムに対応したあるアイ

テムについての評価値を考えるとき，そのアイテムに対応する識別子ユニットのみが 1 の状態を取

り，それ以外はすべて 0 の状態を取る．この定式化では，識別子ユニットに繋がれた重みを通じて，

隠れ層に現れるアイテムの潜在因子の状態が定められる．文献 [57]の定式化では，辺の重みに対し

てアイテムの潜在因子が割り当てられるため，Neural Networks 等他のグラフィカルモデルとの複

合モデルを構築する際に，辺に対して外部モデルのユニットからの特徴量入力が行われるという一

貫性のない定式化となる．これに対し，本定式化は他のグラフィカルモデルと組み合わせる定式化

を，グラフの構造を単純に拡張することで行えるという利点を持つ．図 3.2に複合モデルの構成例

を示す．

文献 [57]では評価値の表現を分類問題として扱っていたが，そのような定式化では数値間にある

相関を捉えることができないため，本調査では評価値を Bernoulli ユニット (状態は {0, 1}) の取
る期待値として表現する．これにより，数値間に相関を持つ連続値を再現するように定式化される

SVDと妥当な比較が可能となる．

RBM の状態を示す確率変数を添字集合 Λ を用いて表す．Λ = M ∪ {1, 2, ..., Dlatent}，可視ユ
ニット (ユーザの評価値を表現)の添字集合をM (|M | = |U |)，隠れユニットの添字集合を Λ \M
とし，アイテム p (∈ P )に対する経験分布 q (xM )を式 (3.11)で与える．ただし，rup ∈ (0, 1)であ

り，m : M → U は添字集合M からユーザ集合 U への全単射である．

q (xM ) =
∏
i∈M

rxi

m(i)p

(
1− rm(i)p

)1−xi
(3.11)

RBMの学習には，2.3.4節で説明した勾配降下法に基づき，パラメータ wc(i,k), i ∈ M,k ∈ Λ \M
の更新式を，式 (2.58)を拡張した式 (3.12)により与える．l : θ → Rは尤度関数であり，θ はパラ

メータの集合である．

wc(i,k) (t+∆t) = wc(i,k) (t) + ∆tϵ (t)

(
∂l(θ)

∂wc(i,k)
+ fs − αdecwc(i,k) (t)

)
+ αmom

(
wc(i,k) (t)− wc(i,k) (t−∆t)

)
(3.12)

ここで，αmom は慣性項係数である．また，fs はスパース正則化項であり [60]，式 (3.13)により

定義される．
fs = αspa {ρ (1− E [xk])− (1− ρ)E [xk]}E [xu] (3.13)

スパース正則化は，目標活性化率 ρと k (∈ Λ \M)番目隠れユニットの平均活性化率 E [xk]の間

の Kullback-Leibler 情報量を対数尤度関数に罰則として加算し，活性化率 (期待値)を ρに近づけ

るものである．この正則化により，隠れ層の取る状態を制御することができる．αspa はスパース正

則化係数であり，この係数に小さな値を設定することで，隠れ層が疎な状態を取るように学習を行

うことができる．

E [xk]は，Pulse Density Modulation (PDM) [72] により近似することができる [13]．学習時刻

t における期待値を E [xk] (t) とし，全時刻における期待値 E [xk] =
∫ 1

0
E [xk] (t)dt は式 (3.14) に

より与えられる Ik(t)を用いて近似する．τ は時定数であり，E [xk]の近似に主として影響を及ぼす
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(1) (2)

図 3.1 評価値行列に対する RBM の適用法．(1):先行研究 [57]，(2):本調査における定式化

E [xk] (t)が含まれる tの区間は，この値に比例した長さとなる．

τ
dIk(t)

dt
= −Ik(t) + E [xk] (t) (3.14)

式 (3.14)を Euler 陽解法による式 (3.15)により離散的に解く．

τ
Ik(t+∆t)− Ik(t)

∆t
= −Ik(t) + E [xk] (t) (3.15)

図 3.1では，各列がひとつの訓練データに対応していることを濃い色で表現している．欠損して

いる項によるノイズが学習に影響を与えることを防ぐため，未観測データに対応するユニットの状

態は 0と設定し，学習を行う．定式化は異なるが，このように未評価値の影響を取り除く仕組みは，

文献 [57]による手法でも用いられている．

本定式化において，識別子ユニットと隠れ層の結合は双方向ではなく，隠れ層の状態が識別子ユ

ニットの状態に影響を与えることはない．同一の列，つまり同一のアイテムについてのデータを学

習している間は，識別子ユニットの状態が変わることはない．

3.1.4 評価実験

評価実験において，比較手法として SVD を用いる．また，本調査で用いる RBM の出力値の範

囲は [0, 1]であるため，SVD により計算される予測評価値の範囲もこれと合わせる必要がある．こ

のため，元の定式化で用いられている評価値に対し Sigmoid 関数を適用し，式 (3.16)により値域を

(0, 1)とした SVD を比較手法として用いる．なお，RBMのユニットの期待値がとる値域は [0, 1]

であるが，この違いは Root Mean Squared Error (RMSE) により性能を評価する本実験において

問題とならない．

r̂up = fσ

(
Dlatent∑
k=1

wukhpk

)
, u ∈ U, p ∈ P (3.16)
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図 3.2 本調査における定式化と他の Neural Networks による複合モデル．p1, p2, ..., p|P | と記

されたユニットはアイテムに対応する識別子ユニットを表す．

評価実験では，人工的に設定した潜在因子から生成した評価値行列を用いる．この行列の要素の

うちいくつかを欠損値として設定し，その値を復元する能力を前述の通り RMSE により評価する．

評価実験において，アイテムの潜在因子に対する設定方法が異なる２つのデータセットを用いる．

どちらの場合においてもユーザの潜在因子は同様に [0, 1]の範囲の一様乱数で与える．得られたユー

ザ，アイテムの潜在因子から，式 (3.17)を用いて評価値行列 r ∈ (0, 1)U×P を生成する．

rup = fσ

(
Dlatent∑
k=1

wukhpk

)
, u ∈ U, p ∈ P (3.17)

3.1.4. A Basic Vectors Case の設定

このデータセットでは，アイテムの潜在因子 hpk を式 (3.18)により与える．

hpk =
1

Nbase

Nbase∑
l=1

δ (l = xpm) (3.18)

Nbase(∈ N) は基底ベクトルの数で，xpm は式 (3.19) で与えられる確率分布に従う確率変数で

ある．

p (xpm) =

Nbase∑
k=1

1

Dlatent
δ (k = xpm) (3.19)
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3.1.4. B Random Vectors Case の設定

このデータセットは，hpk を区間 [0, 1] における一様乱数により決定する．この条件は，Basic

vector case において Nbase → ∞とした場合に対応する．

3.1.4. C 評価実験における共通の設定

すべての条件において，ϵ (t) , t ∈ R は式 (3.20) により決定する．この式により決定される ϵ (t)

は，∀t ∈ R, ϵ (t+ 1) = 1
Aϵ (t)となる性質を持つ．

dϵ (t)

dt
= −ϵ (t) ln (A) (3.20)

評価実験において，A = 10，∆tϵ (0) = 0.01, ∆t = 2 × 10−8 と設定した．スパース正則化は

隠れ層にだけ適用し，τ = 0.1, αspa = 0.01, ρ = 0.2 の設定値を用いた．また慣性項の係数には

αmom = 0.9を用いた．期待値を近似するための Persistent CD 法における標本抽出回数は，文献

[57]が示した実験結果でパラメータ更新ごとに 1回でも十分であるとされているため，本調査でも

更新毎に 1回とした．ユーザ数 |U | = 100，アイテム数 |P | = 100，データセットの生成に用いる潜

在因子の次元数は Dlatent = 5とした．同じ列を連続で 30回適用し，次の列に移ることを繰り返し

学習を行った．

3.1.4. D Basic Vectors Case の実験結果

本調査で用いる RBM の定式化と，SVD による，Basic Vectors Caseにおける実験結果を示す．

本調査ではNbase = 1の場合のみ扱う．隠れ層の次元はDlatent = 10とした．図 3.3に示すのは，

様々な行列密度のデータセットに対する予測評価値の RMSE の比較である．行列の密度が 20%,

90%の場合において SVD が RBM よりも低い RMSE を達成しており，10%と 30%の場合にお

いては RBM のほうが低い RMSE を達成していることがわかる．

図 3.4に示すのは，行列密度 10%のデータセットから推定されたアイテムの潜在因子の可視化結

果である．図の左に，元となるデータセット，右に潜在因子の可視化を，評価値の値が高いほど白

くなるよう濃淡をつけて示した．右に示される可視化結果はそれぞれ，データセット作成に用いた

潜在因子 (original)，RBMにより復元されたもの，SVDにより復元されたものに対応する．SVD

による復元結果は，元の潜在因子とは大きく異なる一方で，RBM のものはほとんど元の潜在因子

に等しいことがわかる．

図 3.5 は行列密度 90% の場合における結果であり，図の見方については図 3.4 と同様である．

SVD により得られた結果に Gram-Schmidt の直交化法を用いることで元の基底ベクトルの復元を

試みた結果を SVD + O と示す．この場合において，RBM は元の潜在因子を完全に復元している．

SVD による結果は，SVD + O の場合であっても元の状態を復元することは困難であることがわ

かる．

3.1.4. E Random Vectors Case の実験結果

Random Vectors Case における結果を示す．本節の実験において隠れ層の次元は Dlatent = 20

とした．図 3.6 は図 3.3 に対応する，行列密度が 10%，20%，90% の場合における予測評価値の
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図 3.3 Nbase = 1 とした Basic Vectors Case から生成されたデータセットを用いた実験にお

ける，SVD と RBM の RMSE の比較．ラベル中の各数値は評価値行列の密度を表している．

横軸は t/∆t を示す．SD (Standard Deviation) はユーザごとに評価値の平均値を取り，その

ユーザの予測評価値とした結果．

original

RBM

SVD

Item latent

User latent
Ratings

図 3.4 Basic Vectors Case を用いた，行列密度 10% の場合における結果の可視化．左: デー

タセットを構築する評価値行列と潜在因子．右: それぞれの手法，RBM，SVD により復元され

たアイテムの潜在因子．original は左側に表示されているアイテムの潜在因子と同じもので，こ

れを拡大したものである．

RMSE の比較である．SVD が RBM に対しいずれの場合も優れていることがわかる．

潜在因子の状態の可視化を図 3.7に示す．RBM は 図 3.4の場合と比べより多数の隠れユニット

を潜在因子の表現に用いていることがわかる．Random Vectors Case は Nbase → ∞とした Basic

Vectors Case のデータセットに等しいので，これは妥当な結果である．Random vetors case のよ

うな連続値からなる潜在因子に対応する場合は，バイアスのみが異なるユニットを無限に複製する

ことで連続値の表現を可能とした Rectified Linear Units [67] 等の利用が考えられる．
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図 3.5 Basic Vectors Case を用いた，行列密度 90% の場合における潜在因子の可視化．SVD

+ O は SVD の結果に Gram-Schmidt の直交化法を適用したもの
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図 3.6 Random Vectors Case から生成されたデータセットを用いた実験における，SVD と

RBM の RMSE の比較． それぞれの数値は評価値行列の密度を表している．横軸は t/∆tを示

す．SD (Standard Deviation) はユーザごとに評価値の平均値を取り，そのユーザの予測評価

値とした結果．

3.1.5 まとめ

本節では Restricted Botzmann Machine を用いて評価値行列から抽出される潜在因子の特性を

調査した．また，先行研究 [57]よりも拡張性の高い評価値行列に対する RBM 適用法を提案した．

Basic Vectors Case におけるデータセットを用いた評価実験から，RBM は評価値行列が少数の基

底ベクトルを持つ潜在因子から構成されている場合に，SVD を上回る精度を示す可能性があること

を示した．実世界のデータセットは Basic Vectors Case のような潜在因子が存在すると考えられる

ため，RBM が有効に機能する場面があることが期待できる．Random Vectors Case の結果も合わ

せた多くの場合で，RBM は SVD よりも高い RMSE となったが，得られた潜在因子を可視化した
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図 3.7 Random Vectors Case を用いた，行列密度 90% の場合における結果の可視化．左:

データセットを構築する評価値行列とアイテムの潜在因子．右: それぞれの手法，RBM，SVD

により復元されたアイテムの潜在因子．original は左側に表示されている潜在因子と同じもの

で，これを拡大したものである．

結果，RBM は Basic Vectors Case において，データセットの生成に用いたアイテムの潜在因子を

完全に復元した．このような性質を発見できたことは本調査の最も大きな貢献であると言える．ま

た，調査を通して，学習曲線等のグラフにも見られる通り，RBM により生成される予測評価値値は

確率的にばらつきを持つことが判明した．これがノイズとなり，RMSE における指標では性能が悪

く見積もられている可能性があると考える．特に，0 か 1の値しか取らない変数を用いて中間の値

を期待値で近似する場合，分布の分散は大きくなることから，連続値を表現可能な分布を用いる必

要性があり，その場合においても分布の期待値を高精度に見積もる手法が必要であると言える．精

度向上のために複雑なモデルを用いる場合には，学習，推論の手法として簡素で汎用性の高いもの

が望まれることから，焼きなまし法を適用可能な方法を研究する価値は高いと考える．
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3.2 焼きなまし法の結晶化効果

3.2.1 はじめに

本節では温度分布を用いた焼きなまし法により BM の事後分布を高精度に推定する手法を提案

する．

近年，今までは難しいと考えられていた多くの問題において，Neural Networks を利用した手法

が成功を収めている．たとえば，Convolutional Neural Networks (CNN) [47][48][49] は画像認識

において高い分類精度，特徴抽出能力を持ち，Recurrent Neural Networks [50] は音声データや自

然言語等の系列データの解析に広く用いられている．

BM [37][38]もまた Nerual Networks の一つとみなされているが，他の Neural Networks と違

い，本モデルの状態変数同士は双方向性の結合を持つ．この特徴により BM はマルチモーダルデー

タに対するモデルとして適していると期待されている [52]．また BMは高い潜在的特徴抽出能力を

持つことから，教師あり学習 [39][40]，教師なし学習 [55][68] どちらの手法としても広く用いられ

ている． Boltzmann 分布と確率論により，他の Neural Networks と比較して緻密に定義されてお

り，数学的解析が行い易いことから BM をベースとした拡張手法の定式化もしやすいという特徴が

ある．

BM の持つ欠点の一つとして，分布を推定するのに計算負荷の高い標本抽出法 (Sampling

Method) を必要とする点が挙げられる．学習時においては十分な計算時間を用意することができる

ため，BM は事前学習手法として広く用いられるが，推論時には高精度で高速な手法が必要となり，

確率的ばらつきによる不安定性や，標本抽出法の計算量の多さが問題となるため，推論モデルとし

ては通常用いられない [38]．このことは，3.1節の調査においても，BM による推論の結果得られ

た精度が確率的ばらつきを持つことを示した通りである．BM のような確率的生成モデルを推論モ

デルとして用いる場合，入力を与えた状態における事後分布を求める問題に帰着される．事後分布

の近似推定法として変分推論 (Variational Inference) [38][23]があるが，この手法もまた近似され

た状態を得るために反復法を必要とし，さらに，Deep Boltzmann Machine (DBM) のような階層

モデルに適用するためには，反復回数を削減するために，各層ごとに分けて入力側から順番に初期

化する方法が用いられる [38]．反復法の利用を避けるために，通常 BM は推論時において順伝搬型

Neural Networks へ変換され用いられる．しかしながら，このとき BM の持つ双方向性結合の性質

は失われてしまい，さらに，学習時と推論時において別の手法を必要とすることは定式化だけでな

く実装も複雑にする原因となるため，Field-Programmable Gate Array (FPGA) や Application

Specific Integrated Circuit (ASIC) 等 [76]による実装を困難とする．

焼きなまし法は Boltzmann 分布を用いて定式化されていることから，BM に対しても適用可能

であるが，著者の調査した限りこの課題に対して十分な研究は行われていない．本節の評価実験に

おいても示すが，焼きなまし法を一般的な方法により BM に適用しただけでは推論の精度を改善で

きないばかりか，従来から用いられている標本抽出手法である Gibbs sampling [44] に劣るため，

これまで利用されてこなかった可能性がある．

BM への焼きなまし法の適用に関するこれらの問題を解決するために，本節では BM 本来の形式
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図 3.8 FZ 法の概念図．融解領域を種結晶 (Seed crystal) 側から原料 (Feed rod) 側へ移動さ

せていくことで単結晶を得ることができる．

を変えることなく，事後分布を高精度，安定的に推定する手法を提案する．提案手法の特徴は，状

態変数間で一様でない温度分布を用いて焼きなまし法を適用する点にある．従来から BM の分布推

定に使わている Gibbs Sampling 法と，状態変数間で一定の温度を用いる従来の焼きなまし法との

比較実験を人工データセットと MNIST [47]を用いて行った結果に基づき，提案手法の有効性を示

す．また，従来の焼きなまし法が推論精度の向上に対し効果がなく，一様でない温度分布を用いる

ことの有効性も様々な温度分布を用いた実験により示す．さらに，数学的解析に基づき，非一様な

温度分布を BM に与えた場合における，状態変数間の情報の流れについても議論する．

3.2.2 焼きなまし法と Floating Zone 法

Floating Zone 法 [46][71] は材料科学における，シリコンの単結晶を作成する手法の一つである．

図 3.7に FZ 法の概念図を示す．焼きなましが材料の不均一性や欠陥，歪を取り除く事を主な目的

としてその性質を変化させるため，系全体で一様な温度を用いるのに対し [70]，FZ 法では単結晶

を得るために，融解した高温部を種結晶側から原料側へ移動させる．温度が一様な分布を保ち十分

な時間をかけて低下した場合には，物質を構成する分子及び原子は近くの結晶構造を延長させるよ

うに並ぶが，近くに結晶化したものがない，あるいは温度低下が十分に緩やかでない場合には，独

立した結晶が成長を始める．焼きなましでは内部で常に独立した結晶が成長しやすい状況にあるた

め，単結晶を得るには非現実的に長い時間を要する．FZ 法では連続的に種結晶側から温度を低下さ

せていくことで，常に延長すべき結晶構造が近くにある状態を保つため単結晶を得ることができる．

図 3.9に FZ法が適用されているシリコン内の粒子の挙動の概念図を示す．図中において，左側の

単結晶側から温度を低下させることで，種結晶の結晶構造を延長するように粒子が並ぶ様子が示さ

れている．また，図 3.10には矩形容器を仮定した場合の焼きなましと FZ法における結晶粒成長の

様子の概略を示す．焼きなましでは，急速に冷却した場合に比べれば大きな結晶を持つ材料を生成

することはできるが，それら結晶粒が障害となり，種結晶の結晶構造が反対側に反映されない．

3.2.3 提案手法

BM は学習後，入力のクラスに対応したいくつかの平衡分布を持つ．それらはたとえば数字の

“1”や“2”，犬や猫に対応していると推測される．本節ではそれらクラスはそれぞれの分布から定

まる結晶構造を持つと考え，FZ 法の効果を狙った焼きなまし法を BM へ適用することを提案する．
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図 3.9 FZ 法における粒子の運動
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図 3.10 焼きなまし (Annealing) と FZ 法における結晶粒成長の様子

結晶構造は入力の状態 (種結晶) から決定されると考え，入力側から温度を低下させていくことで入

力の分布に対応した単結晶の構造を持つ分布が得られることを期待する．3.2.2節で述べたとおり，

温度を材料全体で一様に低下させればたくさんの異なる結晶が内部で成長し，全体として単結晶を

得られにくくなるため，組み合わせ爆発の問題から焼きなましを用いて単結晶を得ることは現実的

に困難である．また，ある場所の結晶構造は遠くの結晶構造へ影響を及ぼしにくいため，系の規模

が大きくなるにつ入れて最適化の困難性は増す．DBM 等の，階層構造を持ち，変数間の結合の距

離に差があるモデルへ焼きなまし法を適用した場合にも同様の議論を当てはめることができ，中間

層において入力の分布とは独立な分布 (結晶)が成長し，出力側に入力の情報が伝わらなくなること

が想定される．

一様温度分布を用いる従来の焼きなまし法の代わりに，提案手法では式 (3.21)により BM の分布

を定義することで，一様でない温度分布を用いた焼きなまし法を適用可能とする．

p (xΛ) =
1

Zp
exp

(
−

K∑
k=1

1

Tk
ϕk (xΛ)

)
(3.21)
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K は層数であり，ϕk (xΛ)は第 k 層のエネルギー関数であり，式 (3.22)により定義する．

ϕk (xΛ) = −1

2

∑
i∈Vk

∑
j∈Vk−1∪Vk+1

xiwc(i,j)xj −
∑
i∈Vk

xibd(i) (3.22)

ここで，Vk は全体の添字集合 Λに対し，Λ = ∪K
k=1Vk ∧ V0 = ∅ ∧ VK = ∅を満たすものとする．

なお，本節において一様でない温度分布は推論時にのみ用いるとし，学習時においてはすべての温

度は一様に 1とする．

本定式化における xi の条件付き分布は式 (3.23)で与えられる．ただし，i ∈ Vk であるとする．

p
(
xi = 1|xΛ\{i}

)
= fσ

(
1

Tk
bd(i) +

1

Tk− 1
2

ϕi,k−1 (xΛ) +
1

Tk+ 1
2

ϕi,k+1 (xΛ)

)
(3.23)

fσ (x) = 1/(1 + exp (−x)) は Sigmoid 関数である．i ∈ Vk であるとき，ϕi,k−1 (xΛ)は第 k − 1

層，ϕi,k+1 (xΛ)は第 k + 1層から第 k 層に位置する iで識別されるユニットへの情報の流れをそれ

ぞれ表し，式 (3.24)により定義される．

ϕi,k (xΛ) =
∑
j∈Vk

xjwc(i,j) (3.24)

Tk− 1
2
は式 (3.25)により定義される．ただし，T0 = 1, TK+1 = 1であるとする．

Tk− 1
2
=

2TkTk−1

Tk + Tk−1
(3.25)

式 (3.23)において，Tk−1 が Tk, Tk+1 にくらべ十分に小さい時，1/Tk− 1
2
の値がほかと比べて大

きくなるため，ϕi,k−1 (xΛ)が支配的になる．このことは，情報の流れが温度の低い側から高い側へ

制限されることを意味する．結果として，情報の流れを温度分布により操作することが可能なこと

がわかる．

推論時，入力を与えられた場合の出力の事後分布を求めなければならないが，階層型モデルにおい

て出力層と入力層の間には中間層があるため，本節冒頭で述べたとおり，中間層に独立な分布 (結晶)

が生成されやすいと考える．その結果，出力と入力の情報伝搬が妨げられることが，事後分布を不

安定にする原因の一つと考える．FZ 法はこのような現象を防ぐために用いることができ，式 (3.23)

に対する議論から，FZ 法は確率論の視点からも情報の流れを制御する効果をもつため，Boltzmann

分布を用いたどのクラスの分布に対しても適用可能と考える．もし温度を入力側から下げていけば，

情報の流れは入力から出力側へ方向づけられることとなり，この考えを再帰的に用いることで，出

力の分布を入力の状態から決定可能と考える．結果として出力層の分布の不安定な挙動を取り除く

ことができ，高精度な推論が可能と考える．

入力側から低下していく温度分布として，本節では，簡易的に式 (3.26)を用いて実験を行う．

T (t, l) = min

{
T ∗
(
t,

l − 1

K − 1
,
r − 1

K − 1

)
, T ∗

(
t,

K − l

K − 1
,
K − r

K − 1

)}
(3.26)

T ∗ (t, x, y)は以下で定義される．

T ∗ (t, x, y) = (TH − TL) fσ

{
−c1

[
x+ β1

y + β1
− t(1− c2)− c2

]
− c3

}
+ TL (3.27)
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図 3.11 式 (3.26)により定義される温度分布．様々な αによる比較，

ここで，fσ (x) は sigmoid 関数である．c1 = 2(K − 1) ln (1− α) , c2 = 2c3/c1, c3 =

ln ((1− β2)/β2) である．α (∈ (0, 1)) は温度降下速度を決定するパラメータであり，β2

は fσ を (x, t) = (1, 1) において β2, (x, t) = (0, 0) において 1 − β2 とするパラメータで

ある．β1 は y = 0 におけるゼロ除算を防ぐための定数で，同項中の分子に存在するのは

T ∗ (t, y, y) = T ∗ (t, 1− y, 1− y) , ∀y, t ∈ [0, 1] を満たすことを保証するためである．β1, β2 には

微小な値を設定している限り，関数の形状に主たる影響はないが，数値計算において丸め誤差

の影響を受けない程度の小さな値とする必要がある．倍精度浮動小数点数 [3] の有効数字を考慮

し，余裕をもたせて本節では β1 = 10−8, β2 = 0.01 を常に用いる．β2 は対数関数に含まれてお

り，丸め誤差の影響を受けやすいため β1 に比べ大きめの値としている．図 3.11, 図 3.12 は共に

K = 6, TH = 1, TL = 0.25 における式 (3.26) を描いたものであり，共通でない設定は次のように

なっている．

図 3.11 (r − 1)/(K − 1) = 1, α ∈ {0.995, 0, 5, 0.1}
図 3.12 (r − 1)/(K − 1) ∈ {0.75, 0.25, 0} , α = 0.995

また，図 3.13には図 3.11,図 3.12と同様の設定で，(r − 1)/(K − 1) = 1, α ∈ {0.995}とした場合
の各層における温度の時間変化を示す．

3.2.4節の評価実験では，式 (3.28)で定義された，入力と出力間で線形な勾配を持ち，時間変化の
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図 3.12 式 (3.26)により定義される温度分布．様々な (r − 1)/(K − 1)の値による比較．
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図 3.13 式 (3.26) により定義される温度分布の，各層における時間変化．凡例の各数字は層の

番号に対応する．

ない温度分布も用いる．これは，温度を減少させることなく，温度勾配による情報の流れの制御の

みで事後分布の推定精度を改善できるかどうか試験するために用いる．

T ∗ (l) =
TH − TL

K − 1
(l − 1) + TL (3.28)

提案手法のことを本節では Crystalizing Simulated Annealing (CSA) と呼ぶ．



38 第 3 章 Boltzmann Machineに対する焼きなまし法の適用
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図 3.14 人工データを用いた実験で用いる Boltzmann Machine

3.2.4 評価実験

評価実験においては，人工データセットと手書き文字データセットである MNIST [47] を用い，

分類の推論精度を調査する．まず，これらのデータセットについて簡単に説明する．

3.2.4. A 人工データセット

本節で用いる入出力層のユニットの添字集合 Γ と，人工データセットの状態集合は式 (3.29)で定

義される．

Γ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

Ω
′(data)
M = {(δ1j , δ2j , δ3j , δ4j , δ1j , δ2j , δ3j , δ4j) |j ∈ {1, 2, 3, 4}} (3.29)

δij は Kronecker Delta であり，2.1.2節で説明される通り，δij = δ (i = j)を満たす．図 3.14は

このデータセットにおける実験で用いられる BM の構造を示したものである．M は Γ に対応する

データセットの分布のための集合である．また，この実験において各隠れ層のユニット数はすべて

16とする．以上をまとめると，本実験で用いる BM の添字集合は，V0 = ∅,V1 = {1, 2, 3, 4} , |V2| =
16, ..., |VK−1| = 16,VK = {5, 6, 7, 8} ,VK+1 = ∅, |Λ| = 8 + 16(K − 2) となる．

このデータセットは出力と入力が 1 of K vector [19]となり，またそれぞれの状態が互いに同期

するものであり，学習後のモデルに入力の状態を与えた状態で出力が入力と等しくなることを検証

する．なお，このデータセットを用いた実験は推論精度および，入力の情報が出力まで伝達される

ことを調査するものである．訓練集合に用いたものと同様のデータセットを試験に用いるため，モ

デルの汎化性能を評価するものではないことに注意されたい．

3.2.4. B MNIST

MNIST [47] は手書き数字の画像を集めたデータセットであり，28 × 28 [pixel] の訓練用画像

60,000，試験用画像 10,000 から構成される．それぞれの画像には対応する正解データとして 0-9

の値が割り当てられている．このデータセットを学習するための BM の構成は，V0 = ∅,V1 ={
1, 2, ..., 282

}
,VK = {|V1|+ 1, |V1|+ 2, . . . , |V1|+ 10} ,VK+1 = ∅を満たすものとなる．
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3.2.4. C 共通の設定

式 (2.60)を学習則として用い，Persistent CD [40]により勾配の値を近似する．この学習におい

て必要なパラメータは以下のように設定する．

• 重み減衰係数 : αdec = 0.001

• 慣性項係数 : αmom = 0.9

• Batch 集合の大きさ : ∀t,
∣∣∣Ω ′(t)

M

∣∣∣ = 8

• Persistent CD における標本抽出回数 : 10回

• Batch 集合に変更があった場合の Persistent CD における事前標本抽出抽出回数 : 20回

特に断りがない場合，温度分布の設定値には以下のものを用いる．

• 温度の最低値 : TL = 0.25

• 温度の最高値 : TH = 1

• 温度の降下速度を決める係数 : α = 0.995

• 温度の最高点 : (r − 1)/(K − 1) = 1

推論時において，焼きなまし法の進行度を式 (3.30)の τ (∈ [0, 1])により計算する．温度分布とし

て式 (3.26)を用いる場合，第一引数にこの値を用いる．

τ =
csamp − 1

N
(infer)
pre − 1

(3.30)

csamp は標本抽出回数，N
(infer)
pre は事前標本抽出回数である．焼きなまし法は事前標本抽出の間だ

け適用し，その結果得られる事後分布の平衡分布から抽出された出力の標本により期待値を推定す

る．各パラメータの設定には以下のものを用いる．

• 事前標本抽出回数 : N
(infer)
pre = 40

• 期待値推定のための標本抽出回数 : 5

最も高い期待値を持つユニットが入力のクラスに対応する．

学習の終了判定方法は自明でなく，推論の精度を評価する上で学習の状態による影響が無視でき

ないため，評価実験では学習曲線により結果を示す．学習曲線の横軸には式 (3.31)で与えられる学

習率の総和を用いる．パラメータの更新回数よりもこちらのほうが学習の進捗をよく表すと考えた

ためである．

Seps (t) =

∫ t

0

ϵ (t) dt (3.31)

ϵ (t)は式 (3.32)により決定する．

ϵ (t) = ϵ (0) exp (−αϵt) (3.32)

式 (3.32)の曲線を決定するための設定値には以下のものを用いる．

• 学習係数の初期値: ϵ (0) = 10
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図 3.15 K = 4における，通常の Gibbs Sampling (GS) と提案手法 (CSA) の推論精度の比較．
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図 3.16 K = 5における，通常の Gibbs Sampling (GS) と提案手法 (CSA) の推論精度の比較．

• 学習係数の減衰係数: αϵ = ln 10

学習曲線の縦軸には式 (3.33) で与えられる â を用いる．これは 8 回の試行における移動平均で

ある．

â(t) =
1

8

7∑
j=0

a(t− j∆t) (3.33)

a(t)は時刻 tにおける推論精度であり，それぞれの時刻において，テスト集合から無作為に抜き

出した 500回のデータに対する推論の精度を平均したものである．学習曲線の各点は異なるテスト

データ集合から算出されており，この曲線に対する各パラメータの影響を考察することは，Cross

Validation を行った学習終了時の収束値のみによる評価と同等に妥当なものである．

∆t = 10−3 とし，各パラメータの更新は tが ∆t進むごとに行う．

学習パラメータの設定値は人工データセット，MNIST 双方において比較的良い結果を示したも

のである．なお，本実験では，温度分布による推論および事後分布推定精度の違いを調査するもの

であり，学習の性能を測ることを重視したものではないことに注意されたい．

3.2.4. D 実験結果

層数の違いの影響を調べた結果を図 3.15, 図 3.16, 図 3.17 に示す．GS は従来から用いられてい

る Gibbs Sampling によるものである．いずれの場合も CSA の方が高い推論精度を達成している．

また，層数が増加するごとにその差は大きくなっている．さらに，図 3.17には一様な温度分布を用

いる通常の焼きなまし法の結果を SA として示している．3.2.3節の始めで述べた想定どおり，SA

は CSA に比べ推論精度が劣り，GSよりも悪いことがわかる．

図 3.18 には様々な温度設定による推論精度を示す．L は式 (3.28) の温度分布を用いた場合，IL
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図 3.17 K = 6 における，通常の Gibbs Sampling (GS) と提案手法 (CSA)，焼きなまし法

(SA) の推論精度の結果の比較．PGS は予備，実標本抽出回数を他に比べて 4 倍とした Gibbs

Sampling の結果
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図 3.18 各種温度設定を用いた推論精度の比較．SA4 は TH = 4 を用いた一様温度分布を用い

た焼きなまし法，L は入力から出力へ線形に上昇する温度分布，IL は線形に減少する温度分布を

用いたもの．

は式 (3.28)の引数にK + 1− lを代入して得られる分布を用いた場合，SA4 は TH = 4を用いた場

合の結果である．また，CSA0, CSA0.5 はそれぞれ (r − 1)/(K − 1) = 0, 0.5 とした結果であり，

この設定は IL と同様に出力層において温度勾配が入力側に向かって正となるものである．CSA0,

CSA0.5 に用いた温度分布はそれぞれ図 3.12 の 3 段目，2 段目に示す温度分布に近い形状となる．

この結果から，出力側付近で温度勾配が入力側に向かって正となる分布では低い精度となることが

わかる．また，入力側から出力側へ温度勾配をもたせるだけでも推論精度が改善しており，温度分

布が情報の流れを制御するという，3.2.3節で示した議論が妥当であるとわかる．一方，SA4 におい

ては，開始温度を高くすることで多少，推論精度を改善することはできたが，GS の推論精度との間

に大きな差はなく，効果は殆ど無いと言える．

図 3.19は αの違いによる影響を示したものである．温度分布の αによる形状の違いは図 3.11に

示している．αが小さな値における CSAの結果は SAのものに近づくことがわかる．αが小さすぎ

れば式 (3.26)を用いた温度分布の変化は SAによるものに近づくため，この結果は妥当である．
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図 3.19 各種温度設定を用いた推論精度に対する，様々な α (∈ {0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 0.995})
を用いた CSA の結果の比較．温度分布の形状は図 3.11で説明したものに対応．
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図 3.20 各種温度設定を用いた推論精度に対する，様々な TL (∈ {1, 0.8, 0.6, 0.5, 0.4, 0.2, 0.01})
を用いた CSA の結果の比較．
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図 3.21 各種温度設定を用いた推論精度に対する，様々な TH (∈ {1, 1.2, 1.4, 2, 4, 8} を用いた
CSA の結果の比較．
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図 3.22 MNIST を用いた実験結果．CSA は提案手法，GS は Gibbs Sampling による結果．

|V2| = 400,K = 3

図 3.20 は TL の違いによる結果を示したものである．TL が低い設定のものほど高い精度を達成

している．この結果と同様の傾向が他の問題に対しても一般に見られるものであるかどうか定かで

はないが，SAを適用する際，系の状態を極小点で安定的にするために温度をある程度下げる必要が

あり，この結果は CSAが内包する SAの性質によるもので妥当なものと考えられる．

図 3.21は TH の違いによる結果を示したものである．TH が高い設定とすることでも高い精度を

達成可能なことがわかる．また，精度向上には飽和点があり，TH を高くするだけでは TL を低くす

る程の精度向上は望めないことがわかる．しかしながら，この結果は TL = 1とした場合でも事後

分布推定の精度を改善できることを示しており，本設定を温度分布を用いない BMの学習法におい

て，期待値推定のための事前標本抽出に用いることができると考えられる．DBMの学習において，

BMの分布の初期化に多くの反復を必要とすることが報告されており，その計算量が問題とされて

いる [38]．これに対し，提案手法を用いることで学習時における期待値推定の精度も改善できる可

能性がある．

図 3.22,図 3.23,図 3.24は提案手法を MNIST の分類問題に適用した結果である．人工データに

おける結果と傾向は同じで，層数が増加するごとに提案手法と従来手法の差が開いていくことがわ

かる．

MNISTの結果において，層が増えるごとに，推論精度はどちらの手法においても低下している．

モデルが複雑化することによる過学習の影響であると考えることもできるが，人工データセットを

用いた予備実験においても，標本抽出回数を少なくした時に層が増えるにつれ，提案手法は高い推

論精度を達成することができなかったため，この精度低下の原因は過学習によるものではなく，期

待値の推定精度の低さに起因している可能性があると考える．

3.2.5 まとめ

本節では一様でない温度分布を表現可能な BM の定式化と，FZ 法における温度変化を模した

焼きなまし法を用いることで，BM における事後分布の推定精度を向上させる手法を提案した．人

工データセットと手書き文字データセット (MNIST) を用いた評価実験では，提案手法は Gibbs

Sampling に比べ高い推論精度を持つことを示した．この結果は，学習，推論双方において同じ手法
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図 3.23 MNIST を用いた実験結果．CSA は提案手法，GS は Gibbs Sampling による結果．

|V2| = 400, |V3| = 100,K = 4
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図 3.24 MNIST を用いた実験結果．CSA は提案手法，GS は Gibbs Sampling による結果．

|V2| = 400, |V3| = 100, |V3| = 64,K = 5

を用いることのできる可能性を意味しており，FPGA や ASIC 等の特定用途向けプロセッサを用い

た実装等に貢献することが期待できる．

また数学的な解析により，情報の流れが温度勾配に従うことを示した．この性質により提案手法

は高い推論精度を達成したと考える．さまざまな温度分布を用いた実験により，入力側が低い温度

となるものを用いた場合のみ，高い推論精度を達成できていることから，得られた理論は妥当であ

ると考える．

提案手法を用いた結果において，焼きなまし法の開始温度を高い値とし，終了温度として通常の

BM の定式化に相当する値を一様に与えた場合にも事後分布推定の精度が改善している．これより，

温度分布による違いが吸収されてしまう BMの学習時においても，対数尤度関数の勾配を推定する

ために必要な期待値推定の事前標本抽出に提案手法を用いることで，学習の精度および速度を改善

できる可能性があり，MNIST に対する実験結果において示した，層が増加するごとに学習自体が

困難となる問題に対して，学習精度を改善できる可能性があると考える．

グラフの次元が低く，高度に構造化された Markov Random Field [53]においては境界条件を与

えるユニットから遠くなるユニットが多い．このとき，3.2.3節における考察から，DBMよりも独

立な分布が内部に生成しやすいと考えられるため，提案手法の適用を試みる価値は大きい．



第 4章

観光経路推薦問題に対する焼きなまし
法の適用

4.1 はじめに

観光旅行をする際，ガイドブックや旅行会社が提供する観光ツアーを利用するのではなく，SNS

などの Web から入手した情報を用いて旅行者自身で観光計画を立案することも増えてきている．

観光情報サイトなどでは，エリアなどの指定条件を満たす観光スポットをランキング形式で提示す

るサービスを提供しているが，知名度の高いスポットや宣伝に力を入れているスポットが上位に表

示される傾向がある．ユーザの検索行動として，ランキング上位の数件のみしか確認しないことが

表 4.1 4章で用いる記号の表

記号 定義 意味

fc Ep → [0,∞) 負荷関数

Fc Ω ′
Λ → [0,∞) 推薦経路の負荷の総和 (経路の経路長，所要時間など)

fd Ep → [0,∞) 価値関数

fp Ep → [0,∞) 罰則関数

fs Ep → [0,∞) 最短経路負荷関数

Cpa ∈ (1,∞) 罰則係数

Cpb ∈ [0,∞) 罰則係数

S Ep → 2E 最短経路を構成する辺の集合

Cc ∈ R 時間制約，目標経路長

σ2 ∈ (0,∞) 違反許容量

U ユーザの集合

tdur N → [0,∞) スポット滞在時間 [27]

tqueue N × R → [0,∞) スポットにおける待ち時間 [27]

fpop N → [0,∞) スポットの人気度 [27]

fint U ×N → [0,∞) 個人のスポットに対する興味 [27]
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一般的であるため，結果として個人の趣味嗜好に合った観光地を訪れる機会の損失を招き，一部の

観光地へ旅行客が集中するなど，旅行客，観光地側双方に不利益を生じる．こういった問題を防ぐ

ためにも，ユーザの好みに応じたスポットを選び，限られた時間で効率よく巡回する経路を提案す

る観光経路推薦手法は重要であり，研究が進められている [10][29][27]．

与えられた節点すべてを 1度ずつ巡回する最短経路を求める問題は，Traveling Salesman Problem

(TSP) [9]として古くから研究されている．NP-hard に属する TSPを解くためには近似解法が用い

られ，代表的なものには 2-Optimization (2-opt) 法 [25]，SA [41]がある．さらに，スポットに価値

を付加し，与えられた総負荷制限の中で価値の総和が最大となる経路を選ぶ問題として，Selective

Traveling Salesman Problem (STSP) [26]が定式化されている．また，訪れた時間に依存して価値

が変化する問題を文献 [10]では最適観光経路問題として定式化しており，文献 [27]，[29]ではこれ

と同様の定式化において，スポットの価値をWeb から取得したデータを用いて推定する方法を提案

している．

これらの既存研究では，スポットを節点として扱い，任意の節点間における負荷はそれらを結ぶ

最短経路に基づき決定している．このことは特定の交通機関や道路しか用いられないことに等しく，

混雑の発生につながると考える．また，効率よく移動して多数のスポットを回りたい人もいれば，

景観を楽しみながらのんびり移動したい人もいると考えられる．したがって，スポット間の経路選

択も，観光経路推薦において考慮すべきと考える．しかし，経路に関する情報は辺への重みとして

表現できるが，節点に対する重みを用いて定式化している既存手法に導入した場合，問題の定式化

が複雑となり，最適経路の発見を行う手法の構築が容易でなくなる．

本章では，スポットのみでなく、途中の経路における街並みや景観等もユーザにとって重要な因

子であると考え，これらを考慮可能な観光経路推薦手法を提案する．提案手法では，既存研究とは

異なり，スポットおよび経路に関する価値や負荷すべてを辺に対する重みとして定式化する．これ

により，スポットと経路の情報を統一的に扱えるため，探索の過程において両者を同時に調整しな

がら最適経路の発見が可能となる．最適化方法として，確率場により経路生成をモデル化し，近似

的な棄却サンプリングと SAを用いた解法を提案する．人工的な問題と既存研究 [27] で評価に用い

られている，テーマパークにおける観光客の行動履歴から作成されたデータセットを用いた評価実

験により，提案手法が有効に機能することを示す．

本章で用いる主要な記号を表 4.1に記載する．

4.2 辺ベクトルによる観光経路推薦問題の定式化

4.2.1 関連研究

TSPには全ての節点を一度ずつ訪れるという制約があるため，スポットに対して取捨選択性のあ

る観光経路推薦問題にそのまま適用することはできない．既存研究では，訪れる節点に関する制約

の代わりに，通過する経路の負荷の合計に対応する総所要時間に対して制約を設け，スポットに設

定された価値の総和を最大化する問題として定式化するのが一般的であり [10][27][28][29]，代表的

なものに STSP [26] がある．

文献 [27] では，待ち時間が頻繁に発生するテーマパークにおける経路推薦手法を提案してい
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る．アトラクションを節点として，巡回する節点の総数 D を用い推薦する経路を節点の列で

n = (ni ∈ N|i = 1, . . . , D)，各節点を訪れた時刻を t = (ti ∈ R|i = 1, . . . , D) と表現している．

n1，nD はそれぞれ固定的な始点，終点であり，最適化の過程で変化することはないが，TSP と

は異なり，巡回する節点の総数 D は最適化の過程で変化する．U をユーザの集合とし，各アト

ラクションにはユーザごとに異なる価値 (好み) fint : U × N → [0,∞)，全ユーザで共通の人気

度 fpop : N → [0,∞)，ある時刻における待ち時間 tqueue : N × R → [0,∞)，アトラクション

の利用時間 tdur : N → [0,∞) が定義される．また，2 つのアトラクション間について，移動時

間 fc : N 2 → [0,∞) が定義されている．以上の設定において，ユーザ u (∈ U) に対してテーマ

パーク内のアトラクションを巡る最適な経路を推薦する問題を，式 (4.2) で与えられる所要時間

Cc (∈ [0,∞))の制約のもと，式 (4.1)に定義される目的関数 F を最大化する nを求める問題と定式

化している．式 (4.1)と式 (4.2)による問題の定義は文献 [27]に書かれているものと多少異なるが，

説明を簡潔にするため最低限必要な条件のみを満たすように記述している．

F =
D∑
i=1

(
fint (u, ni) + fpop (ni)

tqueue(ni, ti)

)
(4.1)

D∑
i=1

{fc (ni, ni+1) + tdur (ni) + tqueue (ni, ti)} < Cc (4.2)

解法としては Monte Carlo Tree Search[35] を拡張した PersQ と呼ばれる手法が提案されてい

る．STSPでは式 (4.2)の制約の他に，各スポットを訪れる回数が一度以下である制約，始点と終点

を必ず訪れる制約，経路が繋がっている制約を満たす必要があるが，PersQ はこれらを満たす解の

みを探索するように実装されている．

文献 [10] も同様のアプローチを採用しているが，スポットにおける価値の時間的変化も考慮す

るように拡張している．CTPlanner [29] は, ユーザと対話的に経路を決定していく支援システム

である. 節点には対応するスポットに対するユーザの好みが価値として与えられる. 辺には Google

Map*1 等の経路案内サービスを用いてあらかじめ算出した値を移動負荷として設定している．解法

には遺伝的アルゴリズム [66]を用いている.

4.2.2 辺ベクトルと Boltzmann 分布による定式化

観光経路推薦問題では，経路に含まれる観光スポットの数は事前に指定されない場合が一般的で

ある．そのため，要素の数が固定である TSPと比べ定式化は複雑となる．提案手法では，自己回帰

辺を許容することで，訪問スポット数によらず固定長のベクトルによる表現が可能な定式化を行う．

また，道路や交通機関に対する価値や負荷と，スポットに対する価値や負荷を，辺に対する重みと

して統一的に扱う方法を提案する．

既存研究では，節点間の経路を事前に最短経路として計算し，任意の節点間に経路が存在する完

全グラフを扱っていた．これに対し提案手法では実際の道路レベルで経路を求める．そのため，主

要観光スポットだけでなく，地図の交差点や曲がり角なども節点として扱う．

*1 https://en.wikipedia.org/wiki/Google or https://www.google.com
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一般の道路ネットワークに対する適用法については 4.2.4節で説明し，本節ではまず，自己回帰辺

を用いた辺ベクトルによる経路の表現方法について説明する．

辺の集合 Ep に対し，D 個の辺からなる経路を含む辺ベクトル eee := (ei|i = 1, 2, . . . , D) の集合

を EpD と定義する．すべての節点を最大で 1 度ずつ訪れる経路までを対象とする場合，D = |N |
とする．複数回訪れる経路を対象とし，D > |N | とすることもできるが，本章ではこの場合を
扱わない．nst(e1) は経路の始点，ned(eD) は経路の終点であり，最適化中変化しないものとす

る．辺 e (∈ Ep) のうち，nst(e) = ned(e) であるものを自己回帰辺と呼ぶ．辺ベクトルは自己回

帰辺を含むことで，要素数を固定としながら様々な経路を表現することができる．図 4.1 は節点

1，2，7，8 をたどる経路の例であり，この時の辺ベクトルは ((nst(ei), ned(ei))|i = 1, . . . , D) =

((1, 2), (2, 7), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 8))となる．辺ベクトルは加法とスカラー倍，距離等が定

義される狭義の意味でのベクトルの性質を満たさないが，提案手法では完全グラフではなく実在の

道路ネットワークを対象とすることから，eeeは物理空間上に展開されるものであり，また今後の展望

として複数経路の結合等の手法が考えられるためこの命名を行った．

提案手法では，最適化手法として SAを用いることを前提とし，辺ベクトルは確率分布から生成

されるとモデル化する．SAの実装法として広く用いられている局所最適化法と Metropolis 基準を

組み合わせる手法であれば，確率的生成モデルとして明示的に定義する必要はない．しかしながら，

提案手法では提案分布の設計も考慮するため，確率的生成モデルとして定式化する必要がある．

eeeの確率変数を eΛ，その分布 p (eΛ)を式 (4.3)により定める．

p (eΛ) =
1

Zp
exp

(
− 1

kT
ϕ (eΛ)

)
(4.3)

Λは辺ベクトルの確率変数に対する添字集合であり，eΛ の状態空間 Ω ′
Λ は Ω ′

Λ ⊂ EpΛ を満たし，
かつ経路としての制約を満たすものであるとする．制約については 4.2.3節，4.2.4節で説明する．

ϕ : Ω ′
Λ → Rは経路に対する目的関数である．この関数の値が最小となる経路が最適解であり，そ

れら，あるいはそれらに近いものを推薦することを目的とする．

SAを用いて式 (4.4)の分布を近似することを考える．ここでは提案分布を条件付き確率により構

成する Gibbs Sampling 法を用いる．後に，4.2.6節において，より高効率な探索を可能とする提案

分布の与え方を提案する．経路変更を行うための最小要素は二つの辺である．変更対象の 2つの変

数の添字を i, j(∈ Λ)とし，これら以外の変数 eΛ\{i,j} により条件付けられた分布は式 (4.4)により

与えられる.

p
(
e{i,j}|eΛ\{i,j}

)
=

exp
(
− 1

kT ϕ (eΛ)
)∑

y{i,j}
exp

(
− 1

kT ϕ
(
eΛ\{i,j},y{i,j}

)) (4.4)

ここで，y{i,j} の取りうる状態 Ω ′
{i,j} は辺ベクトルに含まれる経路が，経路としての制約を満た

すようなものでなければならない．次節でこの状態変化の与え方について説明する．

4.2.3 TSP への適用と 2-opt 法

TSP における目的関数は，経路上に割り当てられた負荷 (コスト) の総和で与えられる．負荷の

例としては辺の両端の節点間を移動するための時間，エネルギー消費量等が想定される．TSP はこ

のようなコストの総和を最小化する経路を，すべての節点を訪れるという制約のもと求める問題と
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図 4.1 辺ベクトルによる経路表現の説明に用いる，N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}であるグラフ．青
は経路であり，同一辺を直接結ぶものは自己回帰辺である．
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図 4.2 経路に含まれる節点に変更がない状態変化

して定式化される．式 (4.5)に提案する定式化における TSP の目的関数を示す．

ϕ (eΛ) =
∑
i∈Λ

fc (ei) (4.5)

fc : Ep → [0,∞)は辺に対する負荷を与える関数であり，問題に応じて値が定められる．また，本

論文において fc は辺の向きによらないものとする．

k 個の辺を同時に考慮し，TSP の制約を保つ状態変化を与える手法として，k-opt法 [25]が提案

されている．提案手法では k = 2の 2-opt法を用い，与えられる状態変化を，条件付き分布の状態

集合 Ω ′
{i,j} として与える．図 4.2に，訪れる節点集合に変化を起こさず，かつ経路としての制約を

保つような状態変化を示す．“ok”と示される変化が制約を満たす全ての変化例であり，これらを用

いたうえで，初期状態ですべての節点を通る経路を辺ベクトルに与えた場合，全ての節点を通る経

路のみが解として許されるという TSP の制約を帰納的に満たすことができる．“×”と書かれたも

のは満たさない例であり，経路が分離されてしまうもの，辺の向きが始点から終点へ向かう方向に

対して逆行するようなもの等である．

図 4.2 の例を一般化する．Markov 連鎖の n − 1 番目の試行において，操作対象の辺の添字を

{i, j} とする．eΛ(n−1) = yΛ であるとき，eΛ(n) = eΛ の部分空間 e{i,j} の取りうる状態の集合

Ω ′
{i,j} は式 (4.6)で与えられる．

Ω ′
{i,j} = {(yi,yj) , (zi, zj)} ,where

nst(zi) = nst(yi) ∧ ned(zi) = nst(yj) ∧ nst(zj) = ned(yi) ∧ ned(zj) = ned(yj) (4.6)
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ただし，{i, j}は，式 (4.7)の Q
(
y{i,j}

)
が真 (T)となるものが選ばれるとする．これは，経路上

で隣接する 2辺，あるいは自己回帰辺に対して，この変化を適用しないことを意味する．

Q
(
y{i,j}

)
=

{nst (yi) ̸= ned(yj) ∧ ned (yi) ̸= nst(yj) ∧ nst (yi) ̸= ned(yi) ∧ ned (yj) ̸= nst(yj)} (4.7)

Q
(
y{i,j}

)
を真とする {i, j} のみが選ばれる Gibbs Sampling の提案分布 (遷移確率分布) は

式 (4.8)で与えることができる．Zp は式 (4.8)が確率の定義を満たすようにするための正規化定数

であるが，実際に計算する必要はない．

p
(
eΛ(n) = eΛ|eΛ(n−1) = yΛ

)
=

1

Zp

∑
i,j∈Λ

δ
(
Q
(
y{i,j}

))
δ
(
eΛ\{i,j} = yΛ\{i,j}

)
p
(
e{i,j}|eΛ\{i,j}

)
(4.8)

ここで，e{i,j} ∈ Ω ′
{i,j} が成り立っており，また，このとき式 (4.6) と式 (4.7) の関係から

Q
(
y{i,j}

)
⇔ Q

(
e{i,j}

)
であるので，式 (4.8)は以下の変形から，詳細釣り合い条件を満たすことが

わかる．

p
(
eΛ(n) = eΛ|eΛ(n−1) = yΛ

)
p (yΛ)

=
1

Zp

∑
i,j∈Λ

p
(
y{i,j}|yΛ\{i,j}

)
p
(
yΛ\{i,j}

)
δ
(
Q
(
y{i,j}

))
δ
(
eΛ\{i,j} = yΛ\{i,j}

)
p
(
e{i,j}|eΛ\{i,j}

)
=

1

Zp

∑
i,j∈Λ

p
(
y{i,j}|yΛ\{i,j}

)
p
(
eΛ\{i,j}

)
δ
(
Q
(
e{i,j}

))
δ
(
eΛ\{i,j} = yΛ\{i,j}

)
p
(
e{i,j}|eΛ\{i,j}

)
= p

(
eΛ(n) = yΛ|eΛ(n−1) = eΛ

)
p (eΛ) (4.9)

よって，この操作により構築された MCMC 法により，Boltzmann 分布は正しく計算されること

から，SAにより最適化を行うことができる．e{i,j} に対して変更があった場合，経路上の他の辺に

対しては巡回方向が正しくなるように修正を加える．この操作は，式 (4.6)に影響を与えないため，

詳細釣り合い条件にも影響はない．実際に状態遷移を行うときは式 (4.8) をそのまま用いることは

なく，式 (4.7)の右辺が Tとなる {i, j}を一様に選び，式 (4.6)の状態集合と式 (4.4)の条件付き分

布により計算される確率に従い，状態を変更するかどうかを決定する．

4.2.4 非存在辺の導入

本節において，問題 (道路ネットワーク等) に含まれる辺を実在辺と呼び，その集合を E (⊂ Ep)
とする．また，e /∈ E である eを非存在辺と呼ぶ．

本研究で対象とするグラフ構造は観光スポットのみを節点とする既存研究よりも複雑，大規模で

あり，完全グラフに対する局所最適化法をそのまま適用することはできない．そこで，経路を変更

していく途中，対応する道が存在しない非存在辺の経路への追加を許可し，一時的に問題のグラフ

を Ep で与えられるものに等しいものとする．Ep は自己回帰辺も含むため，完全グラフとは多少異
なるが，自己回帰辺も考慮した状態変化を与えることでこれに対応する．温度 T → 0の極限におい

て，非存在辺がすべて実在辺に置き換わるように目的関数を定式化することで，実在の道路ネット
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図 4.3 非存在辺と実在辺が入れ替わることにより経路の状態が変化する様子

ワークのようなグラフ構造を持つ問題に対応可能な手法とする．なお，自己回帰辺は実在辺に含ま

れるとする．

辺の向きによらない，非存在辺における罰則 fp : Ep → [0,∞)を導入し，目的関数 ϕを式 (4.10)

に拡張する．ここで，∀e /∈ E , fc (e) = 0とする．

ϕ (eΛ) =
∑
i∈Λ

fc (ei) +
∑
i∈Λ

fp (ei) (4.10)

式 (4.10)の目的関数を用いた分布に従う辺ベクトル eΛ が，温度が 0になる極限で非存在辺が含

まれなくなる条件，∀i ∈ Λ, ei ∈ E , at T → 0を満たすようにする罰則 fp の与え方を，図 4.3の例

を用いながら説明する．

この説明に用いる図 4.3 の例において，∀e ∈ E , fc (e) = 1 であるとする．ここで，非存在辺を

含む経路 eeec，対応する実在辺のみからなる経路 eee∗ があるとする．非存在辺が消滅するためには

式 (4.11)の関係が満たされる必要がある．

ϕ (eee∗)− ϕ (eeec) < 0 (4.11)

(a.1) から (a.2) に遷移する例では，実在辺が増加することで非存在辺が消える．式 (4.11) に

式 (4.10)を代入すると，式 (4.12)を得る．∑
s∈S(ev)

fc (s)− fp (e
v) < 0 (4.12)

ここで，ev (/∈ E)は非存在辺，S(ev) (⊂ E)は ev の始点，終点を結ぶ実在する最短経路を構成す

る辺の集合である．

次に，(b.1) から (b.2) へ遷移する例を考える．このとき，節点 2,3,4,5,6,7 を通る経路に遷移し

た場合でも非存在辺は辺ベクトルからなくなるが，目的関数がより小さくなるのは (b.2)の場合で

ある．このとき，式 (4.12)の総和項の値は，経路から除外される辺の負荷の分だけ減少する．従っ

て,式 (4.12)が満たされるように fp を設定すれば，この場合も非存在辺が最終的に実在辺に置き換

わる.
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式 (4.12)を満たす fp として，提案手法では式 (4.13)を用いる．Cpa (> 1), Cpb (≥ 0)は罰則係

数である．

fp (e) =

 0 , S (e) = {e}
Cpb + Cpa

∑
s∈S fc (s) , S (e) ̸= ∅ ∧ S (e) ̸= {e}

∞ , S (e) = ∅
(4.13)

fp として別の関数を用いることもできるが，罰則を過大に設定すると非存在辺への遷移確率を低

下させ，経路探索を行いづらくなる．すなわち，fp が式 (4.12)の第一項に近いほど経路探索を行い

やすくなる．また，fp はすべての節点対に対して事前に計算しておく必要があり，Floyd-Warshall

法 [36]を用いた場合における，一般的な道路ネットワークのような低次元なグラフに対して，必要

な記憶量，計算量は O
(
|N |2

)
となるが，計算開始時に一度だけ計算しておけばよく，すべてのユー

ザで同じものを用いることができるためこの計算負荷は大きな問題とならない．

提案手法では自己回帰辺を自己回帰辺でない辺に変換し，経路に追加することで経路を拡張し，

また，経路内の辺を自己回帰辺に変えることで経路を縮小する．経路が途中で途切れない，辺の向

きが，経路の始点から終点へ向かう方向と逆行しない制約を満たす中で，2辺の操作により実現され

るこれらの変化を図 4.4に示す．図の見方は図 4.2と同様に “ok”と書かれたものが制約を満たす変

化，“×”と書かれたものが制約を満たさないものの一例である．また，(a)は自己回帰辺を変換し経

路に追加する変化，(b)は経路中の辺を自己回帰辺に変換し経路から除外する変化を示す．

図 4.4に示される変化を一般化する．Markov 連鎖の n − 1番目の試行において，操作対象の辺

の添字を {i, j}とし，eΛ(n−1) = yΛ であるとき，eΛ(n) = eΛ の部分空間 e{i,j} の取りうる状態の

集合 Ω ′
{i,j} は式 (4.14)で与えられる．

Ω ′
{i,j} = {(yi,yj) , (zi, zj)} ,where

nst (zi) = nst (yi) ∧ ned (zi) = ned (yj) ∧ nst (zj) = nst (yj) ∧ ned (zj) = ned (yi) (4.14)

この変化において，式 (4.15)が満たされるものとする．これは，経路上で隣接する 2辺か，少な

くとも一方が自己回帰辺ではない 2辺の対にのみ，この変化を適用することを意味する．

Q(y{i,j}) =

{nst (yi) = ned (yj) ∨ ned (yi) = nst (yj) ∨ nst (yi) ̸= ned (yi) ∨ ned (yj) ̸= nst (yj)} (4.15)

4.2.3節における議論と同様に，e{i,j} ∈ Ω ′
{i,j} が成り立っており，また，このとき式 (4.14) と

式 (4.15) の関係から Q
(
y{i,j}

)
⇔ Q

(
e{i,j}

)
であるので，式 (4.15) を満たす {i, j} に対する，

式 (4.14) の状態集合を用いた Gibbs Sampling を構成する遷移確率分布は詳細釣り合い条件を満

たす．

4.2.5 焼きなまし法を適用可能な STSP の定式化

観光経路推薦では一般的に，所要時間 (経路長) などの総負荷に関する制約がある中で，訪問ス

ポットが持つ価値の総和を最大化する手法がとられる．このような定式化は，ユーザが指定した制

約を満たす解が確実に得られる利点がある反面，わずかな違反も許さないため，ユーザにとって妥

協できる解を捨てている可能性がある．また，この制約は，所要時間が制約値を超えたときに目的
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図 4.4 経路に対する辺の追加 (a) と除外 (b) を発生させる状態変化の説明

関数の値が無限大になると定式化することもでき，そのような目的関数に対して SAを適用しても，

経路の所要時間が制約値となる付近において，MCMC法における棄却率が高くなり，効率的な探索

を行えないと考える．しかし，観光経路以外の経路推薦においては制約違反を許容することが一般

的であり，観光経路推薦においても有効と考える．そこで，提案手法では制約違反に対する許容範

囲と，制約違反により得られる価値とのバランスをモデル化することで，観光経路推薦においても

多少の制約違反を許容する．著者の知る限り観光経路推薦においてこのような制約違反を許容した

研究は存在せず，提案手法の新規性の一つである．

提案手法では，目的関数に対し，負荷についての極値を作ることで，所要時間についての制約を

表現する．これにより，所要時間が制約値付近となる状態においても SAを問題なく動作させるこ

とができる．辺に対する価値を与える関数を fd : E → [0,∞) としてこれを目的関数から減じる．

スポットが持つ価値を辺の重みとして統一的に扱うため，スポット内部に 2節点以上からなる経路

を割り当て，それら内部経路における辺の重みとしてスポットの価値を設定する．fd の決定方法と

しては，スポットや道の属性を用いた推定方法 [27]，Collaborative Filtering を組み合わせた手法

[31][61]等の利用が考えられる．以上を考慮した目的関数は式 (4.16)で定義される.

ϕ (eΛ) =
β

2σ2
|Fc (eΛ)− Cc|2 + (1− β)

∣∣∣∣Fc (eΛ)− Cc −
σ2

2

∣∣∣∣−∑
i∈Λ

fd (ei) +
∑
i∈Λ

fp (ei) (4.16)

ここで，条件変数 β(∈ {0, 1})，総負荷 Fc : Ω ′
Λ → R はそれぞれ式 (4.17)，式 (4.18) で与えら

れる．
β = δ

(
σ2 > |Fc (eΛ)|

)
(4.17)
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Fc (eΛ) =
∑
i∈Λ

fc (ei) (4.18)

fd は ∀e ∈ E , 0 ≤ fd (e) < fc (e)を満たすものとする．またその値は辺の向きによらない．fd に

はこの制約があるため, |Fc (eΛ)| > σ2 となる範囲で fd による利得が負荷の増加量を上回らず，負

荷の総和に関する制約を無制限に超えることはない．fd はユーザが対象スポットに対し，その所要

時間に見合う価値がどれくらいあると判断しているか，と解釈することができる．負荷，価値をと

もに辺に対する重みとみなすことで，価値と時間のバランスを調整可能となる．なお，式 (4.16)は

σ2 → 0の極限において式 (4.17)の条件のもと式 (4.19)に収束する．

ϕ (eΛ) = |Fc (eΛ)− Cc| −
∑
i∈Λ

fd (ei) +
∑
i∈Λ

fp (ei) (4.19)

STSP では，経路長の最小化とスポットの探索を並行して行うために，4.2.3節と 4.2.4節で導入

した 2種類の状態変化を同時に用いる必要がある．これらの節ではどちらの操作も詳細釣り合い条

件を満たし，正しく分布を近似することを示した．詳細釣り合い条件を満たす２つの遷移確率分布

p1, p2 に対して，式 (4.20)で与えられる p3 もまた，詳細釣り合い条件を満たす [24]．よって，両節

で導入した 2つの状態変化を同時に用いて最適化を行うことが可能である．

p3
(
eΛ(n) = eΛ|eΛ(n−1) = yΛ

)
=
∑
i=1,2

aipi
(
eΛ(n) = eΛ|eΛ(n−1) = yΛ

)
(4.20)

ここで，a1, a2 (∈ [0, 1])は結合係数で，a1 + a2 = 1を満たす．

4.2.6 Boltzmann 定数と提案分布

Boltzmann 定数の設定方法を述べる．温度 T は 1 から 0 へ変化させていくとし，Boltzmann

定数 k により温度の影響度を決定する．Markov 連鎖の n − 1 番目の状態が，eΛ(n−1) = yΛ であ

り，n番目の候補を eΛ(n) = eΛ であるとし，式 (4.4)の条件付き分布の評価対象である {i, j} ⊂ Λ

の添字上に定義される e{i,j} について考える．y{i,j} から e{i,j} への変化による目的関数の変化量

∆ϕ = ϕ(eΛ) − ϕ(yΛ) は最大で，fc (ei) , fc (ej)と同じオーダーとなる．式 (4.4)は ϕ が減少する

ような状態の確率を高く与えるが，温度が高い時には，増加する方向に対しても遷移する確率が現

実的な値であることが望ましい．式 (4.6)，式 (4.14)の状態集合はともに，y{i,j} から e{i,j} に変化

するかしないかの 2通りだけとなっており，この場合変化しない確率のみを考え，変化する確率は

その余事象とすることができるため，式 (4.4)は式 (4.21)と表せる．

p
(
e{i,j} = y{i,j}|eΛ\{i,j}

)
=

1

1 + exp
(
− 1

kT ∆ϕ
) (4.21)

このことから，k ≈ max (∆ϕ) < maxx,y∈Ep (|fc (x)|+ fc (y))であれば，温度 T = 1において考

えられる最大の ∆ϕを扱えることになる．実際には maxx,y∈Ep (|fc (x)|+ fc (y))を最大値とみなす

ことは過剰な設定であることが多いため，与えられた問題に対するある程度の予備実験を行い，全

ての経路を探索可能である中で出来る限り小さい kを決定後，ユーザに対する経路生成においては

同一の値を用いる．
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MCMC 法として通常の Gibbs Sampling を用いた場合，あらゆる辺の組み合わせに関する変化

を無作為に試行する提案分布となっている．しかしながら，互いに遠くにある 2辺による経路の状

態変化は起こりづらく，そのような状態変化を等しく試す提案分布は無駄が多い．ここでは，目的

関数の増減量を近似的に見積もることで状態変化が起こる可能性が極端に小さくならない 2辺を選

ぶ提案分布の構築法を提案する．

無作為に選ばれた y{i,j} はそのほとんどが式 (4.21)を 1とする，経路の変更を起こさないものと

なり無駄が多い．提案手法では，以下のアルゴリズムに従い {i, j}を選択する．

1. nst (yi) ̸= ned (yi)を満たすものの中から一様に i ∈ (Λ)を選ぶ．

2. v ∈ {nst (yi) , ned (yi)}を満たすものの中から一様に v (∈ N )を選ぶ．

3. x ∈ Ep, nst(x) = v, ned(x) = sを満たし，fp(x)の値が小さい方から K 番目までとなるもの

の中から一様に s (∈ N )を選ぶ．

4. yj ∈ nst
−1(s) ∪ ned

−1(s)を満たすものの中から一様に j (∈ Λ)を選ぶ．

ステップ 3における近傍探索数 K は温度 T に比例した値を選ぶべきと考えられるが，本論文で

は温度によらず一定の値としている．なお，K は式 (2.36)の全探索性を満たすように設定する必要

がある．具体的には，任意の 2節点 x, y (∈ N )について，xから y へ至る経路を構成することを考

え，このとき，途中の節点 nに接続する実在辺の内，負荷 fc の低いものから K 番目以内の辺のみ

を選んだとしても，x, y をつなぐ経路を構成できるようにする必要がある．このように設定するこ

とで，ある経路を示す状態から，辺の取捨選択を繰り返すことで別の経路を示す状態へ移れること

になり，全探索性を満たすことが可能である．

本手法の条件を命題としてまとめると，式 (4.22)で定義される Q : E2 × N 2 → {T,F}となる．
N : N → 2N はステップ 3において，節点から sの候補となる節点の集合への写像である．

Q (ei, ej , v, s) = [nst (ei) ̸= ned (ei) ∧ v ∈ {nst (ei) , ned (ei)}
∧s ∈ N(v) ∧ ej ∈ nst

−1(s) ∪ ned
−1(s)

]
(4.22)

式 (4.4)は式 (4.21)の線型結合と，式 (4.22)の条件を遷移確率分布として定義すれば式 (4.23)と

書ける．p1 は 4.2.3節で定義した遷移確率分布，p2 は 4.2.4節で定義した遷移確率分布とする．

p
(
eΛ(n) = eΛ|eΛ(n−1) = yΛ

)
=

1

Zp

∑
i,j∈Λ,v,s∈N

∑
k=1,2

1

2
pk
(
eΛ(n) = e{i,j}|eΛ(n−1) = eΛ\{i,j}

)
δ (Q (ei, ej , v, s)) (4.23)

式 (4.23)の詳細釣り合い条件を導くことは容易でなく，別の定式化の考案を含めた解析が今後の

課題として挙げられる．しかしながら，4.2.7節の評価実験において，本節で提案するアルゴリズム

は有効に機能することを示す．この実験結果から，本アルゴリズムを用いた {i, j}の選択は，元の
分布を近似可能な提案分布を構成していると推測される．

4.2.7 評価実験

提案手法の有効性を評価実験により検証する．4.2.7. A節では人工データを用い，TSPに対し適

用した結果，および非存在辺の消滅について検証した結果を示す.これらについては提案分布に，近
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(a) (b)

図 4.5 最適化性能の比較．(a): 無作為な探索を行う提案分布によるもの．(b): 近傍探索を行う

提案分布によるもの

傍検索手法を用いた場合と，網羅的な選択を行った場合の比較も示す．4.2.7. B節で実問題に対す

る適用結果を示す.本節では，計算の進度の割合を t ∈ [0, 1]であらわし，t = 0が初期状態，t = 1

が最終状態を意味する．式 (4.13)の定数には Cpb = 1.005，Cpa = 0.001 をすべての実験で用いた.

4.2.7. A 人工データによる検証

経路に対する辺の追加，除外を行わず，入れ替えのみを考慮し，問題を完全グラフとした場合，対

象問題は TSP となる．幅 1で等間隔に配置された 24行 24列の節点間に幾何学距離に等しい負荷

を与えた，総節点数 576の完全グラフに対し，提案手法を適用して求めた経路を図 4.5に示す．温

度は T = 1で一定，Boltzmann 定数には k = 0.1を用いた．近傍探索数は K = 8とし，無作為に

選んだ 2辺の状態変化を繰り返して求めた結果を (a)，近傍探索の提案分布を用いて求めた結果を

(b) にそれぞれ示す．また，図 4.6は近傍探索の提案分布を用いた場合 (Neighbor)，用いないで総

当たり試行を行った場合 (Normal) それぞれについて，目的関数の変化を示している．この問題に

おける最適解の経路長 (目的関数の値)は 574となる．これらの結果より，近傍探索の提案分布を用

いた解法の方が，高速に目的関数を減少させ，また，図 4.5(b)の結果からは，最終的に最適解を得

られていることがわかる．

次に，非存在辺が T → 0において消滅することを検証する．まず，K = 16の近傍探索の提案分

布を用いて検証した結果を図 4.7に示す．(a) は t = 0，(b) は t = 0.46，(c) は t = 1の状態であ

る．実在辺を黒，辺ベクトルに含まれる経路を青でそれぞれ示している．図 4.8は近傍探索の提案

分布を用いた場合 (Neighbor)，用いないで総当たり試行を行った場合 (Normal) それぞれについ

て，目的関数の変化を示している．図 4.8より，計算が進むにつ入れ，非存在辺が持つ僅かに大き

な負荷が減ることで目的関数が減少しており，このことから，非存在辺が実在辺に置き換わってい

ることがわかる．また，近傍探索の提案分布を用いた結果の収束が速いことがわかる.
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図 4.6 図 4.5の実験における目的関数の変化．Normal: 無作為試行，Neighbor: 近傍探索

(a) (b)

(c)

図 4.7 非存在辺が消滅することを確認する実験．(a): t = 0，(b): t = 0.046，(c): t = 1における状態．

4.2.7. B 実データによる評価実験

文献 [27] が提供しているデータセットを用いて比較実験を行った．このデータセットはアメ

リカ合衆国の Walt Disney World*2にある 5つのテーマパーク，Epcot，Disneyland，California

Adventure，Disney Hollywood，Magic Kingdom に関するものであり，2007年 8月から 2016年

*2 https://disneyworld.disney.go.com.
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図 4.8 図 4.7における目的関数の変化．Normal: 無作為試行，Neighbor: 近傍探索

8月の間にユーザによって撮影された座標，時刻情報付きの写真をもとに作られたユーザの行動履歴

と，各テーマパーク内アトラクションに関する情報，アトラクション間の移動時間，Wikipedia*3の

情報をもとに作られた，アトラクションが持つ属性値から構成されている．

文献 [27]は待ち時間の削減を主な目的とした研究であり，問題の定式化も異なるため，ここでは

提案手法で利用可能な形式にデータを変更して用いた．そのため，結果の厳密な比較はできないこ

とに注意されたい．基本的には [27]と同様の算出方法を用いるが，本論文独自のものについてはそ

の都度明記する．

提案手法においては価値が辺に対して与えられるため，一つのスポットに対し２つの節点を割り

当て，その間に辺を新たに構築した．辺の負荷 fc は平均待ち時間と利用時間を用いて式 (4.24) に

より求められる．

fc (e) = tdur (n(e)) +
1

|U |
∑
u∈U

t(u)queue (n(e)) , e ∈ E (4.24)

n(e) は辺 e の元となった節点を示す．t
(u)
queue(n) はユーザ u の行動履歴から算出された，節点 n

に対応するスポットでの待ち時間である．長いもので 30分，1時間等のスポットも存在している．

一方，0 [s]以下の値に算出されるスポットもあったため，待ち時間が 120 [s]以下となるスポットの

待ち時間は全て 120 [s]としてある．fd に関しては提案手法独自の要素であるため，文献 [27]にお

けるスポットの価値推定の考え方を参考に，式 (4.25)を新たに定義して用いた．

fd (e) = max
(
1, λ(u)

p q0(n(e)) + qqqmap(n(e))
Tqqq(u)

)
tdur (n(e)) , e ∈ E (4.25)

q0(n(e)) =
Nvisit (n(e))

maxx∈N Nvisit(x)
, e ∈ E (4.26)

Nvisit(x) は節点 x の訪問者数であり，同一ユーザが複数回訪問した場合もそれぞれカウントし

ている．qqq(u) := (q1(u), q2(u), ..., qL(u))はユーザ uが持つ L次元好みベクトルであり，各要素は

アトラクションが持つ属性 (L 種類) に対応している．節点に対しても同様に L 次元属性ベクトル

*3 https://www.wikipedia.org.
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qqqmap があり，これを用いて，qqq(u)を式 (4.27)でモデル化する．qqqmap(x)の各要素は節点 xが対応

する属性を持つときに 1，そうでないときに 0となるものとする．N (u)はユーザ uが訪れた節点の

集合である．なお，ひとつのスポットは複数の属性を持ちうる．

qqq(u) =
q̂qq(u)

maxi∈{1,2,...,L} (qqq(u))i
(4.27)

q̂qq(u) =
∑

x∈N (u)

qqqmap(x) (4.28)

λ
(u)
p はユーザ uの好みがどれだけ大衆の人気に左右されるかを決める値であり，式 (4.29)により

定義される．この値が大きいほど，人気スポットを優先して経路を推薦する．

λ(u)
p = 1−

∑L
i=1 max {2, (q̂qq(u))i}

2L
(4.29)

(q̂qq(u))i は i 番目の属性を持つスポットをユーザ u が訪問した回数に等しい．ある属性を持つス

ポットを 2回以上訪問したユーザはその属性に対して十分な知見を持っているとみなし，人気より

も自身の興味を優先するようにモデル化している．

文献 [27] が提供するデータセット内で，各節間の移動負荷 tdur(n) は明示的に与えられている．

また，ユーザ uの行動履歴 V (u) := (((nuki, tuki) |i = 1, 2, ..., H(k, u)) |k = 1, 2, ...,K(u))が与え

られているので，ここから，t(u)queue を求める [27]．K(u)はユーザ uが持つ旅程の数であり，H(k, u)

は uが k 番目の旅程で訪れたアトラクションの数である．nuki はユーザ uが k 番目の旅程におい

て i番目に訪れたスポット，tuki は nuki の訪問時刻を意味する．t
(u)
queue を求める手順を次に示す．

1. K(u) ≥ 2であり，所要時間が 2時間を超えている旅程を少なくとも一つは持つユーザからな

る集合 Uvalid を求める．

2. ユーザ u (∈ Uvalid)の V (u)を構成する旅程のうち，所要時間が 2時間を超えているものか

ら一つを無作為に選び評価用，残りをモデル構築用とする．また，ユーザ u (/∈ Uvalid)のデー

タはすべてモデル構築に用いる．uの経路 k = 1, 2, . . . ,K(u)における所要時間は，最初と

最後のアトラクションを訪れた時刻の差 tukj − tuk1, j = H(k, u)とする．

評価用の経路を無作為に選ぶことを繰り返し，Leave One Out Cross Validation[18][30]により

ユーザごとの Recall (再現率) を求める．Recall はユーザの行動履歴に含まれるスポットのうち，

推薦経路に含まれるものの割合である．文献 [27]では，Precision (適合率) も評価に用いているが，

与えられた時間的制約の下で，実際よりも多数のスポットを巡る経路を推薦できた場合に適合率は

低下してしまうため，本論文では評価指標として採用しない.

Boltzmann 定数 k = 1200 [s]を用い，温度履歴には T (0) = 1, T (0.8) = 0.1, T (1) = 0 で与える

区分線形関数を用いた．t = 0.8 以降冷却速度が小さくなるようにし，細かい調整が行われるよう

にしている．k は 4.2.6節で述べた通り，辺に対するコストの最大値程度に設定することがすべて

の経路を検索するための十分条件であるが，あまりにも大きすぎると計算時間が増え問題となる．

また，実際にはこれより小さな値でも確率的に全体を探索できることが期待できる．データセッ

トを調べた結果，各アトラクションの滞在時間は 1 時間弱程度のものが多かったため 500 [s] から

3000 [s]の間で予備実験を行い，k = 500 [s] 程度でも十分に全体が探索されることを確認し，余裕



60 第 4 章 観光経路推薦問題に対する焼きなまし法の適用

表 4.2 Recall の比較: Edge Vector: 提案手法 PersQ: 既存研究 [27]．

Method Cali.Adv. Hollywood Epcot Disneyland Magic King.

PersQ 0.483 0.482 0.472 0.332 0.440

IHA 0.332 0.367 0.380 0.267 0.305

UBCF-I 0.258 0.297 0.291 0.235 0.265

PersTour 0.227 0.305 0.310 0.190 0.202

TourInt 0.228 0.302 0.317 0.188 0.200

TripBuild 0.225 0.309 0.300 0.176 0.193

Edge Vector 0.299 0.459 0.467 0.254 0410

表 4.3 所要時間制約に対する Recall の比較．

Cc’s scaling

factor Cali.Adv. Hollywood Epcot Disneyland Magic King.

0.8 0.249 0.375 0.371 0.220 0.331

1.0 0.299 0.459 0.467 0.254 0.410

1.2 0.391 0.523 0.531 0.294 0.486

表 4.4 所要時間制約に対する推薦経路所要時間の RMSE [s] の変化．

Cc’s scaling

factor Cali.Adv. Hollywood Epcot Disneyland Magic King.

0.8 593 494 332 1186 964

1.0 892 2205 1003 2517 1965

1.2 1333 5010 3008 3724 4226

を持たせ k = 1200 [s] を設定値に用いた．また，式 (4.16) の Cc には実験手順 2 で説明した所要

時間を用い, σ2 = 0.01Cc とした．ユーザのテーマパークにおける所要時間の平均値と標準偏差は

17200± 9724[s] であり，σ2 はこれよりも小さい．以上の設定による実験結果を示す．

表 4.2 には文献 [27] で報告されている既存研究の結果も含めた Recall 値を示している．この中

で，PersQ が文献 [27]で提案されている手法，Edge Vector が提案手法である，また，提案手法の

特徴の一つである，所要時間に関する制約 (所要時間制約) の変化に対する対応可能性を検証するた

め，Cc の値を変化させた場合における Recall および推薦経路の所要時間に対する RMSE (Root

Mean Squared Error) の変化を表 4.3，表 4.4にそれぞれ示す．0.8，1.0，1.2 の表記は，所要時間

に基づき設定した元の Cc の値に対する倍率を意味し，1.0 の結果が表 4.2のものと同一である.

データセットの利用方法で異なる部分があるため厳密な比較はできないが，表 4.2より Recall に

関して同程度の結果が得られていることがわかる．また，表 4.3より，Recall が所要時間制約の増

加に伴い上昇していることから，与えられた所要時間制約に基づき，高い価値が割り当てられたス

ポットを優先して巡る経路を推薦できていることもわかる．

表 4.4に示した時間のずれ (RMSE) については，σ2の値により期待される量 (200 [s] 程度 )より
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大きいものとなっている．データセットを確認したところ，数時間に及ぶ所要時間のアトラクショ

ンが多数存在しており，所要時間の細かい調整が難しい問題であったことが原因として考えられる．

例えば Disneyland では 12000秒に達するものが存在した．また，テーマパーク内のすべてのアト

ラクションを回る経路を推薦したとしても，滞在時間 (Cc)が余るユーザが存在しており，このよう

なユーザへの推薦結果が RMSEに大きく影響していた.このようなユーザに対する誤差は，Cc の倍

率を上げるとさらに大きくなるため，倍率の増加に伴い RMSE が増加する傾向になったと考える．

それでも，Cc の倍率が 1.0 (実際の滞在時間に対応)の場合のずれは平均 30分程度に収まっており，

半日あるいは 1日程度は滞在すると想定されるテーマパークにおける経路推薦としては問題ないと

考えるが，細かい調整が行える手法，例えば食事コーナーで時間をつぶす等の推薦を行える手法が

このような問題に有効だと考えられ，今後の課題として挙げられる．

計算時間に関しては，文献 [27]では PersQ の実行に 1ユーザ当たり 3分程度かかるように調整

したとあるが，これに対し提案手法は表 4.2の結果を出すために 1人当たり 0.5秒以下の時間を要

するにとどまっており，高速に同等の性能が得られていることがわかる．

4.2.8 まとめ

本節では，経路推薦問題を，スポットや道の価値，移動に要する負荷などを全て辺に対する重み

として統一的に扱い，定式化する手法を提案した．提案する定式化により，違反許容量の範囲で生

成される経路長が制約を違反することを許容することで，違反により得られる価値とのバランス調

整が可能となるほか，辺ベクトルと自己回帰辺を導入することで状態変数の次元を固定とし，確率

モデルとして定式化することを容易にした．また，非存在辺による経路の拡張，縮小を表現するこ

とで，実在の道路ネットワークに対応可能な定式化としたほか，STSP の制約を目的関数に極値を

作ることで表現し，SA を適用可能とした．さらに，経路の変更に対する目的関数の増加量に基づ

き，棄却率の小さい提案分布を用い，SA を効率よく動作させる手法を提案した．評価実験におい

て，通常の手法では最適解を得ることが困難な問題に対し，最適化が得られることを示した．また，

実データを用いた評価実験においても，提案手法は先行研究と同程度の精度を高速に達成できるこ

とを示した．

ユーザの好みの推定方法や，スポットの人気度とユーザの個人的嗜好のバランス調整など，重み

の適切な設定方法について検討することで，さらに有用な経路の発見が可能になると考える．また，

提案分布に用いた探索数K に関しては一定の値を評価実験に用いたが，温度に依存して変化するよ

うにできれば，高温時には遠方の節点まで経路が拡張されやすいことを反映でき，また低温時には

近い節点に対してのみ経路を最適化することで無駄が少なくなることが期待できる．温度履歴 T (t)

の設定方法について，今回扱った設定では区間線形関数を用いることで良好な結果を得られたが，

最適な設定方法を検討することでさらなる性能向上が期待できる．Boltzmann 定数 kについても，

負荷関数 fc の分布に基づき決定することで性能向上が期待できると考える．
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表 4.5 4.3節で用いる記号の表

記号 定義 意味

Fres : R → R 対称化制約形状関数

Fs : Ω ′
Λ → [0,∞) 罰則の総和

αs :∈ (−∞, 1] 対称化係数

αg :∈ (−∞, 1] 形状係数

4.3 非存在辺と実在辺の対称化による目的関数の改良

観光経路推薦の目的は，ユーザにより指定された滞在時間などの制約に基づき，訪問すべき観光

スポットとそれらの間の経路を同時に決定し，ユーザに提案することである．訪問スポットの決定

と，スポット間の経路の探索という，異なる 2種類の問題を同時に扱う必要があるため，その定式

化は複雑になる傾向がある．この問題に対し 4.2節では，辺ベクトルを用いた観光経路推薦問題の

定式化と SAを用いた解法を提案した．提案手法においてスポット・経路の情報は辺の重みとして

統一的に扱われ，経路長に対して目的関数が極小値を持つように定式化することで TSPを拡張して

観光経路問題を定式化した STSP を目的関数のみで表現可能としている．非存在辺の概念の導入に

より，任意の道路ネットワークにおける最適化に対し，SAを適用可能とすることで高速な解法を実

現している．しかしながら，非存在辺と実在辺が目的関数において対等に扱われていないことによ

り，対称性が崩れる状態における解候補の近傍探索において SAの性能が低下するという問題点が

ある．この問題を解決するため，本節では経路問題としての制約を保持しつつ，非存在辺と実在辺

に対して対称な目的関数の定式化を提案する．人工データセットと実データセットを用いた評価実

験により，本定式化は有効に機能し，解の精度を向上させることを示す．

本節において，実在辺と非存在辺の対称性とは，辺ベクトルに含まれる非存在辺と対応する実在

辺の交換における，目的関数の値の不変性を意味することとする．

4.2節で定義される目的関数の値を最小化する経路は価値 fd の総和が大きく，経路長が目標経

路長 Cc に近い辺ベクトルである．非存在辺は最適化の過程で実在辺へ置換されるように目的関数

が定式化されているが，この定式化では Fc(eee) < σ2 となる eee (∈ Ω ′
Λ) の近傍探索において，SA

の性能が低下すると考えられる．たとえば，辺ベクトル eee に，ある非存在辺 ev /∈ E を足した辺
ベクトル eee+v と対応する最短経路である S(ev) (⊂ E) を足した経路 eee+s について，ϕ の増加量

∆ϕ+v := ϕ (eee+v)− ϕ (eee)と ∆ϕ+s := ϕ (eee+s)− ϕ (eee)を考えたとき，Cpa ≈ 1, Cpb ≈ 0と設定する

場合，Fc(eee) ≥ σ2 において ∆ϕ+v と ∆ϕ+s はほぼ等しいが，Fc(eee) < σ2 においては Fc(eee)の値が

小さくなるほど差異が大きくなる．このことは，非存在辺が実在辺へ置換されたとき，目的関数の

値が大きく変わることを意味する．つまり，非存在辺を含む状態を経由するたびに探索の方向が適

切なものからずれることになり，最適化の性能が低下すると推測される．
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図 4.9 σ2 = 1, αg =∈ {1, 0.2,−0.2,−1}における Fres (x)のグラフ.
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図 4.10 N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}とした道路ネットワークにおける辺ベクトルの例．

4.3.1 提案する定式化と対称性に関する考察

本節では，4.2節で定式化した目的関数には対称性の点で問題があることを示す．またそれに対

し，対称性の高い目的関数を提案し，高効率な SAの実行を可能とする方法を提案する．4.2節の定

式化では，経路長に対し STSPの制約を表現する関数が式 (4.16)中の第 1，2項の複数項により表

現されており，このままでは解析が難しいため，本節では制約を表現する関数を，式 (4.33)により

定義する Fres のみとした式 (4.30)により目的関数 ϕを定義する．

ϕ (eΛ) = Fres (Fc (eΛ) + αsFs (eΛ)− Cc)−
∑
i∈Λ

fd (ei) + (Cp − αs)Fs (eΛ) (4.30)

Fs (eΛ) =
∑
i∈Λ

fs (ei) (4.31)

fs(e) =

{
fc (e)−

∑
s∈S(e) fc(s) , S(e) ̸= ∅

∞ , S(e) = ∅ (4.32)

Fres (x) =

 αgx+ c1 , x < xm

c2x
2 + c3x , xm ≤ x ≤ σ2

x+ c4 , σ2 < x
(4.33)

4.2節で述べた手法では，非存在辺に罰則を与えるために fp を用いていたが，提案する目的関

数では式 (4.32) で定義するように，fc に対する追加の負荷としてこれを扱う．これにより，後述

するように実在辺と非存在辺が探索において対称に扱われるようになる．しかし両者を完全に対称

に扱った場合，非存在辺が最適化の過程で実在辺に置換されなくなり，実在辺上のスポットを探索



64 第 4 章 観光経路推薦問題に対する焼きなまし法の適用

できなくなるため，僅かに対称性を崩す罰則項を (Cp − αs)Fs (eΛ) として第 3 項目に定義した．

Cp (∈ R)は罰則係数，αs (∈ R)は対称化の度合いを決定する係数であり，適切な設定方法につい
ては後述する．

本節最後の考察において，4.2節の定式化では対称性の崩れにより目標経路長よりも長い経路長を

持つ経路が生成される傾向があると推測されることを示す．4.3.2節の評価実験において，この傾向

は目的関数が単調増加でないことに起因するものでないことを検証するために，Fres は αg (∈ R)
の値により単調増加な関数から既存の定式化で用いた式 (4.16)のものまで表現できるように定義す

る．x > 0において Fres(x)を単調増加とするために，F
′

res(0) = max (αg, 0)と定める．これによ

り経路長が目標経路長 Cc を超えたところで経路は拡張されにくくなる．また，(αg, αs) = (−1, 0)，

Cpb = 0, Cpa = Cp で式 (4.30) を式 (4.16) と一致させるために c1 = c2x
2
m + c3xm − αgxm，

c2 = (1− c3)/(2σ
2)，c3 = max (αg, 0)，xm = (αg − c3)/(2c2)，c4 = c2

(
σ2
)2

+ c3σ
2 − σ2 と定め

る．図 4.9に様々な αg の値における Fres(x)のグラフを示す．

ある経路の状態に対応した辺ベクトルからの ϕの変化量を∆ϕ，Fs の変化量を∆Fs，Fc の変化量

を ∆Fc と表し，経路の様々な遷移過程について，非存在辺を対応する実在辺集合に置換したとき，

およびその逆の置換を行ったときに ϕが受ける影響を考察する．式 (4.30)から，∆ϕを式 (4.34)で

近似する．

∆ϕ = ξ∆Fc + αsξ∆Fs + (Cp − αs)∆Fs (4.34)

ここで，ξ = F
′

res (Fc (eee) + αsFs (eee)− Cc) , eee ∈ Ω ′
Λ としている．また，議論を簡単にするため，

ここでは fd について考慮しない．fd は fc よりも小さい値に設定するため影響は少ないと考える

が，実際に fd を含む問題であっても本議論により得られた提案手法が有効であることを 4.3.2節の

評価実験で示す．∆Fs の変化量と ϕ の変化量の比 ∆ϕ/∆Fs は式 (4.35) で与えられる．∆Fs,∆Fc

は T → 0において非存在辺が実在辺に置換される条件と，式 (4.32)の関係式を満たす必要があり，

互いに独立でないため，以降では ∆Fc/∆Fs としてまとめて扱う．

∆ϕ

∆Fs
=

∆Fc

∆Fs
ξ − αs(1− ξ) + Cp (4.35)

∆Fc/∆Fs を見積もるために，ある非存在辺 ev が対応する実在の最短経路 S(ev)に置換される場

合を考える．このとき，∆Fc と∆Fs は式 (4.36),式 (4.37)で表せる．置換前の経路に含まれる実在

辺と逆向きの辺が S(ev)に含まれる場合，閉路が形成される．4.2節における状態変化の制約はこの

ような閉路を除外し，式 (4.36)の第 2項はこの処理に該当する．Rは置換前の経路を構成する実在

辺を，それぞれ向きを逆にした辺の集合である．

∆Fc =
∑

s∈S(ev)

fc(s)− 2
∑

s∈S(ev)∩R

fc(s) (4.36)

∆Fs = −
∑

s∈S(ev)

fc(s) (4.37)

議論の簡単化のため，以降閉路の除外，すなわち，式 (4.36) の第 2 項を考慮しない．しかしな

がら，4.3.2節に示す評価実験において，最適化中に閉路の除外が発生する場合でも本議論によ

り導出される定式化は有効に機能することを示す．第 2 項を無視した式 (4.36) と式 (4.37) から

∆Fc/∆Fs = −1となる．
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非存在辺が実在辺に置換されるためには，∆Fs < 0 → ∆ϕ < 0，すなわち，∆ϕ/∆Fs > 0を満た

す必要があり， ∆Fc/∆Fs = −1と式 (4.35)から式 (4.38)が導かれる，これは例えば図 4.10にお

いて，(1, 2, 3, 5, 6, 7, 8)の経路が (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)に移るときに対応する.

∆ϕ

∆Fs
= −ξ − αs(1− ξ) + Cp > 0 (4.38)

式 (4.33)から，∀x ∈ R, F ′

res(x) = ξ∈ [αg, 1]となり,この範囲における任意の ξにおいて式 (4.38)

を満たす必要がある．まず，ξ = 1のとき式から αs の項が消えるため，Cp > 1となる必要がある．

式 (4.13)における Cpa と同様に，Cp はできるだけ小さい値とする方がよいため，Cp ≈ 1とするこ

とを前提とする．このとき，ξ < 1の場合も式 (4.38)が成立するためには 1 ≥ ξ + (1− ξ)αs を満た

す必要があり，1 ≥ αs が導かれる．非存在辺が新たに生成される場合については，この逆の過程を

考えれば T → 0において非存在辺が新たに生成されない条件として十分であり，∆Fc,∆Fs,∆ϕの

符号がそれぞれ逆になるため同様の議論となる．

非存在辺を対応する実在辺で置換した場合に目的関数の値が変化しないとき，すなわち，式 (4.38)

において∆ϕ/∆Fs = 0が成立するとき，両者の負荷に対し目的関数は対称であり，置換前後の状態

を滑らかに移行できる．以下，本節で提案する定式化と 4.2節の定式化における対称性について考

察する．

本節で提案する定式化において，1 ≥ αsを満たす最大値 αs = 1で，∆ϕ/∆Fsを最小にすることが

できる．このとき，∆ϕ/∆Fs = −1+Cp となり，Cp ≈ 1と設定することを考えれば，ξ の値によら

ず常に∆ϕ/∆Fs ≈ 0となる．したがって，非存在辺と実在辺に対して目的関数は対称であり，滑ら

かな解の探索を期待できる．一方，4.2節の定式化に対応する αs = 0の場合は，∆ϕ/∆Fs = Cp − ξ

となり，ξ = 1以外では，非存在辺と実在辺に対する目的関数の対称性が低く，探索は滑らかに行わ

れない．また，Random Walk [24]と同様の性質により温度が高いときには経路長が長い状態を取

り，そこから温度が下がるにつれ，非存在辺を含む状態と，対応する実在辺に置換された状態を交互

に取りながら短い経路に遷移していくが，4.2節の定式化では |∆ϕ/∆Fs|が大きいため低い温度に
おいて非存在辺を含む状態へ移行できず,経路は長い状態のまま硬直する可能性がある．その結果，

最終的な経路長が長くなりやすいと考えられる．

対称性の議論からは外れるが，αg の設定次第で最適化性能の向上を望めるため，このパラメー

タの設定方法についても述べる．αg を大きくするほど，Fres(x) は単調な直線に近くなり目標経

路長 Cc が制約として機能しづらくなるため，αg には小さな値を用いることが望ましい．また，

αg ≈ 0 とすることで，αs = 1 ならば Fc (eΛ) + Fs (eΛ) < Cc である状態 eΛ について ϕ (eΛ) は

Fc (eΛ) , Fs (eΛ)によらず一定となり，そのような経路間を滑らかに探索できるため，計算精度の向

上が期待できる．また，αg < 0の設定では，経路長に対して目的関数は常に正の傾きを持つため，

より短い経路長を持つ状態ほど目的関数の値を小さくすることができる．このことから，αg を 0に

近くかつ負の値に設定することで，無駄な経路を削減する計算精度の高い探索となることが期待で

きる．
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図 4.11 5 × 3 の節点からなる升目構造グラフの人工データセット．四角は始点,三角は終点を

それぞれ表す．

4.3.2 評価実験

4.3.1節の考察で示したとおり，既存手法では生成される辺ベクトルを e∗Λ としたとき，その経路

の長さ Fc(e
∗
Λ)が Cc よりも長くなると予想されることと，提案する定式化を用いた場合にこれを解

決できることを検証するため，図 4.11 に示すような升目構造を持つ人工データセットを用い実験

を行った．図において，四角，三角はそれぞれ始点，終点を表す. 実験では 20 × 20 のサイズを用

いたが，スペースの関係上図では 5 × 3としている．また，∀e ∈ E , fc (e) = 1 ∧ fd (e) = 0として

いる. (αg, αs) ∈
{
(－ 1, 0), (－ 1, 1), (0.01, 0), (0.01, 1)

}
における，Cc = 100, σ2 = 50とした場合

の，128 回の試行における Fc(e
∗
Λ)の平均値と，計算時間の平均値を表 4.6に示す．t (∈ [0, 1])を，

t = 0が計算開始，t = 1が計算終了を意味する計算の進行度としたとき，温度変化は T (t) = 10−3t

により与え，tが 5× 10－ 5 進む毎に標本抽出を行い，Cp = 1.005，Boltzmann 定数には 4.2.6節の

指針に従い k = 1.2を選び，提案分布の探索範囲にはK = 16を用いた．表 4.6より，4.2節の定式

化に対応する (αg, αs) = (−1, 0)では 4.3.1節での議論の通り，Cc の値より長い経路が生成される

傾向にあることがわかる．(αg, αs) = (0.01, 1)の場合でもこの傾向は変わらないことから，目的関

数を経路長に対して単調増加としただけではこの傾向は改善されないことがわかる．一方，4.3.1節

での議論に従い αs = 1とした (αg, αs) = (−1, 1)のときはほぼ期待される経路長が得られているこ

とがわかる．また，(αg, αs) = (0.01, 1)の実験結果では始点・終点を直接結ぶ長さ 1の経路が生成

される傾向にあることがわかる．本実験では ∀e ∈ E , fd (e) = 0としており，経路長を増加させるメ

リットがないため妥当な結果といえる．これらの結果から，αs = 1とする対称性の高い設定におい

て，目的関数の形状から期待される解を得られることがわかる．また，生成される経路長が短いほ

ど計算時間が減少しており，無駄な経路を削減する αg の設定と合わせれば，提案する定式化は高速

化にも貢献することがわかる．

4.2節における評価実験と同様に，文献 [27]で用いられているデータセットを用いて実験を行っ

た．評価指標には 4.2節と同様，Recall を用いる．既存手法および提案手法により生成された経路

の Recall を表 4.7に示す．PersQ は文献 [27]で提案された手法，EV (Edge Vector)(αg, αs)が提

案する定式化である. EV(－ 1,0) が 4.2節における定式化である式 (4.16)の目的関数に対応する．

Cp = 1.005を用い，温度変化は T (t) = 10−4t に従うとし，tが 5× 10−4 進む毎に標本抽出を行っ

た．その他の設定値については 4.2節と同様である．このデータセットは fd が 0でない辺を含んで

いるが，表 4.7 から，提案する定式化を用いることで性能が向上することを確認できる．特にこの

データセットでは，αg の調整が既存手法からの性能改善に貢献していることがわかる．
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表 4.6 様々な (αg, αs) において提案する定式化を用い生成された辺ベクトル e∗
Λ の経路の長さ

Fc(e
∗
Λ)と計算時間の平均値

(αg, αs) 平均経路長 平均計算時間 [s]

(−1, 0) 106.9 10.2

(−1, 1) 100.0 5.42

(0.01, 0) 106.7 9.96

(0.01, 1) 1.000 2.80

表 4.7 PersQ[27] と提案する定式化 (EV(αg, αs)) を用いた結果の Recall．EV(−1, 0) が

4.2節の定式化におけるものに対応する．C: Cali. Adv, H: Hollywood, D: Disneyland M:

Magic King., E: Epcot

C H D M E

PersQ 0.483 0.482 0.332 0.440 0.472

EV(−1, 0) 0.291 0.421 0.231 0.388 0.401

EV(0.01, 0) 0.406 0.461 0.405 0.450 0.530

EV(0.01, 1) 0.441 0.472 0.423 0.475 0.555

4.3.1節の議論では fd および閉路の除外操作を考慮の対象外としたが，人工データセット，文献

[27] のデータセットともに最適化中に閉路の除外が起こりうるものである．さらに後者のデータ

セットは fd が 0でない辺を含むが，どちらの場合でも提案する定式化が有効に機能していることが

わかる．
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図 4.12 道路ネットワークに対するモデル化. (a): 従来手法 [9][26][27]で行われるモデル化.節

点の大きさの違いは, 割り当てられる滞在時間が異なる様子を表す．(b):4.2節におけるモデル

化．滞在時間はスポット内の辺に負荷として割り当てられる．(c):本節で導入するモデル化．

4.4 冗長経路の導入によるスポット滞在時間の表現

4.4.1 はじめに

4.2節では，従来辺と節点に与えられていた重みを辺のみに統一した，辺ベクトルによる観光経

路推薦問題の定式化を行った．STSPの定式化を目的関数のみで表現することで SAを用いた最適

化を適用可能とし，提案分布を工夫することで高効率な探索を可能とした．4.3節では，目的関数

における実在辺と非存在辺の取り扱いを見直し，対称性の概念に基づき目的関数の構築を行うこと

で，SAをより高効率に動作させることを可能とする定式化を提案した．本節ではここまでの議論に

より得られた手法をさらに拡張し，スポットにおけるユーザの滞在時間を考慮した推薦手法を提案

する．前節までは，スポットに一つの辺を割り当て，その移動時間として滞在時間を表現していた．

この方法ではスポットにおける滞在時間は固定的になり，「興味のあるスポットは時間の許す限り長

く滞在したい」などのような，実際によく行われる柔軟な調整を考慮することができない．そこで

本節で提案する手法ではスポット内に冗長な経路を含むグラフを配置し，辺に与える価値に応じて

生成される経路を決定する．これにより, 問題の定式化を変えることなく，グラフ構造の変更のみ

で，可変な滞在時間を表現可能とする．人工データセットを用いた評価実験により，滞在時間の調

整に関して提案手法が有効であることを示す．

4.4.2 提案手法

従来手法 [26][27] および 4.3節までに本論文で対象としていた問題では，スポットにおける滞在

時間はスポットに対応する辺あるいは節点が持つ固定された値として定式化される．図 4.12に，道

路ネットワークに対するこれらのモデル化の違いを示す．

図 4.12(a) は文献 [26][27] のモデル化に対応し，スポットに対応する節点への重みの一つとして

滞在時間を表現する．文献 [27] は節点を訪れる時刻に依存して滞在時間が変化する定式化を行っ

ているが，時刻に対して予め定義された滞在時間を用いることで時間帯による待ち時間の違いを考

慮するものであり，本節で対象とするような，時間調整のための滞在時間変更には対応できない．
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図 4.13 {1, 2, . . . , 11} ⊂ N であるグラフにおける，可変な滞在時間を表現するためのスポット
内冗長経路の例．

図 4.12(b) は 4.3節までに提案した手法のものに対応する．スポットに対し辺を配置し，その負荷

(fc)として滞在時間を表現している．辺か節点かの違いはあるが，スポットに対する滞在時間が固

定値となる点で同様である．

これらに対し，経路全体を考慮して各スポットの滞在時間を柔軟に調節可能とするため，本節で

は図 4.12(c)で示されるような，冗長な経路を含むグラフをスポット内に配置するモデル化を提案す

る．スポットの滞在時間を，「スポット内に存在する辺のうち，経路として選択されたものが持つ負

荷の総和」とみなすことで，長い滞在時間はスポット内の冗長な経路をめぐる行動としてモデル化

する．このとき，人気のスポットや関心のあるスポット内にある辺の価値 (fd)を高くすることで，

スポット内の辺が選択されやすくすることが可能である．これにより，問題の定式化を変えること

なく，グラフ構造の変更だけで可変な滞在時間が表現可能となる．滞在時間を最適化中に決定する

ことができれば，行きたいスポットをすべて巡っても若干の余裕がある場合に，好きなスポットの

滞在時間を長くしたり，そのほかのスポットを短時間寄り道したり，あるいは土産物店やレストラ

ンで時間を潰すといったような柔軟な経路を生成可能となる．本章で提案してきた解法は，複雑な

グラフ構造に対応し，高速な解法となっていることから，冗長な経路の導入により多少問題の規模

が大きくなっても問題がないと考える．

スポット内のグラフに関して,スポット内にサブスポットがある場合はそれらをグラフとしてその

まま表現することができるが，単に滞在時間を可変としたい場合は図 4.13のようなグラフをスポッ

ト内に用意することができる．図中の数字は節点番号を示す．節点 2,4,6,8,10は迂回経路を構成す

るものであり，こちらを通る場合の時間はスポットに滞在しているとはみなさない．このグラフに

おいて，例えば，fc((1, 3)) = 1, fc((3, 5)) = 2, fc((5, 7)) = 4, fc((7, 9)) = 8, fc((9, 11)) = 16とし，

迂回経路の辺の負荷をこれらに比べごく小さなものとすれば，経路に応じて 0から 31の間の，整数

値の滞在時間を表現することが可能である．また，最低所要時間が決まっている場合は，スポット

を構成する辺に与える負荷の最低値を最低所要時間に設定すれば良い．

4.4.3 評価実験

提案手法の有効性を示すため，2種類の人工データセットを用いて評価実験を行う．図 4.14は 3

つのスポット，Spot 1, Spot 2, Spot 3 を含む人工データセット 1であり，[ ]内の数字は各辺の fc

の値を示す．赤線，黒破線，赤破線の辺はそれぞれ Spot 1, Spot 2, Spot 3 内に存在するとし，そ

れぞれの fd は e ∈ E に対して以下のように設定する．

Spot1 : fd(e) = 0.8fc(e)

Spot2 : fd(e) = 0.4fc(e)
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図 4.14 人工データセット 1．[ ] 内の数字は fc の値を示す．赤線，黒破線，赤破線の辺はそれ

ぞれ Spot1，Spot 2，Spot 3 を構成する．四角は始点，三角は終点をそれぞれ表す．
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図 4.15 人工データセット 1 における，Cc = {0, 0.25, 0.5, . . . , 110} において生成された経路
における各スポットの滞在時間.

Spot3 : fd(e) = 0.2fc(e)

また，黒実線で示されたそのほかの辺 e について fd(e) = 0, fc(e) = 0.01 としている．四角は

始点，三角は終点をそれぞれ表す．この人工データセットに対して，目標経路長 (旅行時間に対応)

Cc = 0.00, 0.25, 0.50, . . . , 110についてそれぞれ 32回の試行を行い，各スポットの滞在時間につい

て平均値を求め比較する．パラメータの設定には αs = 1, αg = 0.01, σ2 = 0.1, k = 2, Cp = 1.005

を用い，温度変化は T (t) = 10−3t とした．tが 10−5 進むごとにサンプリングを行い，提案分布の

探索範囲にはK = 16を用いた．

実験結果を図 4.15に示す．負荷に対する価値の割合が高いスポットから，優先的に経路が割り当

てられていることがわかる．すなわち，価値の高いスポットの滞在時間を長くすることで，目標旅

行時間 (Cc)の余りを調節しつつ，さらに時間が余れば価値の低いスポットの滞在時間で調節してい

ると解釈できる．この結果より，提案手法は滞在時間を柔軟に調節可能であることがわかる．なお，

Cc が 95以上の場合では全スポットの滞在時間がほぼ等しくなっているのは，データセットの設定

上，どのスポットにおける滞在時間もこれ以上増やすことができないためである．

図 4.16に示す人工データ 2を用いて行った評価結果を示す．このデータセットは図 4.14の人工

データセット 1をスポット以外の経路も含むように拡張したものであり，スポット間の経路探索も
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図 4.16 人工データセット 2．4 つのスポットが配置され，太線で描かれた辺は右側グラフに

対応する．黒破線下の [ ] 内の数字は各辺の fc の値を示す．四角は始点, 三角は終点をそれぞれ

表す．

含む点で現実的な問題設定により近い．太線で描かれた辺は図の右側にあるスポットを構成するグ

ラフに対応する．[ ]内の数字はその辺の fc の値である．このグラフには 4つのスポット，Spot 1,

Spot 2, Spot 3, Spot 4 があり，破線で描かれる辺 e(∈ E) における fd の値は以下のように設定

する．

Spot 1 : fd (e) = 0.8fc (e)

Spot 2 : fd (e) = 0.6fc (e)

Spot 3 : fd (e) = 0.4fc (e)

Spot 4 : fd (e) = 0.2fc (e)

また，これら以外のすべての辺 e において，fd (e) = 0 とし，fc (e) は幾何学距離に等しいもの

とする．幾何学的情報は図 4.16中に記載してある．四角は始点，三角は終点をそれぞれ示す．パラ

メータの設定方法と実験方法については人工データセット 1に対して用いたものと同様である．

実験結果を図 4.17に示す．Move はスポット間の移動時間 [-]を示す．Spot 3 が終始点に近い場

所にあるため，目標経路長 (旅行時間)Cc が小さい場合にこのスポットが優先されているが，長くな

るにつれ，図 4.15の結果と同様の傾向を示している．この結果から，冗長な経路による滞在時間表

現は，スポット間の経路探索が必要な問題に対しても有効であることがわかる．また，スポット間

の移動時間は Cc = 10, 30付近など，スポットが経路に追加されるときにのみ増加しており，この

ことから提案手法は不必要に経路を拡張しないこともわかる．
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図 4.17 人工データセット 2 における，Cc = {0, 0.25, 0.5, . . . , 100} において生成された経路
に含まれる各スポットの滞在時間とスポット間の移動時間の総和．



第 5章

終わりに

本論文では，エネルギー関数の形状に着目した焼きなまし法の適用法について提案し，Boltzmann

Machine (BM)，観光経路推薦問題を対象としてその有効性を示した．

2章の関連研究においては，数学的解析を行うために新たな表記法を導入し，これにより確率分布

の表記を従来用いられていた表記法に比べ厳密かつ拡張性の高いものとした．この表記法は 3章以

降の記述に用いている．

3章では，BM を用いた評価値行列から得られる潜在因子の特徴を調査した結果に基づき，事後

分布推定における BM の特性について考察した．その後，Deep Boltzmann Machine の定式化を

温度分布を設定可能なものに変更し，Floating Zone (FZ) 法の効果を狙った焼きなまし法 (SA)の

適用を行い，高精度な事後分布の推定が可能であることを示した．また，数学的解析により，温度

勾配に従い状態変数間を伝わる情報の流れが制限されることを示し，このことが，提案手法が高精

度な事後分布の推定を可能とした理由であることを説明した．

4章においては，SAの適用が従来行われていなかった観光経路推薦問題に対して，全ての要素を

辺のみを用い扱い，自己回帰辺を導入することで状態変数の次元を経路の拡縮を伴う場合でも固定

とする定式化を提案した．これにより確率分布より経路が生成されるとモデル化し，観光経路推薦

問題における総移動時間の制約を連続な関数を用いて近似することで SAを適用可能とする定式化

を提案した．提案手法はスポット間の経路も最適化の対象とするため，問題の規模が従来手法の対

象問題よりも大きくなるが，状態の変化による目的関数の値の増減を近似的に見積もることで，棄

却率の低い提案分布を構築し，SAを高い効率で動作させることを可能とした．人工データにおける

実験により，通常の無作為な状態変化を起こす提案分布では最適解を得ることができなかった問題

に対して，提案手法は最適解を得ることが可能なことを示した．また実データを用いた評価実験で

は，先行研究と同等の再現率 (Recall)を持つ解を高速に生成可能なことを示した．

本論文で得られた成果は，SAを適用するにあたりエネルギー関数の形状を考慮することの重要性

を示したものであり，対象とした BM や，観光経路推薦問題だけでなく，より多様な用途における

焼きなまし法の適用可能性の拡大へ貢献するものである．今後，様々な問題に対する適切な適用法

を調査していくことで，一般的な構築法に関する議論に貢献すると考える．

最後に，SAについての展望を，情報科学における究極の目標は人工知能を完成させることだとい

う前提のもと述べさせていただきたい．人工知能を構築すべく，ヒトの知能を模擬する研究は広く

行われ，中でも，ヒトの神経細胞のネットワークを模擬した手法は多くの課題へ適用され，注目を



74 第 5 章 終わりに

集めている．しかしながら，ヒトの知能はネットワークの構造によってのみ成り立っているわけで

はなく，情報の伝達，細胞の活性度を制御する様々なホルモンとタンパク質の相互作用も重要な役

割を果たしている [78]．ヒトが情報を扱っていることに疑いはなく，また，Shannon が示した確率

分布による情報量の定式化 [8]から，ヒトの脳を確率モデルにより記述することは妥当だと考えられ

る．このとき，本論文で着目した SAにおける温度の役割は，ホルモンが神経細胞を制御する働き

のモデル化に貢献できる可能性があると考える．このような考察から，SAはただの最適化手法にと

どまらず，情報の理論を知識表現の領域にまで拡張する可能性を秘めており，今後重要な役割を果

たすと考える.
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付録 A

Einsteinの縮約記法

添字記法において，D次元ベクトル変数 x (∈ RD)とD次元正方行列A (∈ RD×D)の積 y (∈ R)
は式 (A.1)として表現される．

yi =
D∑

j=1

Aijxj , i = 1, 2, ..., D (A.1)

特に iの範囲について誤解が生まれない場合，i = 1, 2, ..., D の表記は省略される．Einsteinはこ

の記法において，同じ添字が 2つ現れる積の項はそれらの総和を取る，と定めることで利便性を欠

くことなく表記を簡潔にできる手法を用いた．これを縮約記法 (Einstein Summation Convention)

と呼ぶ．添字記法と縮約記法におけるテンソルの扱いの例をいくつか示す．

以下はベクトルの内積である．

yiyi =
D∑
i=1

yiyi (A.2)

行列とベクトルの積は次のように表される．

yi =
D∑

j=1

Aijxj = Aijxj (A.3)

式 (A.3)において，iのような式がいくつも存在することを意味する添字を自由添字 (free index)，

j のように総和を意味するために用いられるものを偽添字 (dummy index)と呼ぶ．

転置行列は添字の順番を入れ替えることで表現される．

ATx = Ajixj (A.4)

逆行列と元の行列の積は次のように表現される．δij は Kronecker Delta であり，

(i = j ⇒ δij = 1) ∧ (i ̸= j ⇒ δij = 0)を満たす．

A−1A = A−1
ij Aij = δij (A.5)

ここで，Kronecker Delta は式 (A.6)に示すように添字を入れ替える効果がある．

δijAjk = Aik (A.6)
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この記法は統計学においても有用で，例えば共分散行列 A，平均 µ を持つ D 次元正規分布は

式 (A.7)のように書ける．ここでは 2.1.6節で提案する確率空間に対する添字記法は用いていない．

p(x) =
1

(2π)
D
2 |A|

1
2

exp

(
−1

2
(xi − µi)A

−1
ij (xj − µj)

)
(A.7)

式 (A.8) 中の共分散行列 Bij を縮約記法を用いて求める例を示す．添字が exp () 中で用いられ

る dummy index と重複するのでこちらには k, l を用いている．ここで，dx = dx1dx2 · · ·dxD と

する．

Bij =

∫
RD

xixj
1

(2π)
D
2 |A|

1
2

exp

(
−1

2
(xl − µl)A

−1
lk (xk − µk)

)
dx (A.8)

A が共分散行列となるとき，それは正定値対称行列となるため，A を式 (A.9) と表すことがで

きる．
Aij = PmiλmkλklPlj (A.9)

λij は Aの固有値の平方根を対角成分にもつ対角行列，Pij は Aの固有ベクトルからなる直交行

列であり，PimPjm = δij を満たす．また，|P | = 1である．

これらを用いて，式 (A.10)の変換を用いれば，式 (A.8)を式 (A.11)と表すことができる．

yi = λ−1
ij Pjk(xk − µk) (A.10)

Bij =

∫
RD

(xi − µi)(xj − µj)
1

(2π)
D
2 λ11λ22 · · ·λDD

exp

(
−1

2
ykyk

)
dx (A.11)

縮約記法を用いれば以下のように式を変形し，xi を yi で表すことができる．まず，式 (A.10)の両

辺に λli を乗じる．この操作により，lが free index，i が dummy index となる．

λliyi = λliλ
−1
ij Pjk(xk − µk)

= δljPjk(xk − µk)

= Plk(xk − µk)

同様に，両辺に Plm を乗じれば式 (A.12)が得られる．

Plmλliyi = PlmPlk(xk − µk)

= δmk(xk − µk)

xi − µi = Pliλlmym (A.12)

式 (A.12)から微小要素は式 (A.13)の関係を持つ．

δimdxm = Pliλlmdym (A.13)

積分に現れる微小体積要素 (Jacobian) は基底ベクトルが描く微小体積に等しく，また，行列式は

列ベクトルの描く体積に等しいため [33]式 (A.14)と書ける．ただし，Ex
ij = δij，Ey

ij = Pliλlj で

ある．
|Ex|dx1dx2 · · ·dxD = |Ey|dy1dy2 · · · dyD (A.14)
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Ey
ij は式 (A.15)と求めることができる．

|Ey| = |λ||P |
|Ey| = λ11λ22 · · ·λDD|P |

= λ11λ22 · · ·λDD

(A.15)

この結果を用いて，式 (A.11) を式 (A.16) と変形できる．ただし，dy = dy1dy2 · · · dyD として
いる．

Bij = PniλnhPljλlm

∫
RD

yhym
1

(2π)
D
2

exp

(
−1

2
ykyk

)
dy (A.16)

添字表記では全てをスカラーとして扱い，交換法則が成り立つことから式 (A.16)のように自由度

の高い変形ができる．一方で，演算規則は添字の指定方法で定められているため，厳密性は失われ

ない．

ここで，Gauss 積分について式 (A.17)が成り立つ．∫
RD

yhym
1

(2π)
D
2

exp

(
−1

2
ykyk

)
dy = δhm (A.17)

式 (A.17)を用いれば，式 (A.16)を式 (A.18)と変形でき，これは式 (A.9)の定義と等しいため，

共分散行列 B は Aに等しいことを確かめられる．

Bij = PniλnhPljλlmδhm

= PniλnmPljλlm

Bij = PniλnmλmlPlj (A.18)

次元が固定的であるモデルに対しては縮約記法を用いることができ，より大規模なモデルになれ

ば添字による表記を用いた解析は必須となる．また，添字による表記法は線形代数で用いられる太

字の表記と違い，そのままプログラムに実装することが可能であるため，計算機科学，情報学の分

野において有用性が高いと考えられる．
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付録 B

諸式の導出

B.1 Metropolis 基準

Metropolis 基準と対称な提案分布を用いた遷移確率分布 p
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
と

p
(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
は式 (B.1)，式 (B.2)でそれぞれ表される．

p
(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
=

1

Zp (yΛ)
AM (xΛ,yΛ) q

(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
(B.1)

p
(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
=

1

Zp (xΛ)
AM (yΛ,xΛ) q

(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
(B.2)

上記式から，式 (B.1)，式 (B.2)は詳細釣り合い条件を満たすことがわかる．また，式 (B.3)の結果

から周辺分布 p
(
xΛ(n) = xΛ

)
は元の分布 p (xΛ)に従うことがわかる．

p
(
xΛ(n) = xΛ

)
=
∑
yΛ

1

Zp (yΛ)
AM(xΛ,yΛ)q

(
xΛ(n) = xΛ|xΛ(n−1) = yΛ

)
p (yΛ)

= p (xΛ)
∑
yΛ

1

Zp (xΛ)
AM (yΛ,xΛ) q

(
xΛ(n) = yΛ|xΛ(n−1) = xΛ

)
= p (xΛ)

(B.3)
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B.2 Boltzmann 分布と経験分布の相対情報量の勾配

相対情報量 l(θ) の u (∈ θ) に関する勾配は次のように求まる．θ はパラメータの集合である．

∂l

∂u
= −

∑
xΛ

q(xM )
∂

∂u
ln

∑
xΛ\M

p(xΛ)


= −

∑
xM

q(xM )
1∑

xΛ\M
p(xΛ)

∂

∂u

∑
xΛ\M

exp (−ϕ (xΛ))∑
yΛ

exp (−ϕ (yΛ))

= −
∑
xM

q(xM )
1

p(xM )

∑
xΛ\M

−∂ϕ (xΛ)

∂u
p(xΛ) + p(xΛ)

∑
yL

∂ϕ (yΛ)

∂u
p(yΛ)


=
∑
xM

q(xM )
∑
xΛ\M

∂ϕ (xΛ)

∂u
p(xΛ\M |xM )−

∑
yΛ

∂ϕ (yΛ)

∂u
p(yΛ)

=
∑
xΛ

(
∂ϕ (xΛ)

∂u
q(xM )p(xΛ\M |xM )− ∂ϕ (xΛ)

∂u
p(xΛ)

)
(B.4)

式 (B.4)は式 (2.56)に等しい．

EM 法では，パラメータ更新を行うとき，事後分布 p
(
xΛ\M |xM

)
は定数であるとみなす．よっ

て，式 (2.55)を uで微分する手続きは以下のようになる．

∂l

∂u
= −

∑
xΛ

q(xM )p
(
xΛ\M |xM

) ∂

∂u
ln p (xΛ)

= −
∑
xΛ

q(xM )p
(
xΛ\M |xM

) ∂

∂u

{
−ϕ (xΛ)− ln

[∑
yΛ

exp (−ϕ (yΛ))

]}

= −
∑
xΛ

q(xM )p
(
xΛ\M |xM

){
−∂ϕ (xΛ)

∂u
+
∑
yΛ

∂ϕ (yΛ)

∂u
p(yΛ)

}

=
∑
xΛ

(
∂ϕ (xΛ)

∂u
q(xM )p(xΛ\M |xM )− ∂ϕ (xΛ)

∂u
p(xΛ)

)
(B.5)
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B.3 温度分布を持つ Boltzmann Machine の条件付き確率

式 (3.23) の導出は以下の手順に従う．

V0 = VK+1 = ∅, T0 = 1, TK+1 = 1の仮定のもと，式 (3.21)における指数関数の引数となってい

る項に式 (3.22)を代入した結果は，式 (B.6)に等しい．

−
K∑
l=1

ϕl (zΛ)

Tl
=

K∑
l=1

 1

Tl

∑
h∈Vl

zhbd(h) +
1

2Tl

∑
h∈Vl

∑
j∈Vl−1

zhwc(h,j)zj

+
1

2Tl−1

∑
h∈Vl−1

∑
j∈Vl

zhwc(h,j)zj

 , (B.6)

2.3.4節で説明する，cに関する対称性の条件を用い，式 (B.6)を式 (B.7)と書くことができる.

−
K∑
l=1

ϕl (zΛ)

Tl
=

K∑
l=1

 1

Tl

∑
h∈Vl

zhbd(h) +
1

Tl− 1
2

∑
h∈Vl−1

∑
j∈Vl

zhwc(h,j)zj

 . (B.7)

確率の乗法定理式 (2.8)より,条件付き確率 p
(
xi|xΛ\{i}

)
は式 (B.8)と表せる.

p
(
xi|xΛ\{i}

)
=

p (xΛ)∑
yi

p
(
yi,xΛ\{i}

) . (B.8)

式 (B.7)と式 (3.21)を式 (B.8)に代入し，分母分子で共通の因数を約分することで以下の式を得

ることができる．

p
(
xi|xΛ\{i}

)
=

exp
(
A
(
xi,xΛ\{i}

))∑
yi

exp
(
A
(
yi,xΛ\{i}

)) , (B.9)

Aは式 (B.10)で定義される. ここで，3.2.3節でも説明している通り，i ∈ Vk であることに注意

されたい．

A
(
zi, zΛ\{i}

)
=

zibd(i)

Tk
+

∑
j∈Vk−1

ziwc(i,j)zj

Tk− 1
2

+
∑

j∈Vk+1

ziwc(i,j)zj

Tk+ 1
2

. (B.10)

yi の属する状態空間 {0, 1}と式 (B.9)において A
(
0,xΛ\{i}

)
= 0であることを考慮し，xi = 1

となる確率は式 (B.11)により与えられ，これは式 (3.23)に等しい.また，∀k ∈ {1, . . . ,K} , Tk = 1

とすれば，式 (2.31)に一致する．

p
(
xi = 1|xΛ\{i}

)
= fσ

(
A
(
1,xΛ\{i}

))
. (B.11)
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B.4 逆写像の共通部分

ある集合 Aから B への写像 f : A → B があるとき，式 (B.12)が成り立つことを証明する．

∀b, b′ ∈ B, b ̸= b′ ⇒ f−1(b) ∩ f−1(b′) = ∅ (B.12)

ここで，集合 U に対し，ある命題 P1, P2 により定義される集合 X1 := {x ∈ U |P1(x)} , X2 :=

{x ∈ U |P2(x)} があるとき，∀x ∈ U, x ∈ X1 ∩ X2 ⇔ P1(x) ∧ P2(x) であり，また，X1 = ∅ ⇔
¬ (∃x ∈ U, x ∈ X1) である．これらから，X1 ∩X2 = ∅ ⇔ ¬ (∃x ∈ U,P1(x) ∧ P2(x)) である．こ

の性質と，2.1.3節で説明する逆写像の定義を用い，式 (B.12)を次のように変形できる．

∀b, b′ ∈ B, b ̸= b′ ⇒ f−1(b) ∩ f−1(b′) = ∅
⇔∀b, b′ ∈ B, b ̸= b′ ⇒ ¬ (∃a ∈ A, f(a) = b ∧ f(a) = b′) (B.13)

式 (B.13)が成り立つことは自明である．よって，式 (B.12)は成り立つ．
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付録 C

Newton-Raphson 法と勾配降下法

Newton 法とは D 次元変数 x = (xi ∈ R|i = 1, 2, ..., D) の上に定義される多次元目的関数

f(x) = (fi(x) ∈ R|i = 1, 2, ..., D)が満たす，式 (C.1)で与えられる連立方程式を数値的に解く手

法である．また，本手法の派生系として勾配降下法がある．

fi = 0, i = 1, 2, ..., D (C.1)

以下，特に曖昧さがなければ i = 1, 2, ..., D の表記を省略する．また，Einstein の縮約記法を用

いる (付録 A)．一次元変数 xとその上に定義される目的関数からなる f(x)方程式 f(x) = 0につい

て Newton 法を紹介する．式 (C.2)は τ → ∞の極限において 0に収束する．

∂f

∂τ
= −f (C.2)

式 (C.2)を Euler 陽解法により解く方程式は式 (C.3)で与えらる．

f(τ +∆τ)− f(τ)

∆τ
= −f(τ) (C.3)

また，τ を∆τ で割った余りが 0であるとき，式 (C.4)と変形できることから，式 (C.3)が τ → ∞
において収束するための必要条件は 0 < ∆τ < 2となる．

f(τ) = f(0)(1−∆τ)
t

∆τ (C.4)

ここで，微分の連鎖規則を用いて式 (C.2)に変数 xを関連付ければ，式 (C.5)で与えられる 1次

元変数に対する Newton-Raphson法の更新式が得られる．

x(τ +∆τ) = x(τ)−∆τ

(
∂f

∂x

)−1

f(τ) (C.5)

D 次元連立方程式においても同様の考えで導出することができる．式 (C.6)で与えられる連立微

分方程式を考える．
dfi
dτ

= −fi (C.6)

多次元変数についての連鎖規則は微小変化 dfi に対して式 (C.7)により全微分で与えられる．

dfi =
∂fi
∂xj

dxj (C.7)
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式 (C.7)を式 (C.6)へ代入し，Jacobi行列 ∂fi
∂xj
を J とおけば式 (C.8)が得られる．

dxi

dτ
= −

(
J−1

)
ij
fj (C.8)

式 (C.8)を Euler 陽解法で近似した式 (C.9)を用いて解を求める手法がD次元連立方程式におけ

る Newton-Raphson 法である．

xi(τ +∆τ) = xi(τ)−∆τ
(
J−1

)
ij
fj(x(τ)) (C.9)

また，J の代わりに，対角成分以外を 0と近似した式 (C.10)で与えられる Rij を用いて更新式を

式 (C.11)とした場合でも，J が対角優位行列であるならば解を得ることができる [20]．

Rij =
∂fi
∂xj

δ (i = j) (C.10)

xi(τ +∆τ) = xi(τ)−∆τ (F )
−1
ij fj(x(τ)) (C.11)

勾配降下法はD次元変数の上に定義されたスカラーポテンシャルE(x)を最小化する手法であり，

xが開区間に定義されているならば，E(x)の最小値は極小値となる場所にある．Newton-Raphson

法の目的関数として式 (C.12)で与えられるものを用いる．

fi =
∂E

∂xi
(C.12)

このとき，Jij = ∂2E/(∂xj∂xi)となり，これは Hessian 行列とも呼ばれる．ここで，勾配降下

法では極値ではなく，より低いポテンシャルの値を求めることが目的であるため，xは常に勾配の

負の方向に修正されることが望ましい．そのような修正式は式 (C.11)を変形した式 (C.13)により

与えられる．

xi(τ +∆τ) = xi(τ)−∆τF−1
ij

∂E

∂xj
(C.13)

Fij は式 (C.14)により定義される．

Fij =

∣∣∣∣ ∂2E

∂xj∂xi

∣∣∣∣δ (i = j) (C.14)

機械学習の領域では，Hessian 行列と ∆τ をまとめて学習率 ϵとした式 (C.15)を通常勾配降下法

と呼ぶ．

xi(τ +∆τ) = xi(τ)− ϵ
∂E

∂xi
(C.15)

9
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