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【論文の内容の要旨】 
 
 トロピカル幾何学では, 以下に述べるように, 幾何学的な観点からの研究, 代数学的な観

点からの研究, そして, 応用数学的な観点からの研究が為されている. 例えばKatz は,トー

リック多様体の 2 つの部分多様体の交点数がそのトロピカル化の交点数に等しいことを示

している([K])が, これは幾何学的な観点からの研究である. 代数学的な観点からは, 近年, 
トロピカル幾何学を代数的に基礎付ける動きがあり, 2016年には Giansiracusa らによって

トロピカルスキームが定義された([GG]). 応用数学的な観点からの研究としては, 例えば

Kobayashi, Odagiri による, プロジェクトネットワークにおけるクリティカルパスの遷移

についての研究が挙げられる([KO]). 
 このように, トロピカル幾何学では様々な観点からの研究が為されている. そこで, 今後

それらの総合的な研究が進むことを期待して, 本論文では上述の 3 つのそれぞれの観点か

らの研究を行った. 以下, それぞれの内容について述べる. 
 
１．A characterization for tropical polynomials being the minimum finishing time of 
project networks 
 
いくつかの作業の集まりであって, 前後関係が与えられたものをプロジェクトネットワ



ークという. プロジェクトネットワークの各作業 𝑖𝑖 に作業時間 𝑡𝑡𝑖𝑖 が与えられたとき, プ
ロジェクトネットワーク全体の最短完了時間は 𝑡𝑡𝑖𝑖 のトロピカル多項式として表される. こ
こで, トロピカル多項式とはトロピカル半体 𝕋𝕋 = (ℝ∪ {−∞},⊕,⊙) 上の多項式である. た
だし, ⊕, ⊙ はそれぞれ 

𝑎𝑎 ⊕ 𝑏𝑏 = max{𝑎𝑎,𝑏𝑏} ,   𝑎𝑎 ⊙ 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 
で定義される.  

プロジェクトネットワークの最短完了時間として得られるトロピカル多項式(以下, R多

項式) は, 次の性質を満たす. 
(1) 各変数について 1 次式. 
(2) 係数はすべて 0 (積の単位元) . 
(3) どの項も他の項を割り切らない. 

これらを満たすトロピカル多項式をP多項式という. Kobayashi, Odagiri の [KO] におけ

る研究では, R多項式については上記の性質のみが用いられた. そこで, R多項式についてよ

り詳しい性質がわかれば, それをトロピカル多様体の言葉に言い換えることで Kobayashi, 
Odagiri の結果をさらに精密なものにできるのではないかと考え, R多項式の特徴付けにつ

いて研究した. 
 まず, すべてのR多項式が term extendability と呼ばれる性質を持つことを示した. 次
に, term extendabilityを持つP多項式全体は単純グラフと１対１に対応することを示した. 
これにより, R多項式の特徴付けは対応する単純グラフの特徴付けに帰着される. 最終的に, 
頂点彩色を用いて以下の特徴付けを得た. 
定理 term extendability を持つ 𝑑𝑑 次P多項式がR多項式であるための必要十分条件は, 
対応する単純グラフにある頂点彩色が存在して, 次の条件を満たすことである: 
 (0) 隣接する 2 頂点は、色が異なる,  
 (1) 使用する色は 𝑐𝑐1, … , 𝑐𝑐𝑑𝑑の 𝑑𝑑 色で, 𝑐𝑐1 < ⋯ < 𝑐𝑐𝑑𝑑 なる順序を持つ,  
 (2) 3 頂点 𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3 の色が 𝑐𝑐𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑗𝑗 , 𝑐𝑐𝑘𝑘  のとき, 𝑣𝑣1 と 𝑣𝑣2 , 𝑣𝑣2 と 𝑣𝑣3 が隣接し, 𝑐𝑐𝑖𝑖 < 𝑐𝑐𝑗𝑗 <

𝑐𝑐𝑘𝑘ならば, 𝑣𝑣1 と 𝑣𝑣3 は 隣接する.  
 
2. Genera of the tropicalizations of curves over an algebraic function fields of one 
variable 
 
𝐾𝐾 を非アルキメデス的加法的付値を持つ体とする. トーラス (𝐾𝐾×)𝑛𝑛 の部分多様体 𝑋𝑋 に

対してそのトロピカル化 trop(𝑋𝑋) が定まるが, 曲線をトロピカル化した際, 一般には種数

が保たれないことが知られている. 本研究では, 種数を保つトロピカル化をいかにして得

るかを研究した. 
トロピカル化を扱う文献では, 𝐾𝐾 の例として局所的なもの, すなわち, 本質的に付値を

一つしか持たないものがよく挙げられるが, 本研究では 𝐾𝐾 が複数の付値を持つ場合, 特に, 
係数体が ℂ 上の 1 変数代数関数体である場合を扱った. 複数の付値を用いることによりト

ロピカル化の族を考え, 次の結果を得た. 
定理  𝐾𝐾 を ℂ 上の 1変数代数関数体とする. 𝐸𝐸 を 𝐾𝐾 上の楕円曲線とし, 𝐸𝐸 の 𝑗𝑗-不変量が定



数でないと仮定する. このとき, 𝐾𝐾 の有限次拡大 𝐿𝐿 , 𝐸𝐸 ×Spec 𝐾𝐾 Spec 𝐿𝐿 と双有理同値な曲線

 𝐶𝐶 ⊂ ℙ𝐿𝐿2 , 𝐿𝐿 上の付値 𝑣𝑣 が存在して, 𝐶𝐶 ∩ 𝑇𝑇 の 𝑣𝑣 によるトロピカル化の種数は 1 となる. ここ

で, 𝑇𝑇 は ℙ𝐿𝐿2 の big torus である. 
 
3. Tropical ideals in tropical polynomial function semirings 
 
 まず背景として, Maclagan, Rincón による以下の研究がある([MR]). 𝕋𝕋 を 1.で述べた

トロピカル半体とする. トロピカル多項式 𝑓𝑓 に対し、トロピカル超曲面 𝑉𝑉(𝐼𝐼) が 
𝑉𝑉(𝑓𝑓) = {𝐰𝐰 ∈ ℝ𝑛𝑛 | 𝑓𝑓(𝐰𝐰) = −∞  or  𝑓𝑓(𝐰𝐰)は少なくとも２項で最大値をとる} 

によって定まる. さらに, トロピカル多項式半環 𝕋𝕋[x1, … , xn] のイデアル 𝐼𝐼 に対し, トロピ

カル多様体 𝑉𝑉(𝐼𝐼) を 𝑉𝑉(𝐼𝐼) = ⋂ 𝑉𝑉(𝑓𝑓)𝑓𝑓∈𝐼𝐼  によって定める. トロピカル多様体は多面体複体の

構造を持つことが期待されるが、一般のイデアルに対しては必ずしもそうはならない. そ
こで[MR]では, 特別なイデアルのクラスとして, トロピカルイデアルを定義した. そして, 
𝐼𝐼 がトロピカルイデアルであればトロピカル多様体 𝑉𝑉(𝐼𝐼) は多面体複体の構造を持つこと

を示した. 
 一方, トロピカルイデアルの具体例については Maclagan らによっていくつか与えら

れたが, より一般の例を得ることは困難であった. 一般には, あるトロピカル多項式の倍

数全体のなすイデアルですらトロピカルイデアルとはならない. また, トロピカルイデア

ル同士の和, 積, 共通部分がトロピカルイデアルであるとは限らず, これらの操作を用い

ても簡単には例は得られない. 
 本研究の目的は, トロピカルイデアルの定義を改良し, 生成や和, 積などの操作が許さ

れるようにすることである. そのために, トロピカル多項式半環 𝕋𝕋[𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] ではなくト

ロピカル多項式関数半環 𝕋𝕋[𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]/~ におけるトロピカルイデアルを定義した. ここで

同値関係 ~ は 
𝑓𝑓~𝑔𝑔 ⇔ 𝑓𝑓(𝐚𝐚) = 𝑔𝑔(𝐚𝐚)        𝐚𝐚 ∈ ℝn 

によって定義される.  
今回は特に 1 変数の場合を扱った. この場合, 多項式でなく多項式関数を扱う利点とし

て, 任意のトロピカル多項式関数が 1 次式の積で表せることが挙げられる. 以下が本研究

の主定理である.  
定理 1 任意の𝜑𝜑 ∈ 𝕋𝕋[𝑥𝑥]/~ に対し, 〈𝜑𝜑〉 ≔ {𝜑𝜑⊙𝜓𝜓 | 𝜓𝜓 ∈ 𝕋𝕋[𝑥𝑥]/~} はトロピカルイデアルで

ある. 
定理 2 任意のトロピカルイデアルは 〈𝜑𝜑〉 の形で表される. 
これらの定理を用いて, さらに我々のトロピカルイデアルは共通部分を取ることについ

て閉じていて, 和や積を自然に定義できることを示した.  
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