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概要

本稿では，解析解の存在しない複雑な金融派生証券の価格付けに対して威力を発揮する

新しい方法として，Wiener-It̂oカオス展開を応用した近似手法を導入する.

本手法は，原資産価格が連続Markov過程に従う場合に，派生商品の近似価格を明示的

に評価することを可能とする一般的な手法である.

本近似の精度は非常に高く，他の先行研究では正確に近似することができなかった，満

期が長くボラティリティが高い場合においても近似の精度を維持することが可能となった.

また，近似解の計算速度は十分に速く，実務的にも極めて有用であることを強調しておく.

数値検証では，市場に即したデータを用いて多彩な数値実験を行い，実務への応用につ

いても議論する.

キーワード: Wiener-It̂oカオス展開，Hermite多項式，逐次代入法，局所ボラティリティ・

モデル，確率ボラティリティ・モデル，デリバティブ
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第1章 序章

Markov過程は，数学的に扱い易いことに加え，その豊かな表現性から広く経済学やファ

イナンスの分野で確率現象のモデル化に用いられてきた.金融派生商品の価格付けにおい

ても，原資産の従う価格過程をMarkov過程で表現することが多い.

一例として，実務では資産価格を表現するため局所ボラティリティ・モデルや確率ボラ

ティリティ・モデル，あるいはそれらを複合したモデルが広く支持を受けている.しかし，

そのような原資産の上に書かれたヨーロピアン・オプション価格の厳密な解析解は，多く

の場合存在しない.一方，実務においてモデルのキャリブレーションに用いるに足る十分

な流動性を持った商品は，大半の場合はヨーロピアン・オプションに限られる.したがっ

て，ヨーロピアン・オプション価格の効率的算出の可否が原資産のモデル化における実質

的なボトルネックとなっている.

本稿では，このギャップを埋めるため近似による解析解を算出する新しい手法を考案す

る.本手法は，以下に述べる従来の手法に比べて，近似の精度が格段に向上することに加

え，計算速度も十分に速い.さらに，ヨーロピアン・オプションに限らず，一般の金融派

生商品の価格付けに対しても応用することが可能である.

近年，満期の長い商品が店頭デリバティブ市場で活発に取引されるようになった.同時

に，株式，為替，金利等のオプション市場では，ヨーロピアン・オプションのボラティリ

ティにスキューやスマイルと呼ばれる構造が観察される. しかし，従来の Black-Scholes

モデルが仮定する拡散過程では，市場のスキューやスマイルを再現することができない.

キャリブレーションの対象となるオプション市場のスキューやスマイルを取り込むこと

は，広範囲に渡る満期や行使価格からなるポジションを持つ実務家にとって，非常に重要

な問題であるため，複雑なモデルを使う必要性が増してきているのである.

既に多くの先行研究が，解析解のない金融派生商品の価格付けに挑戦している.例えば，

数値的に偏微分方程式を解く有限差分法やモンテカルロ法を用いて解を求める手法が広

く提案されている.しかし，それらの手法を実務に応用した場合，モデルのキャリブレー

ションに伴う計算時間が膨大に膨れ上がるため現実的でない. このような状況の下では，

近似により解析解を算出する手法が唯一の解決策であると考えられる.

Fouque et al. (2000)は，確率ボラティリティ・モデルに対して特異摂動の手法を用いて，

ボラティリティの確率過程が従う不変分布の周りで偏微分方程式を漸近的に展開し，オプ

ション価格の近似解を算出した.この手法の理論的根拠はFouque et al. (2003a)において議
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論されている. Hagan et al. (2002)は，原資産がSABRモデルに従う場合のヨーロピアン・

コール・オプションの価格式を特異摂動の手法を用いて導いた. 同様に，De Jong (2010)

は接合漸近展開法を用いて，特異摂動問題における近似解を導くことで，幾つかの具体的

な連続Markov型モデル及び確率ボラティリティ・モデルのもとでヨーロピアン・コール・

オプションの価格式を算出した.

Kunitomo and Takahashi (1992)は，小分散理論と呼ばれる漸近理論を発展させ，原資産

の価格過程が対数正規過程に従う場合におけるアジア型オプション契約の価格付けを行っ

た. Yoshida (1992a)は，Watanabe (1987)が導いた結果を用いて，Kunitomo and Takahashi

(1992)の手法に対する数学的な解釈を与えた.また，この漸近展開による近似は，ボラティ

リティを０に近づければ，厳密解に完全に一致することが数学的に示されている. Takahashi

(1999)は，小分散理論を用いて，原資産の価格過程が連続Markov型確率微分方程式に従

う場合におけるヨーロピアン・オプションの価格式を近似解の形で導いた.この分野におけ

る，重要な先行研究としてKunitomo and Takahashi (2003)，Takahashi and Takehara (2007)

を挙げておく. これらの論文において用いられている近似は，Malliavin解析における渡

辺・吉田理論と呼ばれる分析に基づき正当化されている.

拡散過程における遷移確率や尤度関数を近似する手法も提案されている. Aı̈t-Sahaliaは，

遷移確率を Hermite多項式で展開し，原資産が一次元 (Aı̈t-Sahalia (2002))および多次元

(Aı̈t-Sahalia (2008))のMarkov型確率過程に従う場合における対数尤度関数の近似解を算

出した. Xiu (2011)は，同様の手法を用いて，幾つかの具体的な拡散過程を提示し，その

過程の下でのヨーロピアン・オプション価格の近似解を算出した.

実務においても，これらの手法を用いた金融派生商品の価格付けが一般的になってき

た.しかし，これらの手法に共通する性質として，ボラティリティが高く満期が長い場合

において，近似の精度が格段に悪くなることが知られている.一方で，10年を超えるよう

な長い満期を持った派生商品は店頭デリバティブ市場では広く普及してきた.さらに，こ

ういったオプションのインプライド・ボラティリティは大概の場合スマイルやスキューを

有している.マーケットの包含するスマイルやスキューの影響を適切に価格に織り込むこ

とは，広範囲に渡る行使価格や満期において大きなエクスポージャーを負っている株式，

金利，為替といったデリバティブを扱うデスクでは，非常に重要な問題である.これらの

要求を満たすためには，より高い精度の近似が要求される.

原資産が従う確率過程のキュムラント (即ちモーメント)が直接算出できる場合には，密

度関数をキュムラントの項で展開するEdgeworth展開やGram-Charlier展開が有用である.

これらの展開の概要は，対象となる分布の固有関数を扱いやすい分布 (大概が正規分布)の

固有関数で近似し，逆フーリ工展開を用いて，もとの分布の密度関数を算出するという

ものであり，無限級数展開においてこれら二つの展開は完全に一致する.ただし，有限級

数展開では各項の配列の違いから二つの展開の精度に違いが生じる. Collin-Dufresne and

Goldstein (2002)は，Edgeworth展開を用いて原資産がアフィン型期間構造モデルに従う場
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合における，利付き債の将来価値及びスワップションの算出方法を提案した. Tanaka et al.

(2010)はGram-Charlier展開を金利派生商品及び信用派生商品の価格付けに応用し，CMS,

CMSオプション，CDS等の近似解を算出した.しかし，一般の連続Markov過程ではモー

メントの算出が困難な場合が多く，一般にこれらの展開は本稿の問題に応用できない.

上記した先行研究の欠点を克服するため，本稿では新しい手法を提案する.カオス展開

法を用いた近似の概要は，以下の通りである. まず，Wiener-It̂oカオス展開に基づき原資

産価格をHermite多項式で展開する.次に，展開された原資産価格に対して逐次代入を繰

り返すことで，伊藤の重複積分の形に書き換える. この際，3次の重複積分迄を残し，残

りの項を切り捨てる近似を行う.最後に，近似された原資産価格の従う特性関数を算出し，

特性関数の反転公式を用いて密度関数を近似する.

さらに本稿では，近似の精度を検証するため，市場に則したデータを用いて数値例を示

す. 結果として，短期及び長期のオプションに対して市場で観測されるボラティリティ・

スキューを高い精度で復元することに成功した.さらに，先行研究との比較を通して本稿

の提案する手法の近似の精度が圧倒的に優れていることを示す.特に従来の手法では急速

に近似の精度が劣化した満期が長くポラティリティが高いオプションに対しても高い精度

が保たれる点を強調したい.

本稿の構成は，以下の通りである.最初に，第２章で金融派生証券の価格付けに対して

威力を発揮する新しい方法として，局所ボラティリティ・モデルにWiener-It̂oカオス展開

を応用したヨーロピアン・オプションの近似手法を解析的に算出する. 次に第３章では，

確率ボラティリティ・モデルに，第４章では局所ボラティリティ・モデルに確率金利モデ

ルを付与した場合のWiener-It̂oカオス展開を論じる.第５章では，より複雑な派生商品へ

の応用として，アジア型オプションやバスケット・オプションへの応用を議論する.最後

に第５章で本稿をまとめる.
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第2章 Wiener-It ôカオス展開

2.1 はじめに

本章では，原資産価格が局所ボラティリティ・モデルに従うとき，金融派生証券の価格付

けに対して威力を発揮する新しい方法として，Wiener-It̂oカオス展開を応用したアプロー

チを提案する1.

従来の Black-Scholesモデルでは，市場のスキューやスマイルを再現できないことは良

く知られている.この欠点を補うため，Black-Scholesモデルの改良として，原資産価格の

ボラティリティを時間あるいは原資産価格を変数とする関数で表現した，局所ボラティリ

ティ・モデルが提案された．

Dupire (1994， 1997)とDerman and Kani (1994)は，リスク中立測度の下で原資産に局

所ボラティリティ・モデルを仮定したとき，ヨーロピアン・オプションの価格より導かれ

る密度関数を用いて，ボラティリティ関数が唯一に決まることを示した.古典的な局所ボ

ラティリティ・モデルとして，Cox and Ross (1976)が発案した定弾性分散 (CEV)モデル，

Rubinstein (1983)やMarris (1999)が提唱した拡散変換 (DD)モデルが広く知られている.

これらのモデルでは，瞬間ボラティリティ関数を原資産価格の単調減少関数として表現す

ることで，インプライド・ボラティリティの形状にスキューを持たすことを可能にしてい

る.一方，Brigo and Mercurio (2000a，2000b)が提案した対数混合（lognormal-mixture）モ

デルでは，インプライド・ボラティリティのスキューとスマイルを表現することが可能で

ある. Dupireの方法では，実務上，入力となる市場で観測されるインプライド・ボラティ

リティを補間する必要があるが，CEV，DD，lognormal-mixtureモデルではその必要はな

く，実務では現在も好んで用いられている.

序章で述べたように，実務家にとってオプション市場への効率的なキャリブレーション

は，モデルを選択する上で非常に重要なファクターになっている．しかし，一般の局所ボ

ラティリティ・モデルの上に書かれたヨーロピアン・オプションの価格に対する厳密な解

析解は，多くの場合存在しない.このため，ヨーロピアン・オプション価格の効率的算出

の可否が，原資産のモデル化における実質的なボトルネックとなっているのが現状である.

本章では，原資産価格が任意の局所ボラティリティ・モデルに従う場合に，カオス展開

法を用いて近似的にヨーロピアン・オプション解析解を算出する新しい手法を考案する.

1本章の内容は，Funahashi (2012)と Funahashi and Kijima (2015)を参照している.
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まず準備として第２節で，本章で対象とするモデルを決める. 第３節で，（本稿で提案す

る）逐次代入法を導入し，原資産価格を伊藤の重複積分の形で展開する.第４節で，展開

した原資産価格を用いて，特性関数を算出し，近似した特性関数に対して反転公式を適用

することで，原資産価格の確率過程が従う密度関数を近似する.最後に第５節で，算出さ

れた密度関数を用いて近似されたヨーロピアン・オプションの価格式を算出する.

本稿を通して，(Ω，F，Q，{Ft}t≥0)を通常の条件を満たしたフィルター付き確率空間と

し. 確率測度Qはリスク中立測度とする. また，Eをリスク中立測度のもとでの　期待値
とする.

2.2 局所ボラティリティ・モデル

資産価格 {St}0≤t≤T は以下の確率微分方程式 (SDE)に従がうと仮定する.

dSt

St

= r(t)dt+ σ(St，t)dWt. (2.2.1)

ただし，r(t)は無リスク金利を表す時刻 tの確定値関数， σ(s，t)はボラティリティを表す

現資産価格と時刻の確定値関数とし，{Wt}t≥0はQのもとでの標準ブラウン運動と定義
する.また，本章では特に断りがない場合 σ(s，t)は (s，t)に関して正則関数であると仮定

する.

伊藤の公式より，

St = S0 exp

[∫ t

0

(
r(u)− 1

2
σ2(Su，u)

)
du+

∫ t

0

σ(Su，u)dWu

]
= F (0，t) exp

[∫ t

0

σ(Su，u)dWu −
1

2

∫ t

0

σ2(Su，u)du

]
を得る.ここで，F (0，t) = S0e

∫ t
0 r(u)duは引き渡し期日 tにおけるフォワード価格である.つ

まり，∥g∥2t =
∫ t

0
g2(u)du，Jt(g) =

∫ t

0
g(u)dWuとすると

St = F (0，t) exp

[
Jt(σ)−

1

2
∥σ∥2t

]
(2.2.2)

である.

2.3 原資産価格の展開

派生商品の価格は任意のペイオフ f(S)に関する期待値E[f(St)]で与えられるため，原

資産価格 Sの分布を算出する必要がある.本節では，最初に 3つの補題をあたえ，それら

を用いて原資産の価格過程を伊藤の重複積分を用いて近似する.
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hn(x)を n次のHermite多項式とする.具体的には，h0(x) = 1として

hn(x) = (−1)nex
2/2 dn

dxn
e−x2/2， n = 1，2，. . . (2.3.1)

である.たとえば，h1(x) = x， h2(x) = x2 − 1， h3(x) = x3 − 3xを満たす.

Hermite多項式を用いて，以下の関係が成り立つ.（証明は，例えばDi Nunno et al. (2009)

の 16ページを参照.）

補題 2.3.1.任意の x ∈ Rと λ > 0に対して，

exp

[
tx− (t

√
λ)2

2

]
=

∞∑
n=0

(t
√
λ)n

n!
hn

(
x√
λ

)
(2.3.2)

が成り立つ2．

したがって，σ ∈ L2([0，T ])において t = 1， x = Jt(σ)，λ = ∥σ∥2t とおくと

exp

(
Jt(σ)−

1

2
∥σ∥2t

)
=

∞∑
n=0

∥σ∥nt
n!

hn

(
Jt(σ)

∥σ∥t

)
(2.3.3)

がいえる.

Ito (1951)により次の補題が導かれている.

補題 2.3.2.σ ∈ L2([0，T ])を時刻 tの確定値関数とするとき

∥σ∥nt
n!

hn

(
Jt(σ)

∥σ∥t

)
=

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ(t1)σ(t2) · · ·σ(tn)dWt1 · · · dWtn (2.3.4)

が成り立つ3.ただし，{Wt}t≥0は 1次元の標準ブラウン運動である.

これらの結果を (2.2.2)に代入して

St

F (0，t)
= exp

[
Jt(σ)−

1

2
∥σ∥2t

]
= 1 +

∞∑
n=1

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ(t1)σ(t2) · · ·σ(tn)dWt1 · · · dWtn (2.3.5)

を得る.

次の命題からあきらかなとおり，(2.3.5)右辺の被加算項は，ある条件のもと nが増大す

れば急速に０に収束する.

2この近似の有効性は，Funahashi and Kijima (2015)の２節で詳しく議論してる．
3この展開は，幾何ブラウン運動におけるWiener-It̂oカオス展開に相当している.
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命題 2.3.1.伊藤の多重積分

In =

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ1(t1)σ2(t2) · · ·σn(tn)dWt1 · · · dWtn

を考える. ボラティリティσk(t)が確定値関数で，任意の tに関して σ̄(t) = maxk σk(t) ∈
L2([0，t])を満たすとき，E[I2n] ≤ ∥σ∥2nt /n!が成り立つ.

証明は，付録 Aに載せた．

したがって，もし ∥σ̄∥tが十分に小さいならば， n次より大きな伊藤の多重積分は（L2

の意味で）0と近似することができる.本稿では，3次以上の伊藤の多重積分を無視する.

次に，逐次代入法を導入する.

補題 2.3.3.T > 0にたいして，可測関数 a(t)と b(t，x)は，適当な定数CとDに対して次

の 2つの条件を満たすとする.

|b(t，x)2|+ |b(t，x)| ≤ C(1 + | log x|)，x ∈ R，t ∈ [0，T ]，

|b(t，x)2 − b(t，y)2|+ |b(t，x)− b(t，y)| ≤ D

∣∣∣∣log(x

y

)∣∣∣∣，x，y ∈ R，t ∈ [0，T ].

このとき，X
(0)
t = X0e

∫ t
0 a(s)dsとし，確率変数X

(k+1)
t を逐次的に

X
(k+1)
t = X0 exp

(∫ t

0

a(s)ds− 1

2

∫ t

0

b2(X(k)
s ，s)ds+

∫ t

0

b(X(k)
s ，s)dWs

)
(2.3.6)

とし，確率変数Xtを

Xt = X0 exp

(∫ t

0

a(s)ds− 1

2

∫ t

0

b2(Xs，s)ds+

∫ t

0

b(Xs，s)dWs

)
(2.3.7)

と定義する.このとき，ほとんど確実にX
(k)
t ，k → ∞はXtに収束する.

証明は，SDE (2.2.1)に強解が存在することを示す証明と全く同様なので省略する.（例

えば，Øksendal (2000)の第５章を参照.）

注意 2.3.1.補題 2.3.3で a(t)と b(t，x)に課された条件は，実務上は強すぎる場合が多い4.

本稿では，特に断りがない場合，逐次代入により解が生成されると仮定する.

さて，これらの補題を用いて原資産価格 Sを伊藤の多重積分で近似することを考える.

確率微分方程式 (2.2.1)の解が

St = F (0，t) exp

[∫ t

0

σ(Su，u)dWu −
1

2

∫ t

0

σ2(Su，u)du

]
(2.3.8)

4あくまで十分条件であり，必要条件ではない.
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であると仮定する.また，S
(0)
t = F (0，t)とし，S

(m)
t を (2.3.6)に従い逐次的に

S
(m+1)
t = F (0，t) exp

[∫ t

0

σm(u)dWu −
1

2

∫ t

0

σ2
m(u)du

]
= F (0，t) exp

[
Jt(σm)−

1

2
∥σm∥2t

]
(2.3.9)

と定義する.ただし，σm(t) = σ(S
(m)
t ，t)である.

ここで，S
(m)
t ，m → ∞は Stに収束すると仮定すると

St = S
(1)
t +

∞∑
m=1

{S(m+1)
t − S

(m)
t } (2.3.10)

がいえる.

一方， (2.3.3)と (2.3.9)より

S
(m+1)
t

F (0，t)
= 1 +

∞∑
n=1

∥σm∥nt
n!

hn

(
Jt(σm)

∥σm∥t

)
を得る.したがって，

Im，n(t) =
1

n!

{
∥σm∥nt hn

(
Jt(σm)

∥σm∥t

)
− ∥σm−1∥nt hn

(
Jt(σm−1)

∥σm−1∥t

)}
(2.3.11)

とおくと，(2.3.10)より

St = S
(1)
t + F (0，t)

∞∑
m，n=1

Im，n(t) (2.3.12)

が従う.

以下では，実務的な理由からm+ n ≥ 4の項を無視することにする5.すなわち，

I :=
∞∑
n=1

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ1(t1)σ2(t2) · · ·σn(tn)dWt1 · · · dWtn

として，ボラティリティσn(t)が確定値関数で， ∥σ̄∥t = maxn ∥σn∥t ∈ L2([0，t])が十分に

小さいとき，命題 2.3.1より，I は十分早く収束すると仮定し， (2.3.12)右辺の 4次以降

の加算項を無視する.

ところで，σ0(t) = σ(F (0，t)，t)が確定値関数であることに注意すると，補題 2.3.2より

S
(1)
t

F (0，t)
= 1 +

∞∑
n=1

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ0(t1)σ0(t2) · · ·σ0(tn)dWt1 · · · dWtn

5本近似の有効性は，５節で数値計算を通して示される.
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であるから，S
(1)
t は

S̃
(1)
t = F (0，t)

[
1 +

∫ t

0

σ0(t1)dWt1 +

∫ t

0

∫ t2

0

σ0(t1)σ0(t2)dWt1dWt2

+

∫ t

0

∫ t3

0

∫ t2

0

σ0(t1)σ0(t2)σ0(t3)dWt1dWt2dWt3

]
(2.3.13)

で近似される.

被加算項 Im，n(t)も確定値関数の伊藤の多重積分で近似することを考える. 本章では，

テーラー展開をもちいて添字mの次元を下げることを考える. Jt(σm) =
∫ t

0
σm(u)dWu =∫ t

0
σ(S

(m)
u ，u)dWuであるから，

Jt(σm) ≈ Jt(σm−1) +

∫ t

0

σ′
m−1(u){S(m)

u − S(m−1)
u }dWu

+
1

2

∫ t

0

σ′′
m−1(u){S(m)

u − S(m−1)
u }2dWu (2.3.14)

がいえる.同様に，

J2
t (σm) ≈ J2

t (σm−1) + 2Jt(σm−1)

∫ t

0

σ′
m−1(u){S(m)

u − S(m−1)
u }dWu (2.3.15)

である.ここで，表記を簡潔にするために

σ′
m(t) := ∂xσ(x，t)|x=S

(m)
t
， σ′′

m(t) := ∂xxσ(x，t)|x=S
(m)
t

とした.また，定義より

S
(m+1)
t − S

(m)
t = F (0，t)

∞∑
n=1

Im，n(t) ≈ F (0，t)
∑

n≤3−m

Im，n(t) (2.3.16)

である.

さて，(2.3.14)と (2.3.15)を繰り返し適用し高次の多重積分を無視すると，各 Im，n(t)は

次のように近似できる.次の補題の証明は，付録 Bに載せる.

補題 2.3.4. (2.3.11)で，定義された Im，n(t)は，以下のように近似される:

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs

+

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs (2.3.17)

+

∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

+
1

2

∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
dWs，
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I1，2(t) ≈
∫ t

0

σ0(s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

+2

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs (2.3.18)

+

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
dWs，

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs. (2.3.19)

また，m+ n ≥ 4のとき，Im，n(t) ≈ 0である.

これまでの結果をまとめると次のことがいえる.

定理 2.3.1.Xt :=
St

F (0，t)
− 1とする.このとき，

Xt ≈
∫ t

0

p1(s)dWs +

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs

+

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs (2.3.20)

+

∫ t

0

p4(s)

(∫ s

0

p5(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

である.ここで，確定値関数 pk(t)は

p1(s) :=

{
σ0(s) + F (0，s)σ′

0(s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
+

1

2
F 2(0，s)σ′′

0(s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)}
，

p2(s) := σ0(s) + F (0，s)σ′
0(s)，

p3(s) := σ0(s) + 3F (0，s)σ′
0(s) + F 2(0，s)σ′′

0(s)，

p4(s) := σ0(s) + F (0，s)σ′
0(s)，

p5(s) := F (0，s)σ′
0(s)

と定義した．

2.4 ヨーロピアン・オプションの近似式

本節では，原資産価格が確率微分方程式 (2.2.1)に従うときのヨーロピアン・オプショ

ンの近似式を導く.以下では，Xtの特性関数を導き，逆関数をもちいてXtの分布を近似

する.
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定理 2.3.1より，

a1(t) =

∫ t

0

p1(s)dWs，

a2(t) =

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs，

a3(t) =

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

+

∫ t

0

p4(s)

(∫ s

0

p5(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

とすると

Xt ≈ a1(t) + a2(t) + a3(t)

である.このとき，a1(t)は平均 0，分散Σt :=
∫ t

0
p21(s)dsの正規分布に従っている.

一方，a1(t)が与えられたときの aj(t)の積率は，直接計算できることが知られている.

証明は，付録Cに載せた.

Xtの特性関数をΨ(ξ) = E[eiξXt ]と定義する.このとき，

Ψ(ξ) ≈ E
[
e{iξ(a1(t)+a2(t)+a3(t))}

]
= E

[
eiξa1(t)

(
1 + iξa2(t) + iξa3(t)−

1

2
ξ2a2(t)

2 +R4

)]
と近似される.ここで，R4は 4次以上の多重積分である.ところで，∣∣E [eiξa1(t)R4

] ∣∣ ≤ E
[
|eiξa1(t)R4|

]
≤

(
E
[
|eiξa1(t)|2

]) 1
2
(
E
[
|R4|2

]) 1
2

=
(
E
[
|R4|2

]) 1
2 ≈ 0

であるから，E
[
eiξa1(t)R4

]
≈ 0がいえる.6

a1(t)が与えられたときの条件付き期待値は，

Ψ(ξ) ≈ E[eiξa1(t)] + iξE
[
eiξa1(t)E[a2(t) | a1(t)]

]
(2.4.1)

+ iξE
[
eiξa1(t)E[a3(t) | a1(t)]

]
− 1

2
ξ2E

[
eiξa1(t)E[a2(t)2 | a1(t)]

]
である.この条件付き期待値は，付録Cの結果から直接計算できる.実際，(C.0.1)，(C.0.2)，

(C.0.3)より

E[a2(t)|a1(t) = x] = q1(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
， (2.4.2)

E[a3(t)|a1(t) = x] = q2(t)

(
x3

Σ3
t

− 3x

Σ2
t

)
， (2.4.3)

E[a22(t)|a1(t) = x] = q3(t)

(
x4

Σ4
t

− 6x2

Σ3
t

+
3

Σ2
t

)
+ q4(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
+ q5(t) (2.4.4)

6Takahashi (1999) and Kunitomo and Takahashi (2001)でもこの近似がもちいられている.
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を得る.ただし，

Σt =

∫ t

0

p21(s)ds，

q1(t) =

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

σ0(u)p1(u)du

)
ds，

q2(t) =

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

σ0(u)p1(u)

(∫ u

0

σ0(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p1(s)p4(s)

(∫ s

0

p1(u)p5(u)

(∫ u

0

σ0(r)p1(r)dr

)
du

)
ds，

q3(t) = q21(t)，

q4(t) = 2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

p1(u)p2(u)

(∫ u

0

σ2
0(r)dr

)
du

)
ds

+2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

σ0(u)p2(u)

(∫ u

0

σ0(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p22(s)

(∫ s

0

σ0(u)p1(u)du

)2

ds，

q5(t) =

∫ t

0

p22(s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
ds

である．ところで，次のことが知られている.

補題 2.4.1.Xは，平均 0，分散Σの正規分布に従うと仮定し，f(x)と g(x)を任意の多項

式とする.このとき，

1

2π

∫
R
e−ikyg(−ik)E

[
f(X)eikX

]
dk = g

(
∂

∂y

)
f(y)n(y; 0，Σ)

が成り立つ.ここで，n(x; a，b)は平均 a，分散 bの正規分布の密度関数である.

上の補題の証明は，次の式の両辺を yについて微分することで簡単に証明することがで

きる：
1

2π

∫
R
e−ikyE

[
f(X)eikX

]
dk = f(y)n(y; 0，Σ).

（詳細は，例えば Takahashi (1999)を参照.）

a1(t)は平均 0，分散 Σtの標準正規分布に従うので，補題 2.4.1が適用できる. よって，

Xtの密度関数は

fXt(x) = n (x; 0，Σt)−
∂

∂x
{E[a2(t)|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)}

− ∂

∂x
{E[a3(t)|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)} (2.4.5)

+
1

2

∂2

∂x2

{
E[a2(t)2|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)

}
+ · · ·

と近似される.ゆえに，(2.4.2)–(2.4.4)を (2.4.5)代入することで，次の結果を得る.
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定理 2.4.1.Xtの密度関数は

fXt(x) ≈ 1

2Σ6
t

n (x; 0，Σt)

[
q3(t)

(
x6 − 15x4Σt + 45x2Σ2

t − 15Σ3
t

)
+Σ2

t (2q2(t) + q4(t))
(
x4 − 6x2Σt + 3Σ2

t

)
(2.4.6)

+Σ3
t

{
2q1(t)

(
x3 − 3xΣt

)
+ q5(t)

(
x2Σt − Σ2

t

)
+ 2Σ3

t

} ]
で近似される.ここで，n(x; a，b)は平均 a，分散 bの正規分布の密度関数である.

また，(2.4.6)中の多項式は全て，Hermite多項式 hn(x)で与えられることに注意すると

Xtの密度関数は，

f̃Xt(x) =
1

2
n (x; 0，Σt)

[
q3(t)

Σ3
t

h6

(
x√
Σt

)
+

(2q2(t) + q4(t))

Σ2
t

h4

(
x√
Σt

)
+

2q1(t)(√
Σt

)3h3

(
x√
Σt

)
+

q5(t)

Σt

h2

(
x√
Σt

)
+ 2

]
　

と書き換えることができる.よって，Stの密度関数を f̃St(x)と表し，(2.4.6)を変数変換す

ると

f̃St(x) =
f̃Xt

(
x

F (0，t)
− 1
)

F (0，t)
(2.4.7)

を得る.

注意 2.4.1.密度関数の全領域での積分は1である.近似密度関数 f̃Xt(x)を f̂(x) := f̃(x)/
∫
R f̃Xt(x)dx

と置き換えることで，この性質を満たすことができる：
∫
R f̂Xt(x)dx = 1.

最後に，資産 Stの上に書かれた，行使価格 Sで満期 tのヨーロピアン・コール・オプ

ションの近似式を算出する.ヨーロピアン・コール・オプションの価格は，K̃ := 1− K
F (0，t)

としたとき，

C(t) = E
[
e−

∫ t
0 r(s)ds (St −K)+

]
= F (0，t)E

[
e−

∫ t
0 r(s)ds

(
Xt + K̃

)+]
で与えられることから，密度関数 fXt(x)をもちいて，

C(t) = S(0)

∫ ∞

−K̃

(
x+ K̃

)
fXt(x)dx

とかける.したがって，次のことがいえる.
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定理 2.4.2.資産 Stの上に書かれた，行使価格 Sで満期 tのヨーロピアン・コール・オプ

ションの価格は，

C(t) ≈ S0n(K̃; 0，Σ)

2
√
2Σ4

[√
2q3(t)(K̃

4 − 6K̃2Σ + 3Σ2)

+Σ2
√
2 (q4(t) + 2q2(t))

(
K̃2 − Σ

)
(2.4.8)

+Σ3
{
−2

√
2q1(t)K̃ +

√
2q5(t)Σ + 2

√
2Σ2

}]
+S0K̃

(
1− Φ(−K̃/

√
Σ)
)

と近似される.ここで，Φ(x)は標準正規分布の密度関数である.

2.5 数値計算

本節では，数値計算を通して，上で提案した近似の精度を検証する.定弾性拡散 (CEV)

モデルでは，(2.4.7)の近似密度関数 f̃St(x)と定理2.4.2のヨーロピアン・オプションの近似

式を厳密解と比較する.さらに，ボラティリティ関数が複雑な非線形モデルに従い，厳密

解が存在しないようなモデルを考え，モンテカルロ法を用いて本近似の精度を検証する.

2.5.1 定弾性拡散 (CEV)モデル

確率微分方程式 (2.2.1)中のボラティリテイ関数が

σ(S，t) := ν(t)Sβ(t)−1， t ≥ 0

で与えられる場合を考える.ここで，ν(t)とβ(t)は時間の確定値関数とする.特に，β(t) = 1

でν(t) = νのとき，原資産価格Stは幾何ブラウン運動に従い，Black-Scholesモデル (Black-

Scholes (1973))と呼ばれている.また，β(t) = 0の時は，原資産価格Stは正規分布に従う.

本節では，ν(t)を相対ボラティリティと呼び，β(s)をCEVのパラメーターと呼ぶことに

する.

以下では，Black-Scholesモデル (β(t) = 1)と平方根モデル (β(t) = 0.5)の 2つを考える.

確率密度関数

近似の精度を確認するために，まず密度関数 f̃St(x)の収束について検証する. 図 2.1に

ν = 0.15，T = 5の Black-Scholesモデル，図 2.2に ν = 1.33，T = 5の平方根モデルに

おける密度関数の収束の様子を示す.ここで，図中の “Analitic” は解析的に求めた密度関
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数7を，“W.I.C. (3rd)”は (2.4.7)で与えた（近似）密度関数を表している. また，近似の収

束の速度を示すため，(2.3.20)中の被積分項をm+n = 1とm+n = 2で近似した場合8の

密度関数も “W.I.C. (1st)”と “W.I.C. (2nd)”として図に載せた.

図より明らかに，近似の次元を上げれば，(2.4.7)の近似精度が向上することが観測され

た.また，3次の近似で実務上十分な精度を持つことが分かる.

オプション価格

以下では，S0 = 80.00，r(t) = 3.0%に固定し，ボラティリティが小さい場合と大きい

場合，満期が短い場合（T = 0.25）と長い場合（T = 5）の 4つのケースを試す.また，精

度を比較する指標として，

Diff =近似解−厳密解

を用いる.

最初に，Black-Scholesモデル (β(t) = 1)を考える.このケースでは，原資産価格は対数

正規分布に従うことから，オプション価格の厳密解が存在している（Black-Scholes formula

(1973)を参照）.図 2.3は，ボラティリティが小さい（左図，ν = 0.15）場合と大きい（右

図，ν = 0.3）場合，満期が短い場合（上図）と長い場合（下図）を示す.図中の “Analytic”

はBlack-Scholes式から導かれたコール・オプションの厳密解，“W.I.C. (3rd)”は定理 2.4.2

より導かれた近似解を表している.

次に，Black-Scholesモデル (β(t) = 0.5)を考える. このケースでも，原資産価格が χ2

分布に従うことから，オプション価格の厳密解が存在している（例えば，Schroder (1989)

を参照）. 図 2.4は，ボラティリティが小さい（左図，ν = 1.33）場合と大きい（右図，

ν = 2.66）場合，満期が短い場合（上図）と長い場合（上図）を示す.ボラティリティは，

各時刻における対数収益率の分散が，ボラティリティ15%と 30%のBlack-Scholesモデル

と一致するように選んだ.

どちらの場合においても，全ての満期と行使価格において，近似の精度は非常に高いこ

とが確認された.誤差は，満期が長いオプションで極端にイン・ザ・マネーやアウト・オ

ブ・ザ・マネーが進んだ場合には，誤差が僅かに拡大する傾向があるが，これらの誤差は，

いずれの場合においても市場で観測されるビット・アスク・スプレットに比べて非常に小

さく，実務上問題を生じることはない.

7Black-Scholesモデルでは対数正規分布，平方根モデルでは χ2 分布の密度関数を載せた.
8それぞれ，多重積分の 1次と 2次までを残す場合に相当している.
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2.5.2 市場へのキャリブレーション

本節では，定理 5.3で与えた近似式を用いて，JPY/USDの為替オプション市場で観測さ

れるボラティリティ・サーフェスへのキャリブレーションを考える.

為替のスポット価格 {St}0≤t≤T は，

dSt

St

= (rd(t)− rf (t))dt+ σ(St，t)dWt， (2.5.1)

に従っているとする.ここで，rd(t)は国内の，rf (t)は外国の無理リスク金利である.

ところで，確率微分方程式 (2.5.1)に対しても，これまでと全く同様の議論が適用でき

るから，為替オプション価格の近似式のは，

C(t) ≈ e−
∫ t
0 rd(s)dsF (0，t)n(K̃; 0，Σ)

2
√
2Σ4

[√
2q3(t)(K̃

4 − 6K̃2Σ + 3Σ2)

+Σ2
√
2 (q4(t) + 2q2(t))

(
K̃2 − Σ

)
(2.5.2)

+Σ3
{
−2

√
2q1(t)K̃ +

√
2q5(t)Σ + 2

√
2Σ2

}]
+e−

∫ t
0 rd(s)dsF (0，t)K̃

(
1− Φ(−K̃/

√
Σ)
)

で与えられる.

(2.5.1)中のボラティリティが，複雑な非線形モデルに従う場合を考える：

σ(St，t) :=
{
α + βx+

γ

x
+ δx2

}
e−ϵx.

ただし，x = St

F (0，t)
と定義し，α， β， γ， δ， ϵを定数とする.

価格式 (2.5.2)を用いて，2011年 7月 11日の為替オプション市場で観測された，満期半

年，1年，5年のボラティリティ・サーフェスにキャリブレーションすることを考える.行

使価格は，市場の慣行に従い，25デルタ・プット，10デルタ・プット，アット・ザ・マ

ネー，10デルタ・コール，25デルタ・コールの 5点を用いた.表 2.1に具体的な数値を示

す.また，他のパラメータは S0 = 80.75， rd(t) = 1.18%，rf (t) = 3.28%とした.表 2.2に，

校正後の各満期におけるパラメータを載せた.

近似の精度を確認するため表2.2で与えたパラメータを用いて，近似式とモンテカルロ・

シミュレーションを用いて計算したオプション価格を図 2.5に載せた. 図中の “MC” はモ

ンテカルロ法， “W.I.C. (3rd)”は近似式 (2.5.1)，“MKT” は表 2.1で与えた市場で観測され

たインプライド・ボラティリティから計算した結果を表している.

図より，広範囲に渡る行使価格と満期において，本章で提案した近似の精度は実務上問

題ないことが観測された.次章では，確率微分方程式が確率ボラティリティに従う場合を

考え，カオス展開近似を発展させる.また，４章ではアジア型オプションなどより複雑な

金融派生商品の価格付けにカオス展開近似を応用する.
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表 2.1:市場で観測された,各満期における為替オプションのストライクとインプライド・ボラティ
リティ

Strike

T 10 Delta Put 25 Delta Put ATM 25 Delta Call 10 Delta Call

6M 71.09 75.76 79.68 83.90 88.51

1Y 65.35 72.57 78.50 85.41 93.04

5Y 43.18 56.62 68.54 90.35 114.67

Implied Volatility

T 10 Delta Put 25 Delta Put ATM 25 Delta Call 10 Delta Call

6M 13.14％ 11.37％ 10.38％ 10.40％ 11.18％

1Y 15.51％ 13.28％ 11.98％ 11.88％ 12.59％

5Y 19.72％ 17.05％ 15.35％ 14.35％ 14.99％

表 2.2:市場で観測されたボラティリテイ（表 2.1）に校正したモデルのパレメータ

T α β γ δ ϵ

6M 3.278 -16.96 3.755 10.27 1.204

1Y -1.414 -3.553 2.362 2.896 0.921

5Y -0.372 0.243 0.284 -0.021 -0.106

2.6 小括

本稿では，金融派生証券の価格付けに対して威力を発揮する新しい方法として，Wiener-

Itôカオス展開を応用した近似手法を導入した.本手法は，原資産価格が連続Markov過程

に従う場合に派生商品の価格を明示的に評価することを可能とする一般的な手法である.

一方で，近似解の計算速度は十分に速く，実務的にも極めて有用である.

本手法における，近似手順は以下の通りである. まず，Wiener-It̂oカオス展開に基づき

原資産価格をHermite多項式で展開する.次に，展開された原資産価格に対して逐次代入

を繰り返すことで，伊藤の重複積分の形に書き換える.この際，3次の重複積分迄を残し，

残りの項を切り捨てる近似を行う.最後に，近似された原資産価格の従う特性関数を算出

し，特性関数の反転公式を用いて密度関数を近似する.

さらに，数値例を通して本手法と先行研究の比較検証をおこなった.その結果，本近似

の精度は非常に高く，他の先行研究では正確に近似することができなかった，満期が長く

ボラティリティが高い場合においても近似の精度を維持することが可能となった. また，
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実際の市場に即したデータを用いて実務への応用についても議論した.それにより，本近

似を用いれば，満期 10年の為替オプションのボラティリティ・サーフェイスを正確に近

似可能であり，近似誤差はビット・アスク・スプレットを考慮すると無視できる程度であ

ることを示した.

本手法の今後の展望として，次章で確率金利モデルや確率ボラティリティ・モデルへの

応用を考える.或いは，４章以降で議論するとおり，ファイナンスにおけるその他の重要

な問題にも拡張可能である.
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図 2.1: 解析的に求めた原資産価格の密度関数と (2.4.7)で近似された密度関数の比較. 図中の
“Analitic” は解析的に求めた密度関数を表し,“W.I.C. (1st)”,“W.I.C. (2nd)”,“W.I.C. (3rd)”は各々1次,2
次,3次の近似密度関数を表している.パラメータは,rd(t) = 3.0%, rf (t) = 0.0%, S(0) = 80.0, ν =

0.15, β = 1.0, T = 5Y とした.
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図 2.3:ヨーロピアン・オプションの厳密解（“Analytic”）と近似解（“W.I.C. (3rd)”）の比較.左図
は ν = 0.15、右図は ν = 0.3,上図は T = 0.33,下図は T = 5 の場合である.他のパラメータ
は,rd(t) = 3.0%, rf (t) = 0.0%, S(0) = 80.0, β = 1.0である.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 70  75  80  85  90
-2e-005

-1.5e-005

-1e-005

-5e-006

 0

 5e-006

 1e-005

 1.5e-005

 2e-005

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

Analytic
WIC (3)

Diff

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 70  75  80  85  90
-0.0001

-5e-005

 0

 5e-005

 0.0001

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

Analytic
WIC (3)

Diff

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 55  60  65  70  75  80  85  90  95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160 165
-0.005

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

Analytic
WIC (3)

Diff

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 55  60  65  70  75  80  85  90  95  100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160 165
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

Analytic
WIC (3)

Diff

図 2.4:ヨーロピアン・オプションの厳密解（“Analytic”）と近似解（“W.I.C. (3rd)”）の比較.左図
は ν = 0.15、右図は ν = 0.3,上図は T = 0.33,下図は T = 5の場合である. 他のパラメータ
は,rd(t) = 3.0%, rf (t) = 0.0%, S(0) = 80.0, β = 0.5である.

22



Expiry = 6M

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 72  76  80  84  88
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

MKT
WIC (3)

MC

Expiry = 1Y

 0

 3

 6

 9

 12

 15

 64  72  80  88  96
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

MKT
WIC (3)

MC

Expiry = 5Y

 0

 6

 12

 18

 24

 30

 36  54  72  90  108
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

O
pt

io
n 

P
ri

ce

D
if

f

Strike

MKT
WIC (3)

MC

図 2.5:表 2.2のパラメータを用いて，カオス展開法 (W.I.C (3rd))とモンテカルロ法 (MC)で計算さ
れたオプション価格. MKT は，表 3.1に示した市場で観測されたボラティリティを用いて計算し
たオプション価格を表している.
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第3章 確率ボラティリティ・モデルへの

応用

前章では，原資産価格が局所ボラティリティ・モデルに従うときにカオス展開法を用い

ることで，従来解析解の存在しない金融派生証券の価格を非常に精緻に近似できることを

示した.

ところで，本手法は，実務で広く用いられているより複雑なモデルにおいても派生商品

の価格を明示的に評価することを可能とする一般的な手法である.その一例として，本章

では確率ボラティリティ・モデルへ拡張することを考える1．

前章で議論した，局所ボラティリティ・モデルはその表現力の豊かさに加え，実装が容

易であることから広く実務で用いられている.しかし，Hagan et al. (2002)により示された

通り，局所ボラティリティ・モデルにより予測されたインプライド・ボラティリティの挙動

は，市場で観測されるそれとは正反対の動きをすることが知られるようになった.この現

象は，ステッキー・デルタ2と呼ばれ，局所ボラティリティ・モデルの限界として認識され，

実務家の間では急速に確率ボラティリティへのシフトが進んだ．確率ボラティリティ・モ

デルの重要な文献として，Hull and White (1987)，Heston (1993)，Schobel and Zhu (1999)

を挙げておく.これらのモデルは，原資産価格とそのボラティリティを確率過程で表現す

ることで，インプライド・ボラティリティのスキューとスマイルを表現することが可能で

ある.

一方で，確率ボラティリティ・モデルのヨーロピアン・オプションの近似解は，一般の

場合存在しない.そのため，近似解を算出することがやはり重要な役割を果している.

Fouque et al. (2000)は特異摂動法を用いて，原資産価格の確率微分方程式から導かれる

偏微分方程式をボラティリティの確率過程の不変分布の周りで展開し，ヨーロピアン・オ

プションの近似解を導いた．彼らの理論的根拠は，Fouque et al. (2003b)で詳しく論じら

れている. また，Hagan et al. (2002)は特異摂動法を用いて SABRモデルのもとでのヨー

ロピアン・オプションの近似解を求めている.

Kunitomo and Takahashi (1992)は，漸近展開法を用いて，原資産価格が幾何ブラウン運動

に従う場合にアジア型オプションの近似解を算出を算出した．この理論を応用し，Takahashi

(1999)は，一般の局所ローカル・ボラティリティ・モデルにおいてヨーロピアン・オプショ

1本章の内容は，Funahshi (2014)を参照している.
2例えば，Ling and Shevchenko (2014)を参照．
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ンの近似解を求めている.漸近展開法の他の重要な応用例として，Kunitomo and Takahashi

(2001，2003)と Takahashi and Takehara (2007)を挙げておく. なお，これらの摂動展開は

Malliavin解析におけるWatanabe (1987)と Yoshida (1992a)理論を根拠に発展した手法で

ある．

一方，前章で提案したFunahashi and Kijim (2014a)の手法は，カオス展開法を応用して，

漸近展開法とは根本的に異なる方法で，局所ボラティリティ・モデルのもとでのヨーロピ

アン・オプション価格の近似解を算出している.本手法は，満期が長くボラティリティが

高い場合でも高い精度の近似を実現している.本章では，カオス展開法を確率ボラティリ

ティ・モデルへと拡張する.

本章では，まず次節でモデルを定義する．２章でカオス展開法を用いた近似手法を提案

し，３章では，原資産価格の遷移密度関数を算出し，その結果を用いてヨーロピアン・オ

プションのの価格式を算出する．さらに，４章でモンテカルロ・シュミレーションとの比

較を行い，満期が長くボラティリティが高い場合にもおいても，本手法の近似精度が保た

れることを示す.最後に，５章でまとめる.

3.1 確率ボラティリティ・モデル

原資産価格 Sとそのボラティリティvは以下の確率過程に従うと仮定する：

dSt

St

= r(t)dt+ σ(St，vt)dW
S
t ，

dvt = (θ(t)− κ(t)vt) dt+ γ(vt)dW
v
t . (3.1.1)

ここで，r(t)， θ(t)，κ(t)は時間 tの確定値関数， σ(s，v)は資産価格とボラティリティの

確定値関数，γ(v)はボラティリティの確定値関数とする．また，W SとW vは，測度Qの
もとでの標準ブラウン運動布とし，相関は dW S

t dW
v
t = ρdtで与えられる. また，本章で

は σ(s，t)は (s，t)に関して正則関数であると仮定する.

確率微分方程式 (3.1.1)が解を持つと仮定し，伊藤の公式を用いると

St = F (0，t) exp

[∫ t

0

σ(Su，vu)dW
S
u − 1

2

∫ t

0

σ(Su，vu)
2du

]
，

vt = V (0，t) + Ē(t)

∫ t

0

E(u)γ(vu)dW
v
u

を得る. ここで，F (0，t) = S0e
∫ t
0 r(u)du は受渡期日 tにおけるフォワード価格，E(t) =

e
∫ t
0 κ(u)du， Ē(t) = 1/E(t)，V (0，t) = Ē(t)

(
v0 +

∫ t

0
E(u)θ(u)du

)
である. したがって，

∥g∥2t =
∫ t

0
g2(u)du， Jt(g) =

∫ t

0
g(u)dW S

u，Lt(g) = Ē(t)
∫ t

0
E(u)g(vu)dW

v
u としたとき，

St = F (0，t) exp

[
Jt(σ)−

1

2
∥σ∥2t

]
，

vt = V (0，t) + Lt(γ). (3.1.2)
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がいえる．

本章の目的は，(3.1.1)の確率ボラティリティ・モデルの仮定のもと， Stの上に書かれ

た行使価格K，満期 T のコール・オプションの価格を計算することである:

C(V，K，T ) = e−
∫ t
0 rsdsE[(St −K)+].

3.2 カオス展開法

hn(x)を n次のHermite多項式とし，h0(x) = 1，

hn(x) = (−1)nex
2/2 dn

dxn
e−x2/2， n = 1，2，. . . (3.2.1)

と定義する．

Hermite多項式は，指数型母関数により生成されることが知られている (例えば，Nualart

(2006)の１章を参照):

exp

[
tx− (

√
λt)2

2

]
=

∞∑
n=0

(
√
λt)n

n!
hn(

x√
λ
).

したがって，t = 1， x = Jt(σ)，λ = ∥σ∥2t と置いたとき

exp

(
Jt(σ)−

1

2
∥σ∥2t

)
=

∞∑
n=0

∥σ∥nt
n!

hn

(
Jt(σ)

∥σ∥t

)
(3.2.2)

を得る．

S
(0)
t = F (0，t)， v

(0)
t = V (0，t)とし，S

(m)
t と v

(m)
t を逐次的に，

S
(m+1)
t = F (0，t) exp

[
Jt(σ

(m))− 1

2
∥σ(m)∥2t

]
，

v
(m+1)
t = V (0，t) + Lt(γ

(m)) (3.2.3)

と定義する.ただし，表記を簡潔にするため σ(m)(t) = σ(S
(m)
t ，v

(m)
t )，γ(m)(t) = γ(v

(m)
t )と

した.本章では，Funahashi and Kijima (2015)と同様，S
(m)
t と v

(m)
t はm → ∞としたとき，

ほとんど確実に Stと vtに収束するものと仮定する.

したがって，(3.2.3)と (3.2.2)より

S
(m+1)
t

F (0，t)
=

∞∑
n=0

∥σ(m)∥nt
n!

hn

(
Jt(σ

(m))

∥σ(m)∥t

)
(3.2.4)

が従う．
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一方，limm→∞ Sm
t = Stと仮定したので，

St = S
(1)
t +

∞∑
m=1

{
S
(m+1)
t − S

(m)
t

}
(3.2.5)

がいえる．ゆえに，

Im，n(t) =
1

n!

{
∥σ(m)∥nt hn

(
Jt(σ

(m))

∥σ(m)∥t

)
− ∥σ(m−1)∥nt hn

(
Jt(σ

(m−1))

∥σ(m−1)∥t

)}
. (3.2.6)

とおけば，(3.2.4)と (3.2.5)より

St = S
(1)
t + F (0，t)

∞∑
m，n=1

Im，n(t) (3.2.7)

である．

次の結果は，Hermite多項式と多重積分の関係を与える．(例えば，Nualart (2006)の命

題 1.14の証明が詳しい．) f(t) ∈ L2([0，T ])を時間の確定値関数としたとき，

∥f(t)∥n

n!
hn

(
Jt(f)

∥f∥t

)
=

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

f(t1)f(t2) · · · f(tn)dWt1 · · · dWtn (3.2.8)

が成り立つ．ここで，{Wt}t≥0は 1次元のブラウン運動である.ところで，σ(0)(t) = σ(F (0

，t)，V (0，t))は確定値関数であるから，(3.2.4)と (3.2.8)より，

S
(1)
t

F (0，t)
= 1 +

∞∑
n=1

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ(0)(t1)σ
(0)(t2) · · · σ(0)(tn)dW

S
t1
· · · dW S

tn (3.2.9)

となる．

以下では，Funahashi and Kijima (2015)と同様，実務的な理由からm+ n ≥ 4の項を無

視することにする．すなわち，

S̃
(1)
t = F (0，t)

[
1 +

∫ t

0

σ0(t1)dWt1 +

∫ t

0

∫ t2

0

σ0(t1)σ0(t2)dW
S
t1
dW S

t2

+

∫ t

0

∫ t3

0

∫ t2

0

σ0(t1)σ0(t2)σ0(t3)dW
S
t1
dW S

t2
dW S

t3

]
(3.2.10)

として，(3.2.7)を

St = S̃
(1)
t + F (0，t)

∑
m，n≥1; m+n≤3

Im，n(t) (3.2.11)

と近似する．この近似は，ボラティリティがL2の意味で小さい場合，Funahashi and Kijima

(2015)の命題 2.2により正当化される.

27



以下では，カオス展開 (3.2.9)を用いて，各 Im，n(t)を確定値関数の多重積分で近似する.

このために，{S(m−1)
t ，v

(m−1)
t }の周りでテイラー展開を行い，添え字mの次数を下げるこ

とを考える. Jt(σ(m)) =
∫ t

0
σ(S

(m)
u ，v

(m)
u )dW S

u であるから，

Jt(σ
(m)) ≈ Jt(σ

(m−1))

+

∫ t

0

σ
(m−1)
S (u){S(m)

u − S(m−1)
u }dW S

u

+

∫ t

0

σ(m−1)
v (u){v(m)

u − v(m−1)
u }dW S

u

+
1

2

∫ t

0

σ
(m−1)
SS (u){S(m)

u − S(m−1)
u }2dW S

u

+
1

2

∫ t

0

σ(m−1)
vv (u){v(m)

u − v(m−1)
u }2dW S

u

+

∫ t

0

σ
(m−1)
Sv (u){v(m)

u − v(m−1)
u }{S(m)

u − S(m−1)
u }dW S

u (3.2.12)

と

J2
t (σ

(m)) ≈ J2
t (σ

(m−1))

+ 2Jt(σ
(m−1))

∫ t

0

σ
(m−1)
S (u){S(m)

u − S(m−1)
u }dW S

u

+2Jt(σ
(m))

∫ t

0

σ(m−1)
v (u){v(m)

u − v(m−1)
u }dW S

u (3.2.13)

が従う．ただし，表記を簡潔にするために σ
(m)
S (t) := ∂sσ(s，v)|s=S

(m)
t ，v=v

(m)
t
， σ

(m)
v (t) :=

∂vσ(s，v)|s=S
(m)
t ，v=v

(m)
t
，σSS(t) := ∂ssσ(s，v)|s=S

(m)
t ，v=v

(m)
t
，σ

(m)
vv (t) := ∂vvσ(s，v)|s=S

(m)
t ，v=v

(m)
t
，

σSv(t) := ∂svσ(s，v)|s=S
(m)
t ，v=v

(m)
t
と定義した.

各 Im，n(t)に対して (3.2.12)と (3.2.13)の近似を繰り返し適用することで，次のことが

いえる.証明は，付録Cに載せた.

補題 3.2.1. (3.2.6)で定義された各 Im，n(t)は，以下のように近似される:

I1，1(t) ≈ IS1，1(t) + IS，v
1，1

(t) + Iv1，1(t)， (3.2.14)

I1，2(t) ≈ IS1，2(t) + Iv1，2(t)， (3.2.15)

I2，1(t) ≈ IS2，1(t) + IS，v
2，1

(t) + Iv2，1(t). (3.2.16)
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ここで，

IS1，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
SS(s)F (0，s)2

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+
1

2

∫ t

0

σ
(0)
SS(s)F (0，s)2

(∫ s

0

(
σ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s ，

IS，v
1，1

(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

ρE(u)γ(0)(u)σ(0)(u)du

)
dW S

s ，

Iv1，1(t) ≈
∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+
1

2

∫ t

0

σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)2
(
γ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s ，

IS1，2(t) ≈
∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+2

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

(
σ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s ，

Iv1，2(t) ≈
∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

ρE(u)γ(0)(u)σ(0)(u)du

)
dW S

s ，

IS2，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s ，

IS,v
2，1

(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ r

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

Iv2,1(t) =

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

u .
29



と定義した．また，高次の項m+ n ≥ 4は

Im，n(t) ≈ 0 (3.2.17)

である．

したがって，これまでの結果を整理することで，次の結果が従がう．

定理 3.2.1.Xt :=
St

F (0，t)
− 1としたとき，

Xt ≈
∫ t

0

p1(s)dW
S
s

+

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s +

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

p4(u)dW
v
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p5(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p6(s)

(∫ s

0

p4(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p7(s)

(∫ s

0

p4(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p7(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

p8(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

p3(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW v

u

)
dW S

s ， (3.2.18)

と近似される．ここで，確定値関数 pk(t)は

p1(s) := σ(0)(s) +

{
σ
(0)
S (s)F (0，s) +

1

2
F (0，s)2σ

(0)
SS(s)

}(∫ s

0

(σ0(u))
2 du

)
+

1

2
σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)2γ(0)(u)2du

)
+
{
σ(0)
v (s)Ē(s) + σ

(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

}(∫ s

0

ρE(u)γ(0)(u)σ(0)(u)du

)
，

p2(s) := σ(0)(s) + F (0，s)σ
(0)
S (s)，

p3(s) := σ(0)
v (s)Ē(s)，

p4(s) := E(s)γ(0)(s),

p5(s) := σ(0)(s) + 3σ
(0)
S (s)F (0，s) + σ

(0)
SS(s)F (0，s)2,
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p6(s) := σ(0)
vv (s)Ē(s)2，

p7(s) := σ(0)
v (s)Ē(s) + σ

(0)
SvF (0，s)Ē(s)，

p8(s) := σ
(0)
S (s)F (0，s)

と定義した．

3.3 ヨーロピアン・オプションの近似式

本節では，原資産価格の密度関数の近似式を算出し，それを用いてヨーロピアン・オプ

ションの価格式を算出する．

先に進む前に，表記を簡潔にするため以下の変数を定義する:

a1(t) =

∫ t

0

p1(s)dW
S
s ，

a2(t) =

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s +

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

p4(u)dW
v
u

)
dW S

s ，

a3(t) =

∫ t

0

p5(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p6(s)

(∫ s

0

p4(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p7(s)

(∫ s

0

p4(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p7(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

p8(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p2(s)

(∫ s

0

p3(u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

p3(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

p4(r)dW
v
r

)
dW v

u

)
dW S

s .

このとき，(3.2.18)より

Xt = a1(t) + a2(t) + a3(t)

である．

3.3.1 密度関数の近似

a1(t)は，平均 0，分散Σt =
∫ t

0
p21(s)dsの正規分布に従っていることに注意すると，補

題 2.4.1から，Xtの密度関数を求めることができる．
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すなわち，Xtの密度関数 fXt(x)は以下で近似できる:

fXt(x) ≈ n (x; 0，Σt)−
∂

∂x
{E[a2(t)|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)}

− ∂

∂x
{E[a3(t)|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)}

+
1

2

∂2

∂x2

{
E[a2(t)2|a1(t) = x]n (x; 0，Σt)

}
. (3.3.1)

ただし，n(x; a，b)を平均 a，分散 bの正規分布の密度関数である．

一方，(3.3.1)中の条件付期待値は，付録Bの結果より直接計算することができる.具体

的には，(C.0.1)， (C.0.2)，(C.0.3)より

E[a2(t)|a1(t) = x] = q1(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
， (3.3.2)

E[a3(t)|a1(t) = x] = q2(t)

(
x3

Σ3
t

− 3x

Σ2
t

)
， (3.3.3)

E[a22(t)|a1(t) = x] = q3(t)

(
x4

Σ4
t

− 6x2

Σ3
t

+
3

Σ2
t

)
+ q4(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
+ q5(t)，(3.3.4)

である．ここで，表記を簡潔にするために

q1(t) =

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)p1(s)du

)
ds+

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

ρp1(u)p4(u)du

)
ds，

q2(t) = q2，1(t) + q2，2(t) + q2，3(t)，

q3(t) = q21(t)，

q4(t) = q4，1(t) + q4，2(t) + q4，3(t)，

q5(t) =

∫ t

0

p22(s)

(∫ s

0

(σ(0)(u))2du

)
ds+

∫ t

0

p23(s)

(∫ s

0

p24(u)du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p2(s)p3(s)

(∫ s

0

ρσ(0)(u)p4(u)du

)
ds

と定義し，q2，1(t)，q2，2(t)，q2，2(t)，q4，1(t)，q4，2(t)，q4，3(t)を

q2，1(t) =

∫ t

0

p1(s)p5(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)p1(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

p1(u)p8(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

q2，2(t) =

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

ρp1(u)γ
(0)
v (u)

(∫ u

0

ρp1(r)p4(r)dr

)
du

)
ds,
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q2，3(t) =

∫ t

0

p1(s)p6(s)

(∫ s

0

ρp1(u)p4(u)

(∫ u

0

ρp1(s)p4(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p1(s)p7(s)

(∫ s

0

ρp1(u)p4(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p1(s)p7(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)p1(u)

(∫ u

0

ρp1(r)p4(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

p1(u)p3(u)

(∫ u

0

ρp1(r)p4(r)dr

)
du

)
ds，

q4，1(t) = 2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

p1(u)p2(u)

(∫ u

0

(σ(r))2 dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)p2(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)p1(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p2(s)
2

(∫ s

0

σ(0)(u)p2(u)du

)2

ds，

q4，2(t) = 2

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

p1(u)p3(u)

(∫ u

0

p4(r)
2dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

ρp3(u)p4(u)

(∫ u

0

ρp1(r)p4(r)dr

)
du

)
ds

+

∫ t

0

p3(s)
2

(∫ s

0

ρp1(u)p4(u)du

)2

ds，

q4，3(t) = 2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

p1(u)p3(u)

(∫ u

0

ρσ(0)(r)p4(r)dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

p1(u)p2(u)

(∫ u

0

ρσ(0)(r)p4(r)dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p1(s)p2(s)

(∫ s

0

σ(0)p3(u)

(∫ u

0

ρp1(r)p4(r)dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p1(s)p3(s)

(∫ s

0

ρp2(u)p4(u)

(∫ u

0

σ(0)p1(r)dr

)
du

)
ds

+ 2

∫ t

0

p2(s)p3(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)p1(u)du

)(∫ s

0

ρp1(u)p4(u)du

)
ds

とした．

ゆえに，(3.3.1)に (3.3.2)–(3.3.4)を代入することで次の定理が導かれる．

定理 3.3.1.Xtの確率密度関数は，上で定義したΣtと qi(t)を用いて，

fXt(x) ≈ 1

2
n (x; 0，Σt)

[
q3(t)

Σ3
t

h6

(
x√
Σt

)
+

(2q2(t) + q4(t))

Σ2
t

h4

(
x√
Σt

)
(3.3.5)

+
2q1(t)(√
Σt

)3h3

(
x√
Σt

)
+

q5(t)

Σt

h2

(
x√
Σt

)
+ 2

]
， (3.3.6)
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で近似される．ここで，n(x; a，b)は平均 a，分散 bの正規分布の密度関数である.

3.3.2 オプション価格

最後に，資産Stの上に書かれた，行使価格K，満期 tのヨーロピアン・コール・オプショ

ン価格の近似式を算出する.ヨーロピアン・コール・オプションの価格は，K ′ := 1− K
F (0，t)

とすると

C(t) = E
[
e−

∫ t
0 r(s)ds (St −K)+

]
= F (0，t)E

[
e−

∫ t
0 r(s)ds (Xt +K ′)

+
]
，

で与えられる．ゆえに，

C(t) = S(0)

∫ ∞

−K′
(x+K ′) fXt(x)dx.

である．ここで，定理 3.3.1を用いることで，次の結果が従う．

定理 3.3.2.満期 t，行使価格Kのヨーロピアン・コール・オプションの価格は，標準正規

分布の累積密度関数Φ(x)を用いて，

C(t) ≈ S0n(K
′; 0，Σ)

2
√
2Σ4

[√
2q3(t)(K

′4 − 6K ′2Σ + 3Σ2)

+Σ2
√
2 (q4(t) + 2q2(t))

(
K ′2 − Σ

)
(3.3.7)

+Σ3
{
−2

√
2q1(t)K

′ +
√
2q5(t)Σ + 2

√
2Σ2

}]
+S0K

′
(
1− Φ(

−K ′
√
Σ
)

)
，

で近似される．

3.4 数値計算

数値計算を通して，ヨーロピアン・コール・オプション価格の近似式の精度を確認する．

本節では，局所ボラティリティ・モデルと確率ボラティリティ・モデルについて (3.3.7)の

価格式とモンテカルロ法により得られた結果を比較する．また，より汎用的なモデルとし

て局所ボラティリティ・モデルと確率ボラティリティ・モデルの複合モデルを提案し，実

際の為替オプション市場にキャリブレーションし，その有効性を実証する．
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3.4.1 拡散変換（DD）モデル

はじめに，局所ボラティリティ・モデルの一例として，拡散変換 (DD)モデルを考える．

すなわち，確率微分方程式 (3.1.1)中のボラティリティは，

σ(s，v) = σ(t)

{
β(t) + (1− β(t))

S0

s

}
γ(v) = 0

で与えられるとする．ただし，σ(t) = σと β(t) = βは時間の確定値関数である．β = 1の

ときは，原資産価格は対数正規過程に従いBlack-Scholesモデル（Black and Scholes(1973)）

と呼ばれ， β = 0のときは，原資産価格は正規分布に従がう.

ここでは，β = 1と β = 0.5の場合を考え，満期の短いケース (T = 6ヶ月)と満期の長

いケース (T = 5年)を実験する.その他のパラメータは，Marris (1999)の用いた値 (r = 0，

S0 = 1，0.2)を使う. 以下の図では，“Analytic” は解析解より計算した値，“WIC” は定理

3.3.2を用いて計算した値を表している.

図 3.1に β = 1の場合，図 3.2に β = 0.5の場合を示す．左図には満期の短い (T = 6ヶ

月)ケース，右図には満期の長い (T = 5年)ケースのもとで実験した結果を載せた.

図より，満期が長く，極端にイン・ザ・マネーやアウト・オブ・ザ・マネーが進んだ場

合には，誤差が僅かに拡大する傾向があるが，これらのエラーも実務上，問題にならない

程度である．

3.4.2 Scḧobel-Zhuモデル

確率微分方程式 (3.1.1)中のボラティリティが，ν(t)を時間の確定値関数として

σ(s，v) = v，

γ(v) = ν(t)

で与えられる場合を考える．このモデルは，Scḧobel-Zhuモデルと呼ばれ，Ornstein–Zernike

過程と呼ばれている．Scḧobel-Zhu modelモデルは，実装が容易な上に数値計算の結果が

安定しているため，実務上で広く用いられている3.この仮定のもと，ヨーロピアン・オプ

ションの価格は，解析的に求めることができる（Scḧobel-Zhu (1999)の２章を参照）．

以下では，ρ = −0.5， ρ = 0，ρ = 0.5の 3つのケースに対して，それぞれ満期の短い場

合 (T = 6ヶ月)と長い場合 (T = 5年)を試す.なお，他のパラメータはScḧobel-Zhu (1999)

が用いた値 (r(t) = 0.0953， S(0) = 100，θ = 0.8， κ = 4，v0 = 0.2)を使う.

図 3.3–3.5に，それぞれ ρ = −0.5， ρ = 0，ρ = 0.5のケースのもとで算出したヨーロピ

アン・コール・オプションの価格を載せた．以下の図では，“Analytic” は解析解より計算
3同時に欠点も知られている．例えば，Jackel (2004)を参照.
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図 3.1: β = 1の場合の拡散変換モデルにおけるオプション価値. 左図は満期が短い場合 (T = 6

months)を表し、右図は満期が長い場合 (T = 5 years)である. Analyticは解析解より導かれる厳密
解,WICは定理 3.3.2より計算された近時解を表している.
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図 3.2: β = 0.5の場合の拡散変換モデルにおけるオプション価値. 左図は満期が短い場合 (T = 6

months)を表し、右図は満期が長い場合 (T = 5 years)である. Analyticは解析解より導かれる厳密
解,WICは定理 3.3.2より計算された近時解を表している.

した値，“WIC” は定理 3.3.2を用いて計算した値を表し，左図に (T = 6ヶ月)の場合，右

図に満期の長い (T = 5年)場合を載せた.
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図 3.3: Scḧobel-Zhuモデル（ρ = 0.5）のもとでのオプション価格.左図は満期の短い場合 (T = 6ヶ

月)、右図は満期の長い場合 (T = 5年)である.“Analytic” は解析解より導かれる厳密解,“WIC” は定
理 3.3.2より計算された近時解を表している.パラメータは r(t) = 0.0953, S(0) = 100, θ = 0.8, κ =

4, v0 = 0.2とした.
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図 3.4: Scḧobel-Zhuモデル（ρ = 0）のもとでのオプション価格. 左図は満期の短い場合 (T = 6ヶ

月)、右図は満期の長い場合 (T = 5年)である.“Analytic” は解析解より導かれる厳密解,“WIC” は定
理 3.3.2より計算された近時解を表している.パラメータは r(t) = 0.0953, S(0) = 100, θ = 0.8, κ =

4, v0 = 0.2とした.
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図 3.5: Scḧobel-Zhuモデル（ρ = −0.5）のもとでのオプション価格.左図は満期の短い場合 (T = 6ヶ

月)、右図は満期の長い場合 (T = 5年)である.“Analytic” は解析解より導かれる厳密解,“WIC” は定
理 3.3.2より計算された近時解を表している.パラメータは r(t) = 0.0953, S(0) = 100, θ = 0.8, κ =

4, v0 = 0.2とした.

広範囲に渡る，行使価格と満期において，カオス展開法による近似と解析解の誤差は非

常に小さいことが確認できた．このことから，定理 3.3.2の近似式は確率ボラティリティ・

モデルでもその精度が成り立つことが示された．

3.4.3 ハイブリット・モデル

次に，(3.3.7)の価格公式を用いて，実際の為替オプション市場（2011年 7月 11日）に

キャリブレーションする. (3.1.1)式の中の σ(s，v)と γ(v)は，

σ(s，v) = v

{
β(t) + (1− β(t))

F (0，t)

s

}
，

γ(v) = ϵ(t)
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で与えられると仮定する．ただし，β(t)と ϵ(t)は時間の確定値である. このモデルは，

Scḧobel-Zhuモデルと拡散変換モデルの複合モデルと捉えることができる．

β(t)， ϵ(t)， θ(t)，κ(t)は，各満期毎に区分的定数とする:

β(t) =
3∑

i=1

βiχ[Ti−1，Ti)，ϵ(t) =
3∑

i=1

ϵiχ[Ti−1，Ti)，θ(t) =
3∑

i=1

θiχ[Ti−1，Ti)，κ(t) =
3∑

i=1

κiχ[Ti−1，Ti)

ここで，T0 = 0とし，χAは集合Aの定義関数とする.その他のパラメータは，S0 = 80.75，

v0 = 10.88%， ρ = −10.67%， rd = 1.18%，rf = 3.28%である. 行使価格Kは，市場の

慣行に従い，25・デルタ・プット，10・デルタ・プット，アット・ザ・マネー，10・デル

タ・コール，25・デルタ・コールを用い，満期は 1年， 5年，10年とする.

各満期と行使価格における，為替オプションのインプライド・ボラティリテイを表 3.1

に示し，以後市場のパラメータを表すものとして “MKT” と表記する.

表 3.1:満期,行使価格，市場で観測された為替オプションのインプライドボラティリティ

Strike

T 10 Delta Put 25 Delta Put ATM 25 Delta Call 10 Delta Call

1y 65.35 72.57 78.50 85.41 93.04

5y 43.18 56.62 68.54 90.35 114.67

10y 27.32 42.57 54.07 93.47 139.52

Implied Volatility

T 10 Delta Put 25 Delta Put ATM 25 Delta Call 10 Delta Call

1y 15.51％ 13.28％ 11.98％ 11.88％ 12.59％

5y 19.72％ 17.05％ 15.35％ 14.35％ 14.99％

10y 25.03％ 21.47％ 19.55％ 16.87％ 17.01％

表 3.2に市場データにキャリブレーションしたモデルのパラメータを載せる. 表 3.2の

結果を用いて，満期 1年，5年，10年のヨーロピアン・オプション価値を図 3.6に載せた.

図中の “MC” はモンテカルロ法により求めた値，WICは定理 3.3.2を用いて算出したオプ

ション価値を表している.

表 3.2:為替オプション市場のインプライド・ボラティリティに校正されたモデル・パラメータ．

t β(t) θ(t) κ(t) ϵ(t)

[0,1y) 0.228 0.029 0.223 0.101

[1y,5y) 0.490 0.045 0.179 0.011

[5y,10y) 0.574 0.044 0.164 0.003
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図 3.6:満期１年（上図）、満期５年（中図）、満期１０年（下図）におけるオプション価格. モデ
ルのパラメータは表 3.2に載せた. MCはモンテカルロ法を用いて求めた値, WICは定理 2.4.2によ
り計算した値、MKT は表 3.1に載せた市場のインプライド・ボラティリティから求めた値を表し
ている.パラメータは r(t) = 0, S(0) = 1とした.

図から，広範囲に渡る行使価格と満期において，カオス展開法による近似と解析解の誤

差は，実際のビット・アスク・スプレットに比べて非常に小さいことが確認できる．

3.5 小括

カオス展開法 (Funahashi and Kijima (2015))を確率ボラティリティ・モデルに拡張し，

ヨーロピアン・オプションの価格式を算出した．本近似では，最大でも 3次の多重積分を

計算するのみであり，計算時間コストは非常に小さく，実務上問題にならない．

また，数値計算を通してヨーロピアン・コール・オプション価格の近似式の精度を確認
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した．その結果，我々の近似は満期が長くボラティリティが高い場合においても高い精度

を維持することが示された.

さらに，より汎用的なモデルとして局所ボラティリティ・モデルと確率ボラティリティ・

モデルの複合モデルを提案し，実際の為替オプション市場にキャリブレーションすること

で，その有効性を実証した．なお，本手法を用いれば，任意のモデルを市場に校正するこ

とでパラメータを決定し，モンテカルロ法や有限差分法を用いて複雑なエキゾティック・

デリバティブを評価することが可能になった点も強調しておく．

40



第4章 複雑な金融派生商品の価格付けへ

の応用

4.1 はじめに

最近では数多くの近似手法が提案され，これまで数値計算に頼るしかなかった複雑な金

融派生商品を効率的に計算できるようになった．これらの近似手法は，計算時間を大幅に

短縮するだけでなく，安定的にリスク指標を計算することを可能にしている．このため，

実務の現場ではこれらの近似手法が好んで使われている．

本章では，より複雑な金融派生商品の価格付けにおいてもカオス展開法が有効である

ことを示すため，解析的にも数値的にも計算が難しいことで知られている，アジア型オプ

ション1とバスケット・オプションの近似解を算出する2．

アジア型オプションは，約定で決まった期間の平均価格の上に書かれたパス依存型オ

プションで，企業が業務上抱えるリスクをヘッジする手段の一つとして，コモディティや

為替市場で盛んに取引されている．さらに，アジア型オプションはヨーロピアン・オプ

ション，キャップ，フロアーといった商品よりも価格が安いため実務家に好んで用いられ

ている．

このタイプのオプションは計算が難しいことで知られていることから，数多くの研究者

がこの問題に取り組んできた．有限差分法やモンテカルロ法を用いた手法は，Kemna and

Vorst (1990)，Dewynne and Wilmott (1993)，Rogers and Shi (1995)， Forsyth et al. (1996)，

Lapeyre and Temam (2001)，Hoogland and Neumann (2000)，Vecer (2001)により提案され

ている.しかし，一般的にはこれらの手法は実務で用いるには計算負荷が大きいため近似

的解法が好まれる傾向がある．

例えば，原資産価格がブラック・ショールズ・モデル (Black-Scholes (1973))に従う場

合には，幾つかの有効的な近似手法が提案されている．Turnbull and Wakeman (1991)や

Ritchken et al. (1993)は 4次のエッジワース展開を対数正規分布に適用し，アジア型オプ

ションの近似解を算出している. Levy (1992)は，TurnbullとWakemanの近似手法を発展さ

せ，より精緻な近似解を提案している．Milevsky and Posner (1998)は，逆ガンマ分布に従

うアジア型オプションの近似式を算出した．Posner and Milevsky (1998)は Johnson関数を

1本稿では，算術平均オプションのみを扱う．
2本章の内容は，Funahashi and Kijima (2014a)を参照している.
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用いて，最初の 4次のモーメントが合うように状態価格密度を近似し，それを用いてアジ

ア型オプションの近似解を導いた．Ju (2002)は，6次のテーラー展開を用いて算術平均価

格の特性関数を対数正規確率変数の特性関数で近似することで非常に精緻な近似を可能に

した．一般的な拡散モデルでは，Yoshida (1992)やTakahashi (1999)がMalliavin-Watanabe

理論を応用し，2次の漸近近似を算出している．また，Fouque and Han (2003)は特異摂動

近似を用いて確率ボラティリティ・モデルのもとでのアジア型オプションの価格式を導い

ている．

一方，バスケット・オプションはペイオフが2つ以上の資産の上に書かれたエキゾティッ

ク・オプションである．例えば，インデックス・オプション，スプレット・オプション，

レインボー・オプションなどが，実務では頻繁に取引されている．このタイプのオプショ

ンは，多通貨に渡り価格変動リスクを負っている金融機関が，各通貨のバニラ・オプショ

ンを個別に買うより安くリスクをヘッジできることから為替市場で特に盛んに取引され

ている．バスケット・オプションでも， Rubinstein (1991)，Pellizzari (2001)，Hager et al

(2010)をはじめ数多くの数値計算手法が提案されている．しかし，多くの状態変数を計

算する必要があるため計算負荷は非常に大きいのが難点である．そのため，アジア型オ

プション同様に近似解が非常に重要な役割を果しているのである．先に述べた Turnbull

and Wakeman (1991)， Ritchken et al. (1993)， Levy (1992)， Milevsky and Posner (1998)，

Posner and Milevsky (1998)，Ju (2002)の手法を用いれば，ブラック・ショールズ・モデル

の下でのバスケット・オプションの近似解を計算することも可能である．この点について

は，Ju (2002)や Krekel et al. (2004)が詳しい．同様に，Takahashi (1999)は原資産が一般

の拡散過程に従う場合にバスケット・オプションの近似解を 2次の漸近展開を用いて導く

ことに成功している.

ところで，従来の Black-Scholesモデルでは市場のスキューやスマイルを再現できない

ため，対数正規分布を仮定した従来の手法は実務に則していない．以下では，局所ボラ

ティリティ・モデルを仮定して議論を進めていくが，３章の議論から確率ボラティリティ・

モデルでも全く同様の議論が成り立つことを強調しておく．加えて，本手法の近似精度は

非常に高く，他の先行研究では正確に近似することができなかった，満期が長くボラティ

リティが高い場合においても近似の精度を維持することを数値計算を通して示す.

本章の構成は，以下の通りである．次節では，多次元資産に対してカオス展開法を応用

し，各資産価格を伊藤の多重積分の形で近似する．３節では，２節の結果を用いて多次元

資産からなるアジア型オプションの価格式を近似する．４節では，より現実的なモデルを

仮定し，カオス展開を適用する.５節では，厳密解やモンテカルロ法と近似解を比較を通

して，カオス展開法を用いた近似の精度を確かめる.最後に６節でまとめる．
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4.2 多次元資産への拡張

N個の危険資産 {Si,t}0≤t≤T , i = 1, 2, · · · , Nと安全資産 {S0,t}0≤t≤T からなる経済を考え

る．無リスク資産をバンク・アカウントとし，安全利子率 r(t)は時間の確定値関数である

とする．また，各危険資産は，リスク中立測度Qのもとで，以下の確率微分方程式に従
うと仮定する:

dSi,t

Si,t

= r(t)dt+ σi(St, t)dWi,t, 0 ≤ t ≤ T. (4.2.1)

ここで，St = (S1,t, . . . , SN,t)，ボラティリティ関数 σi(s, t)は資産価格 s = (s1, . . . , sN)と

時間 tの確定値関数とし，(s, t)に対して正則関数とする．また，{Wi,t}t≥0は，測度Qの
もとでの標準ブラウン運動で，相関は dWi,tdWi,t = ρi,jdtで与えられる．

本章では，多次元局所ボラティリティ・モデル (4.2.1)を仮定し，関数wi,tで重み付けさ

れた確率変数

VT :=
N∑
i=1

∫ T

0

wi,tSi,tdt, V0 = V (4.2.2)

の上に書かれた満期 T ,ストライクKのバスケット・アジアン・オプションのコール価格

C(V,K, T ) = E
[
e−

∫ T
0 r(u)du (VT −K)+

]
(4.2.3)

を計算する．ここで，C(V,K, T )は，以下のオプションの一般化になっている：

ヨーロピアン・オプション 任意の t ≥ 0に対して，N = 1，w1,t = δ(T − t)としたとき，

Vt = S1,T であるから，(4.2.3)はヨーロピアン・オプションとなる．

アジア型オプション 任意の 0 ≤ t ≤ T に対して，N = 1，w1,t = 1/T としたとき，VT =
1
T

∫ T

0
S1,tdtであるから，(4.2.3)はアジア型オプションである.

パーシャル・アジアン・オプション N = 1とし，T1 ≤ t ≤ T2（0 ≤ T1 < T2 ≤ T）

では w1,t = 1/(T2 − T1)，その他では w1,t = 0であるとする．このとき， VT =
1

(T2−T1)

∫ T2

T1
S1,tdtとなり，(4.2.3)はパーシャル・アジアン・オプションと呼ばれて

いる.

バスケット・オプション δ(u)をディラック・デルタ関数とし，wi(i = 1, 2, . . . , N)を固

定値とする．このとき，wi,t = wiδ(T − t)とすれば，VT =
∑N

i=1wiSi,T であるから，

(4.2.3)はバスケット・オプションである．

スプレッド・オプション バスケット・オプションの特殊なケースとして，N = 2, w1 = 1，

w2 = −1としたとき，VT = S1,T −S2,T であるから，(4.2.3)はスプレット・オプショ

ンとなる.
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バスケット・アジアン・オプション 任意の0 ≤ t ≤ Tに対して，wi,t = 1/T , i = 1, 2, · · · , N
としたとき，VT =

∑N
i=1

1
T

∫ T

0
Si,tdtとなり，(4.2.3)はバスケット・アジアン・オプ

ションとなる.

4.3 カオス展開法

カオス展解法を多次元資産価格の確率過程 (4.2.1)に適用する.

伊藤の公式を (4.2.1)に適用することで

Si,t = Fi(0, t) exp

[
Ji,t(σi)−

1

2
∥σi∥2t

]
(4.3.1)

を得る．ただし，Fi(0, t) = Si,0e
∫ t
0 r(u)duは，受け渡し日 tの先渡し価格を表し，Ji,t(g) =∫ t

0
g(u)dWi,u，∥g∥2t =

∫ t

0
g2(u)duとする. ところで，これまでの議論から，各資産価格は

任意の σi ∈ L2([0, T ])に対して，n次のHermite多項式 hn(x)を用いて

Si,t = Fi(0, t)
∞∑
n=0

∥σi∥nt
n!

hn

(
Ji,t(σi)

∥σi∥t

)
(4.3.2)

と書ける.

次に，S
(0)
i,t = Fi(0, t)として S

(m)
i,t を逐次的に

S
(m+1)
i,t = Fi(0, t) exp

[
Jt(σ

(m)
i )− 1

2
∥σ(m)

i ∥2t
]
, (4.3.3)

と定義する．ただし，σ
(m)
i (t) = σi(S

(m)
t , t)，S

(m)
t = (S

(m)
1,t , . . . , S

(m)
N,t )とした.

Funahashi and Kijima (2015)と同様に,S(m)
t は，ほとんど確実にm → ∞に対して St に

収束すると仮定する.このとき，

Si,t = S
(1)
i,t +

∞∑
m=1

{
S
(m+1)
i,t − S

(m)
i,t

}
がいえる．また, (4.3.2)と (4.3.3)より

S
(m+1)
i,t

Fi(0, t)
=

∞∑
n=0

∥σ(m)
i ∥nt
n!

hn

(
Ji,t(σ

(m)
i )

∥σ(m)
i ∥t

)

であるから，

Ii:m,n(t) =
1

n!

{
∥σ(m)

i ∥nt hn

(
Ji,t(σ

(m)
i )

∥σ(m)
i ∥t

)
− ∥σ(m−1)

i ∥nt hn

(
Ji,t(σ

(m−1)
i )

∥σ(m−1)
i ∥t

)}
(4.3.4)
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と定義すると

Si,t = S
(1)
i,t + Fi(0, t)

∞∑
m,n=1

Ii:m,n(t)

が従う．

Si,tは，Funahashi and Kijima (2015)同様,実務的な理由からm+n ≥ 4の項を無視する．

ゆえに，

Si,t ≈ S
(1)
i,t + Fi(0, t)

∑
m+n≤3

Ii:m,n(t) (4.3.5)

である．この近似は，ボラティリティが L2 の意味で十分に小さいとき，Funahashi and

Kijima (2015)の命題 2.2により正当化される.

ところで，Nualart (2006)の命題 1.14から（4.3.5）の右辺第 1項は

S
(1)
i,t

Fi(0, t)
= 1 +

∞∑
n=1

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ
(0)
i (t1)σ

(0)
i (t2) · · ·σ(0)

i (tn)dWi,t1 · · · dWi,tn

と書ける．ここで，σ
(0)
i (t) = σi(S

(0)
t , t)と S

(0)
t = (F1(0, t), . . . , FN(0, t))は確定値関数であ

る.しがたがって，高次の項を無視すると，

S
(1)
i,t ≈ Fi(0, t)

[
1 +

∫ t

0

σ
(0)
i (t1)dWt1 +

∫ t

0

∫ t2

0

σ
(0)
i (t1)σ

(0)
i (t2)dWi,t1dWi,t2

+

∫ t

0

∫ t3

0

∫ t2

0

σ
(0)
i (t1)σ

(0)
i (t2)σ

(0)
i (t3)dWi,t1dWi,t2dWi,t3

]
(4.3.6)

となる.

Ii:m,n(t), m + n ≤ 3を近似するため, Funahashi and Kijima (2015)と同様に S
(m−1)
t の周

りでテーラー展開を行う．すなわち，Ji,t(σ
(m)
i ) =

∫ t

0
σi(S

(m)
u , u)dWi,uであるから

Ji,t(σ
(m)
i ) ≈ Ji,t(σ

(m−1)
i ) +

N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(m−1)
i (u){S(m)

p,u − S(m−1)
p,u }dWi,u

+
1

2

N∑
p=1

∫ t

0

∂ppσ
(m−1)
i (u){S(m)

p,u − S(m−1)
p,u }2dWi,u (4.3.7)

+
1

2

N∑
p ̸=q

∫ t

0

∂pqσ
(m−1)
i (u){S(m)

p,u − S(m−1)
p,u }{S(m)

q,u − S(m−1)
q,u }dWi,u

がいえる．ここで，∂pσ
(m)
i (u)は，σ

(m)
i (u)の p番目の変数での偏微分，∂pqσ

(m)(u)は p番

目と q番目の変数での偏微分を表している.また，

J2
t (σ

(m)) ≈ J2
t (σ

(m−1)) + 2Jt(σ
(m−1))

(
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(m−1)(u){S(m)

p,u − S(m−1)
p,u }dWi,u

)
(4.3.8)
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である．

(4.3.7)と (4.3.8)を繰り返し用いることで，次の結果が従う．証明は，付録 Eに載せた.

補題 4.3.1. (4.3.4)で定義された Ii:m,n(t)は，次のように近似できる:

Ii:1,1(t) ≈
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp.r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
N∑

p,q=1

∫ t

0

∂pqσ
(0)
i (s)Fp(0, s)Fq(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq.r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
1

2

N∑
p,q=1

∫ t

0

∂pqσ
(0)
i (s)Fp(0, s)Fq(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)σ(0)

q (u)du

)
dWi,s,

Ii:1,2(t) ≈
N∑
p=1

∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

∂pσ
(0)
i (u)Fp(0, u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWi,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)σ(0)

p (u)du

)
dWi,s,

Ii:2,1(t) ≈
N∑

p,q=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i Fp(0, s)

(∫ s

0

∂qσ
(0)
p Fq(0, s)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq,r

)
dWp,u

)
dWi,s.

ここで，補題 4.3.1の被積分関数は全て確定値関数である．

これらの結果から，次のことがいえる．

定理 4.3.1.各資産価格 Si,tは，

Si,t ≈ Fi(0, t)
[
1 + A1

i,t + A2
i,t + A3

i,t

]
, i = 1, 2, . . . , N, (4.3.9)
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で近似される．ただし，

A1
i,t =

∫ t

0

P 1
i (s)dWi,s,

A2
i,t =

∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)dWi,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

A3
i,t =

7∑
k=1

A3
i,t(k)

と定義し，A3
i,t(k)は

A3
i,t(1) =

∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWi,u

)
dWi,s,

A3
i,t(2) =

N∑
p=1

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp.r

)
dWp,u

)
dWi,s,

A3
i,t(3) =

N∑
p=1

∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

P 2
i:p(u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWp,u

)
dWi,s,

A3
i,t(4) =

N∑
p=1

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWi,u

)
dWi,s,

A3
i,t(5) =

N∑
p=1

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWp,u

)
dWi,s,

A3
i,t(6) =

N∑
p,q=1

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

P 2
p:q(s)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq,r

)
dWp,u

)
dWi,s,

A3
i,t(7) =

N∑
p,q=1

∫ t

0

P 3
i:p,q(s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq.r

)
dWp,u

)
dWi,s.

である．また，P k
i (t)は全て確定値関数で

P 1
i (s) := σ

(0)
i (s) +

N∑
p=1

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)σ(0)

p (u)du

)

+
1

2

N∑
p,q=1

∂pqσ
(0)
i (s)Fp(0, s)Fq(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)σ(0)

q (u)du

)
,

P 2
i:p(s) := ∂pσ

(0)
i (s)Fp(0, s),

P 3
i:p,q(s) := ∂pqσ

(0)
i (s)Fp(0, s)Fq(0, s)
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で与えられる.

このことから，

ai,k(T ) =

∫ T

0

wi,tFi(0, t)A
k
i,tdt, k = 1, 2, 3

と定義すると．(4.3.9)より,∫ T

0

wi,tSi,tdt ≈
∫ T

0

wi,tFi(0, t)dt+ ai,1(T ) + ai,2(T ) + ai,3(T ), (4.3.10)

であるから，積分の順序を交換すると,

ai,1(T ) =

∫ T

0

p̄1i (t, T )dWi,t, p̄1i (t, T ) := P 1
i (t)

∫ T

t

wi,sFi(0, s)ds,

と

ai,2(T ) =

∫ T

0

s̄i(t, T )

(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,s

)
dWi,t

+
N∑
p=1

∫ T

0

p̄2i:p(t, T )

(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,s

)
dWi,t,

が成り立つ．ここで，

s̄i(t, T ) := σ
(0)
i (t)

∫ T

t

wi,sFi(0, s), p̄2i:p(t, T ) := P 2
i:p(t)

∫ T

t

wi,sFi(0, s)

である．

ai,3(T )も同様に表記できる.たとえば，ai,3(T )の最初の項は

a1i,3(T ) :=

∫ T

0

wi,tFi(0, t)A
3
i,t(1)dt

=

∫ T

0

s̄i(t, T )

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWi,u

)
dWi,s

である．他の項 aki,3(T ), k = 2, . . . , 7の定義は,付録 Fに載せた.

したがって，(4.2.2)中の確率変数 VT は，

VT ≈
N∑
i=1

∫ T

0

wi,tFi(0, t)dt+ a1(T ) + a2(T ) + a3(T ), (4.3.11)

と近似できる．ただし，ak(T ) =
∑N

i=1 ai,k(T )と定義した.
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4.4 一般的モデルへの応用

ここまで,一般的な局所ボラティリティ・モデル (4.2.1)として，ボラティリティ関数が

N 個の資産全てに依存する場合を議論してきた.しかし，この定式化は，実務で用いるに

は複雑すぎることが多い.本章では，(4.2.1)の特殊な場合として，ボラティリティ関数が

自身の価格にのみ依存する場合を考える：

dSi,t

Si,t

= r(t)dt+ σi(Si,t, t)dWi,t, 0 ≤ t ≤ T. (4.4.1)

このとき，定理 4.3.1で定義された関数 P k
i (s)は

P 1
i (s) := σ

(0)
i (s) + ∂iσ

(0)
i (s)Fi(0, s)

(∫ s

0

{
σ
(0)
i (u)

}2

du

)
+

1

2
∂iiσ

(0)
i (s)F 2

i (0, s)

(∫ s

0

{
σ
(0)
i (u)

}2

du

)
, (4.4.2)

P 2
i:i(s) := ∂iσ

(0)
i (s)Fi(0, s),

P 3
i:i,i(s) := ∂iiσ

(0)
i (s)F 2

i (0, s)

となる．ゆえに,各資産価格は

Si,t ≈ Fi(0, t)

[
1 +

∫ t

0

ri,1(s)dWi,s +

∫ t

0

ri,2(s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)dWi,u

)
dWi,s

+

∫ t

0

ri,3(s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWi,u

)
dWi,s (4.4.3)

+

∫ t

0

ri,4(s)

(∫ s

0

ri,5(u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWi,u

)
dWi,s

]
,

と書ける．ここで，σ
(0)
i (s) := σi(Fi(0, s), s),

ri,1(s) := P 1
i (s)

ri,2(s) := σ
(0)
i (s) + P 2

i:i(s),

ri,3(s) := σ
(0)
i (s) + 3P 2

i:i(s) + P 3
i:i,i(s),

ri,4(s) := σ
(0)
i (s) + P 2

i:i(s),

ri,5(s) := P 2
i:i(s)

である．
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同様に，(4.3.10)中の多重積分 ai,k(T )も

ai,1(T ) =

∫ T

0

r̄i,1(t)dWi,t,

ai,2(T ) =

∫ T

0

r̄i,2(t)

(∫ t

0

σ
(0)
i (s)dWi,s

)
dWi,t, (4.4.4)

ai,3(T ) =

∫ T

0

r̄i,3(t)

(∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)dWi,u

)
dWi,s

)
dWi,t

+

∫ T

0

r̄i,4(t)

(∫ s

0

ri,5(u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWi,u

)
dWi,s.

と書ける．ただし，r̄i,k(t) = ri,k(t)
∫ T

t
wi,sF (0, s)ds，k = 1, 2, 3, 4である.

また，条件付期待値は

E[a2(t)|a1(t) = x] = q1(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
,

E[a3(t)|a1(t) = x] = q2(t)

(
x3

Σ3
t

− 3x

Σ2
t

)
,

E[a22(t)|a1(t) = x] = q3(t)

(
x4

Σ4
t

− 6x2

Σ3
t

+
3

Σ2
t

)
+ q4(t)

(
x2

Σ2
t

− 1

Σt

)
+ q5(t),

となる．ここで，

q1(t) =
N∑

i,j,k=1

∫ t

0

ρi,j r̄j,1(s)r̄i,2(s)

(∫ s

0

ρi,kσ
(0)
i (u)r̄k,1(u)du

)
ds,

q2(t) =
N∑

i,j,k,l=1

∫ t

0

ρi,j r̄j,1(s)r̄i,3(s)

(∫ s

0

ρi,kσ
(0)
i (u)r̄k,1(u)

(∫ u

0

ρi,lσ
(0)
i (r)r̄l,1(r)dr

)
du

)
ds

+
N∑

i,j,k,l=1

∫ t

0

ρi,j r̄j,1(s)r̄i,4(s)

(∫ s

0

ρi,kr̄k,1(u)ri,5(u)

(∫ u

0

ρi,lσ
(0)
i (r)r̄l,1(r)dr

)
du

)
ds,

q3(t) = q21(t),

q4(t) = 2
N∑

i,j,k,l=1

∫ t

0

ρi,kr̄k,1(s)r̄i,2(s)

(∫ s

0

ρj,lr̄l,1(u)r̄j,2(u)

(∫ u

0

ρi,jσ
(0)
i (r)σj,0(r)dr

)
du

)
ds

+ 2
N∑

i,j,k,l=1

∫ t

0

ρi,kr̄k,1(s)r̄i,2(s)

(∫ s

0

ρi,jσ
(0)
i (u)r̄j,2(u)

(∫ u

0

ρj,lσj,0(r)r̄l,1(r)dr

)
du

)
ds

+
N∑

i,j,k,l=1

∫ t

0

ρi,j r̄i,2(s)r̄j,2(s)

(∫ s

0

ρi,lσ
(0)
i (u)r̄l,1(u)du

)(∫ s

0

ρj,mσj,0(u)r̄m,1(u)du

)
ds,

q5(t) =
N∑

i,j=1

∫ t

0

ρi,j r̄i,2(s)r̄j,2(s)

(∫ s

0

ρi,jσ
(0)
i (u)σj,0(u)du

)
ds
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である．

これらの結果から，次の定理が従う．

定理 4.4.1.Xtの密度関数は

fXt(x) ≈ 1

2
n (x; 0,Σt)

[
q3(t)

Σ3
t

h6

(
x√
Σt

)
+

(2q2(t) + q4(t))

Σ2
t

h4

(
x√
Σt

)
+

2q1(t)(√
Σt

)3h3

(
x√
Σt

)
+

q5(t)

Σt

h2

(
x√
Σt

)
+ 2

]
で近似される．ここで，Σtと qi(t)は上で定義された関数で，n(x; a, b)は平均 a，分散 bの

正規分布の密度関数である.

定理 4.4.2.満期 t，権利行使価格Kのヨーロピアン・コール・オプションの価格は

C(T ) ≈ e−
∫ T
0 r(t)dtn(K̄; 0,Σ)

2Σ4

[
q3(T )(K̄

4 − 6K̄2Σ + 3Σ2)

+Σ2 (q4(T ) + 2q2(T ))
(
K̄2 − Σ

)
+Σ3

{
−2q1(T )K̄ + q5(T )Σ + 2Σ2

}]
+e−

∫ T
0 r(t)dtK̄

(
1− Φ(−K̄/

√
Σ)
)
　

で近似される．ただし，Φ(x)は標準正規分布の累積密度関数を表している．

4.5 数値計算

本節では，数値計算を通して，カオス展開近似の精度を検証する.バスケット・オプショ

ンやアジア型オプションの解析解は多くの場合存在しないため，モンテカルロ法と近似

解を比較する.以下では，定弾性拡散 (CEV)モデルとより複雑な非線形モデルを例に検証

する．

4.5.1 定弾性拡散 (CEV)モデル

原資産価格が，定弾性拡散 (CEV)モデルに従うと仮定する．すなわち，確率微分方程

式 (4.3.1)中のボラティリティは，各 iに関して

σi(Si,t, t) := σiS
βi−1
i,t , t ≥ 0

で与えられると仮定する．ここで，σiと βiは固定値とする．
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図 4.1–4.4に，定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格とモンテカルロ法により算出

したオプション価格を載せた．左図は満期が短い場合（６ヶ月），右図は満期が長い場合

（５年）を表している．

図 4.1では，平方根モデル (β(t) = 0.5)のもとでのアジア型オプションのコール価格を

表し，パラメータは S0 = 100, r = 0.03,σ = 1.33とした．
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図 4.1:平方根モデルの下でのアジア型オプションの価格. 左図は満期（T = 6ヶ月）の短い場合，右

図は満期の長い場合 (T = 5年)である. MCは，モンテカルロ法により計算したオプション価格,WIC
は定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格である.パラメータは，S0 = 100, r = 0.03, σ = 0.15

を用いた.

一方,図 4.2–4.4では，2つの異なる資産からなるバスケット・オプションの価格を載せ

た. パラメータは r = 0.03, S1,0 = S2,0 = 100, β1 = 1, β2 = 0.5, σ1 = 0.15,σ2 = 1.33とし，

資産 1は平方根モデル，資産 2はブラック・ショールズ・モデルを仮定した．図 4.2–4.4

は，相関が ρ = 0.75, ρ = 0，ρ = −0.75の場合を表している.左図は満期が短い場合（６ヶ

月），右図は満期が長い場合（５年）である．

これらの図から，満期が長く極端にイン・ザ・マネーやアウト・オブ・ザ・マネーが進

んだ場合には，誤差が僅かに拡大する傾向があるが，誤差は限定的で，実務上問題が無い

範囲内である．

4.5.2 キャリブレーション

最後に，実際の市場へのキャリブレーションを通して，近似式 (4.4.2)の有効性を確認

する.以下では，(4.4.2)式を用いてモデルのパラメータを為替オプション市場で観測され

たボラティリティに校正することを考える．

このため，確率微分方程式 (4.3.1)を以下の通り修正する:

dSi,t

Si,t

= (rd(t)− ri,f (t))dt+ σi(Si,t, t)dWi,t, i = 1, 2. (4.5.1)
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ただし，rd(t)と ri,f (t)は国内金利と外国金利を表している.この仮定のもと，先渡し価格

(4.4.2)は，Fi(0, t) = exp{
∫ t

0
(rd(s)− ri,f (s))ds}と修正される.また，ボラティリティ・ス

マイルを取り込むため、(4.4.2)中のボラティリティが

σi(x, t) :=
(
αi + βix+

γi
x
+ δix

2
)
e−ϵix, t ≥ 0 (4.5.2)

で与えられると仮定する．このボラティリティの定式化は Funahashi and Kijima (2015)が

詳しい.

最初に,アジア型オプションを考える.近似式 (4.4.2)を用いて，2011年 11月 11日の５

年為替オプション市場（円・ドル）で観測されたボラティリティにキャリブレーションし

た．結果は次のとおりである:

α1 β1 γ1 δ1 ϵ1

1.29531 −1.99897 −0.00018 0.809651 1.014743

図4.5に，3年アジア型オプションのオプション価格を載せた．図の中で, “MC” はモンテカ

ルロ法により求めたオプション価格を表し，“WIC” は定理4.4.2の近似式を用いて計算した

オプションの価格を表している. 他のパラメータは rd(t) = 0.0977, r1,f (t) = 0.0222,S1,0 =

77.54である.

次に,2つの通貨（円・ドルと円・豪ドル）からなるバスケット・オプションを考える.

JPY/USDの場合と同様に,2011年 11月 11日の 5年為替オプション市場（円・豪ドル）に

も近似式 (4.4.2)を用いてキャリブレーションした．キャリブレーション結果は次のとお

りである:
α2 β2 γ2 δ2 ϵ2

0.853855 −0.699724 −0.001258 0.627338 0.221596

図 4.6に，3年バスケット・オプションの価格を載せた．図の中で, “MC” はモンテカルロ

法により求めたオプション価格を表し，“WIC” は定理 4.4.2の近似式を用いて計算したオ

プションの価格を表している. 他のパラメータは rd(t) = 0.0977, r1,f (t) = 0.0222,S1,0 =

77.54, ρ = 0.5である.

4.6 小括

本章では，カオス展開法をアジア型オプションやバスケット・オプションに応用し，精緻

な近似式を導出した．本手法は，これまでの先行研究のように幾何ブラウン運動に限らず，

多次元局所ボラティリティ・モデルでも応用可能であることを示した．また，Funahashi

(2014)や本稿２章の結果を用いれば，確率ボラティリティ・モデルへの応用も可能である．

数値検証では，多様な数値計算を通して近似式の精度を確認した．その結果，複雑な

エキゾティック・デリバティブに対しても，我々の近似はその精度を維持することが示さ

れた.
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図 4.2:コリレーションが ρ = 0.75の場合の平方根モデルのもとでの，バスケットオプションの価

格. 左図は満期（T = 6ヶ月）の短い場合，右図は満期の長い場合 (T = 5年)である. MCは，モ
ンテカルロ法により計算したオプション価格,WICは定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格
を表している. パラメータは，S1,0 = S2,0 = 100, r = 0.03, β1 = 1, β2 = 0.5, σ1 = 0.15, σ2 = 1.33

を用いた.
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図 4.3:コリレーションが ρ = 0の場合の平方根モデルのもとでの，バスケットオプションの価格.
左図は満期（T = 6ヶ月）の短い場合，右図は満期の長い場合 (T = 5年)である. MCは，モンテ
カルロ法により計算したオプション価格,WICは定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格を表
している. パラメータは，S1,0 = S2,0 = 100, r = 0.03, β1 = 1, β2 = 0.5, σ1 = 0.15, σ2 = 1.33を用

いた.
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図 4.4:コリレーションが ρ = −0.75の場合の平方根モデルのもとでの，バスケットオプションの

価格. 左図は満期（T = 6ヶ月）の短い場合，右図は満期の長い場合 (T = 5年)である. MCは，モ
ンテカルロ法により計算したオプション価格,WICは定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格
を表している. パラメータは，S1,0 = S2,0 = 100, r = 0.03, β1 = 1, β2 = 0.5, σ1 = 0.15, σ2 = 1.33

を用いた.
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図 4.5:市場にキャリブレーションしたパラメータを用いて計算したオプション価格. MCは，モ
ンテカルロ法により計算したオプション価格,WICは定理 4.4.2を用いて計算したオプション価格
である.パラメータは，rd(t) = 0.0977, r1,f (t) = 0.0222, S1,0 = 77.54, T = 3を用いた.
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図 4.6:市場にキャリブレーションしたパラメータを用いて計算したオプション価格. パラメータは，
rd(t) = 0.0977, r1,f (t) = 0.0222, r2,f (t) = 0.04, S1,0 = 77.54,S2,0 = 78.60, T = 3, w1 = w2 = 0.5

を用いた.コリレーションは ρ = 0.5とした.
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第5章 結論

本稿では，金融派生証券の価格付けに対して威力を発揮する新しい分析方法として，ウィ

ナー・伊藤カオス展開を応用した，全く新しい近似手法を提案した．

カオス展開法は，原資産価格が連続マルコフ過程に従う場合に派生商品の価格を明示的

に評価することを可能とする一般的な手法である．導出した近似解の計算に要する時間も

十分に短く実務的にも極めて有用である．また，数値例を通して本近似の精度が非常に高

く，他の先行研究では正確に近似することができなかった，満期が長くボラティリティが

高い場合においても近似の精度を維持することを示した．

当手法における，近似手順は以下の通りである．まず，ウィナー・伊藤カオス展開に基

づき原資産価格をHermite多項式で展開する．次に，展開された原資産価格に対して逐次

代入を繰り返すことで，伊藤の重複積分の形に書き換える. この際，3次の重複積分迄を

残し，残りの項を切り捨てる近似を行う．最後に，近似された原資産価格の従う特性関数

を算出し，特性関数の反転公式を用いて密度関数を近似するというものである．

本手法の応用例として，２章で局所ボラティリティ・モデル，３章で確率ボラティリティ

にカオス展開法を提供し，その有用性を応用を議論した．また，４章では，より複雑な金

融派生商品の価格付けにおいてもカオス展開法が有効であることを示すため，解析的に

も数値的にも計算が難しいことで知られている，アジア型オプションとバスケット・オプ

ションへの応用を示した．

さらなる応用として，Funahashi (2015)では，金利モデルと株式モデルのハイブリット・

モデルにおいて，カオス展開を応用し，ヨーロピアン・コール・オプション価格の近似

式を求めている．Funahashi and Kijima (2014b)では，より一般的なアジア型オプション，

オーストラリアン・オプション，出来高加重平均価格（VWAP）オプションなどへの応用

を議論している．また，Funahashi and Kijima (2014c)では，バリア型オプションの近似解

を算出している．

今後の展望として，フラクタル・ブラウン運動などへの応用が期待される．
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付録A 命題2.3.1の証明

本付録では，命題 2.3.1の証明をおこなう.証明は，nに対する数学的帰納法で算出する.

まず，n = 1の場合は明らかである. 次に，n − 1において題意が成り立つと仮定する.

σn(t)が確定値関数であることと |σn(t)| ≤ |σ̄(t)|に注意して，伊藤の等長性から

E

[(∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ1(t1)σ2(t2) · · ·σn(tn)dWt1 · · · dWtn

)2
]

=

∫ t

0

E

[(
σn(tn)

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ1(t1)σ2(t2) · · ·σn−1(tn−1)dWt1 · · · dWtn−1

)2
]
dtn

≤
∫ t

0

σ̄2(tn)E

[(∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

σ1(t1)σ2(t2) · · ·σn−1(tn−1)dWt1 · · · dWtn−1

)2
]
dtn

がいえる.したがって，仮定より

E[I2n] ≤
1

(n− 1)!

∫ t

0

σ̄2(tn)

(∫ tn

0

σ̄2(s)ds

)n−1

dtn

を得る.最後に，

1

n!

∫ t

0

d

{(∫ tn

0

σ̄2(s)ds

)n}
=

1

(n− 1)!

∫ t

0

σ̄2(s)

(∫ tn

0

σ2(u)du

)n−1

ds

であるから，全ての nに対して，題意が従う.
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付録B 補題2.3.4の証明

本付録では，(2.3.14)と (2.3.15)を用いて，Im，n(t)の近似をおこなう. 以下では 4次以

上の重複積分を高次の呼び，十分小さいと仮定し無視する.

B.1 I1，1(t)の近似

定義から I1，1(t) = Jt(σ1)− Jt(σ0)であるから，(2.3.14)より，

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
0(u){S(1)

u − S(0)
u }dWu +

1

2

∫ t

0

σ′′
0(u){S(1)

u − S(0)
u }2dWu

である. S(0)
t = F (0，t)であり，S

(1)
t は (2.3.13)で近似されることに注意すると，高次の項

を無視して，

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs

+

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs (B.1.1)

+
1

2

∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)2

dWs

を得る.さらに，伊藤の公式から∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)2

dWs

= 2

∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs (B.1.2)

+

∫ t

0

σ′′
0(s)F

2(0，s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
dWs

がいえる.以上から，(B.1.2)を (B.1.1)に代入して，(2.3.17)を得る.
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B.2 I1，2(t)の近似

Hermite多項式の定義より，(2.3.15)の近似を用いると

I1，2(t) =
1

2

{
(J2

t (σ1)− J2
t (σ0))− (∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t )

}
≈ Jt(σ0)

∫ t

0

σ′
0(u){S(1)

u − S(0)
u }dWu −

1

2
(∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t )

を得る.ここで，Jt(σ0) =
∫ t

0
σ0(u)dWu， σ0(t) = σ(F (0，t)，t)であるから，高次の項を無

視し，(2.3.13)の近似を用いると

I1，2(t) ≈
(∫ t

0

σ0(s)dWs

)(∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs

)
− 1

2

(
∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t

)
(B.2.3)

となる．

伊藤の公式より，(B.2.3)の最初の項は(∫ t

0

σ0(s)dWs

)(∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
dWs

)
=

∫ t

0

σ0(s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

+

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)2

dWs

+

∫ t

0

σ0(s)σ
′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
ds

で与えられる．同様に上式の第 2，第 3項は，それぞれ∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)2

dWs

= 2

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

+

∫ t

0

σ′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ2
0(u)du

)
dWs

∫ t

0

σ0(s)σ
′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
ds

=

(∫ t

0

σ0(s)σ
′
0(s)F (0，s)ds

)(∫ t

0

σ0(s)dWs

)
−
∫ t

0

σ0(s)

(∫ s

0

σ0(u)σ
′
0(u)F (0，u)du

)
dWs
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とかける.

一方，(B.2.3)の第 2項は S
(0)
t の周りでテイラー展開すると

∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t =
∫ t

0

(σ2
1(s)− σ2

0(s))ds ≈ 2

∫ t

0

σ0(u)σ
′
0(u){S(1)

u − S(0)
u }ds

と近似できる.よって，(2.3.13)の近似と伊藤の公式から，

∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t ≈ 2

∫ t

0

σ0(s)σ
′
0(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ0(u)dWu

)
ds

= 2

(∫ t

0

σ0(s)σ
′
0(s)F (0，s)ds

)(∫ t

0

σ0(s)dWs

)
− 2

∫ t

0

σ0(s)

(∫ s

0

σ0(u)σ
′
0(u)F (0，u)du

)
dWs

を得る．最後にこれまでの結果を整理し，(2.3.18)を得る.

B.3 I2，1(t)の近似

定義から I1，1(t) = Jt(σ1)− Jt(σ0)であるから，(2.3.14)より，

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
1(u)(S

(2)
u − S(1)

u )dWs +
1

2

∫ t

0

σ′′
1(u)(S

(2)
u − S(1)

u )2dWs

である．また，(2.3.16)より S
(2)
u − S

(1)
u = F (0，t)I1，1(t)と I1，1(t) = Jt(σ1)− Jt(σ0)から，

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
1(s)F (0，s)I1，1(s)dWs +

1

2

∫ t

0

σ′′
1(s)F

2(0，s)I21，1(s)dWs

である．したがって，(B.1.1)より，高次の項を無視すると

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ′
1(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWう

)
dWs

+
1

2

∫ t

0

σ′′
1(s)F (0，s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWs

)2

dWs

がいえる．

ここで，S
(0)
t の周りで，σ′

1(t) = ∂xσ(S
(1)
t ，t)と σ′′

1(t)をテーラー展開し高次の項を無視

すると

I2，1(t) ≈
∫ t

0

{
σ′
0(s) + σ′′

0(s){S(1)
s − S(0)

s }
}
F (0，s)

×
(∫ s

0

σ′
0(u)F (0, u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

を得る．ゆえに，(2.3.13)より (2.3.19)が導かれる．
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B.4 Im，n(t)，m + n ≥ 4の近似

他の項も全く同様に証明することができるため，ここでは I2，2(t) ≈ 0のみを示す．

I2，2(t) =
1

2

{
(J2

t (σ2)− J2
t (σ1))− (∥σ2∥2t − ∥σ1∥2t )

}
であることに注意すると，(2.3.15)と，I2，1を近似する時に用いた近似手法を再び用いて，

J2
t (σ2) ≈ J2

t (σ1)+2Jt(σ1)

∫ t

0

σ′
0(s)F (ｚ0，s)

(∫ s

0

σ′
0(u)F (0，u)

(∫ u

0

σ0(r)dWr

)
dWu

)
dWs

を得る．ここで，第 2項は高次の項しか含まないため無視した．同様に，

∥σ2∥2t − ∥σ1∥2t = E[J2
t (σ2)− J2

t (σ1)] ≈ 0

であるから，題意が成り立つ．

61



付録C 条件付き期待値の公式

各W i
t， i = 1，. . .，4を 1次元の標準ブラウン運動とし，相関 d

⟨
W i

t，W
j
t

⟩
= ρi，jdt

を持つとする．また，yi(x)を任意の確定値関数とする. ここで，Σ :=
∫ T

0
y21(t)dtとし，

JT (y1) =
∫ T

0
y1(t)dW

1
t と表記すると，次の 3つの公式が成り立つ．

E

[ ∫ T

0

y3(t)

(∫ t

0

y2(s)dW
2
s

)
dW 3

t

∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v1

(
x2

Σ2
− 1

Σ

)
， (C.0.1)

E

[ ∫ T

0

y4(t)

(∫ t

0

y3(s)

(∫ s

0

y2(u)dW
2
u

)
dW 3

s

)
dW 4

t

∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v2

(
x3

Σ3
− 3x

Σ2

)
，

(C.0.2)

E

[(∫ T

0

y3(t)

(∫ t

0

y2(s)dW
2
s

)
dW 3

t

)(∫ T

0

y5(t)

(∫ t

0

y4(s)dW
4
s

)
dW 5

t

) ∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v3

(
x4

Σ4
− 6x2

Σ3
− 3

Σ2

)
+ v4

(
x2

Σ2
− 1

Σ

)
+ v5. (C.0.3)

ここで，viは

v1 =

∫ T

0

ρ1，3y1(t)y3(t)

(∫ t

0

ρ1，2y1(s)y2(s)ds

)
dt，

v2 =

∫ T

0

ρ1，4y1(t)y4(t)

(∫ t

0

ρ1，3y1(s)y3(s)

(∫ s

0

ρ1，2y1(u)y2(u)du

)
ds

)
dt.

v3 =

(∫ T

0

ρ1，3y1(t)y3(t)

(∫ t

0

ρ1，2y1(t)y2(t)ds

)
dt

)(∫ T

0

ρ1，5y1(t)y5(t)

(∫ t

0

ρ1，4y1(t)y4(t)ds

)
dt

)
，

v4 =

∫ T

0

ρ1，3y1(t)y3(t)

(∫ t

0

ρ1，5y1(s)y5(s)

(∫ s

0

ρ2，4y2(u)y4(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

ρ1，5y1(t)y5(t)

(∫ t

0

ρ1，3y1(s)y3(s)

(∫ s

0

ρ2，4y2(u)y4(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

ρ1，3y1(t)y3(t)

(∫ t

0

ρ2，5y2(s)y5(s)

(∫ s

0

ρ1，4y1(u)y4(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

ρ1，5y1(t)y5(t)

(∫ t

0

ρ3，4y3(s)y4(s)

(∫ s

0

ρ1，2y1(u)y2(u)du

)
ds

)
dt

+

{∫ T

0

ρ3，5y3(t)y5(t)

(∫ t

0

ρ1，2y1(s)y2(s)ds

)(∫ t

0

ρ1，4y1(s)y4(s)ds

)
dt

}
v5 =

∫ T

0

ρ3，5y3(t)y5(t)

(∫ t

0

ρ2，4y2(u)y4(u)du

)
dt.
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と定義した．

公式 (C.0.1)， (C.0.2)，(C.0.3)は Takahashi (1999)の補題 2.1で与えられた公式の 1次元

の場合に相当している.さらに詳細な議論は，Yoshida (1992b)を参照.
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付録D 補題3.2.1の証明

本付録では，各 Im，n(t)を (3.2.12)と (3.2.13)を用いて近似する.以下では，定義から

S
(m)
t − S

(m−1)
t = F (0，t)

∞∑
n=1

Im，n(t) ≈ F (0，t)
∑

n≤3−m

Im，n(t) (D.0.1)

であることを用いる.

D.1 I1，1(t)の近似

定義より I1，1(t) = Jt(σ
(1))− Jt(σ

(0))であるから，近似 (3.2.12)を用いると

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (u){S(1)

u − S(0)
u }dW S

u +

∫ t

0

σ(0)
v (u){v(1)u − v(0)u }dW S

u

+
1

2

∫ t

0

σ
(0)
SS(u){S

(1)
u − S(0)

u }2dW S
u +

1

2

∫ t

0

σ(0)
vv (u){v(1)u − v(0)u }2dW S

u

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (u){S

(1)
u − S(0)

u }{v(1)u − v(0)u }dW S
u

を得る．S
(0)
t = F (0，t)，v

(1)
t − v

(0)
t = Ē(t)

∫ t

0
E(u)γ(0)(u)dW v

u，また S
(1)
t が (3.2.9)で与え

られることから，高次の項を無視すると

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

+
1

2

∫ t

0

σ
(0)
SS(s)F (0，s)2

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)2

dW S
s

+
1

2

∫ t

0

σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)2

dW S
s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s
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がいえる．さらに，伊藤の公式から(∫ t

0

σ(0)(u)dW S
u

)2

= 2

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

(
σ(0)(s)

)2
ds， (D.1.2)

(∫ t

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)2

= 2

∫ t

0

E(s)γ(0)(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW v

s

+

∫ t

0

E(s)2
(
γ(0)(s)

)2
ds， (D.1.3)

と(∫ t

0

σ(0)(u)dW S
u

)(∫ t

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
=

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

E(s)γ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW v

s

+

∫ t

0

ρE(s)γ(0)(s)σ(0)(s)ds. (D.1.4)

であるから，これらの結果を合わせて結論が従う:

I1，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
SS(s)F (0，s)2

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+
1

2

∫ t

0

σ
(0)
SS(s)F (0，s)2

(∫ s

0

(
σ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+
1

2

∫ t

0

σ(0)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

E(u)2
(
γ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

ρE(u)γ(0)(u)σ(0)(u)du

)
dW S

s . (D.1.5)
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D.2 I1，2(t)の近似

Hermite多項式の定義と近似式 (3.2.13)より

I1，2(t) =
1

2

{
(J2

t (σ
(1))− J2

t (σ
(0)))− (∥σ(1)∥2t − ∥σ(0)∥2t )

}
≈ Jt(σ

(0))

∫ t

0

σ
(0)
S (u){S(1)

u − S(0)
u }dW S

u + Jt(σ
(0))

∫ t

0

σ(0)
v (u){v(1)u − v(0)u }dW S

u

− 1

2
(∥σ(1)∥2t − ∥σ(0)∥2t )，

である．Jt(σ
(0)) =

∫ t

0
σ(0)(u)dWu， σ(0)(t) = σ(F (0，t)，V (0，t))であるから，(3.2.9)の近

似を用いて，高次の項を無視すると

I1，2(t) ≈
(∫ t

0

σ(0)(s)dW S
s

)(∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

)
+

(∫ t

0

σ(0)(s)dW S
s

)(∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

)
− 1

2

(
∥σ(1)∥2t − ∥σ(0)∥2t

)
(D.2.6)

いえる．

ここで，伊藤の公式を用いると (D.2.6)の第 1項と第 2項は(∫ t

0

σ(0)(s)dW S
s

)(∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
dW S

s

)
=

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)2

dW S
s

+

∫ t

0

σ(0)(s)σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
ds，

と (∫ t

0

σ(0)(s)dW S
s

)(∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

)
=

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)(s)σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
ds，

となる．
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一方で，(D.2.6)の第 3項は S
(0)
t の周りでテーラー展開すると

∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t =

∫ t

0

((σ(1))2(s)− (σ(0))2(s))ds

≈ 2

∫ t

0

σ(0)(u)σ
(0)
S (u){S(1)

u − S(0)
u }du+ 2

∫ t

0

σ(0)(u)σ(0)
v (u){v(1)u − v(0)u }du

と近似される．(3.2.9)を適用して，伊藤の公式を使うと

∥σ(1)∥2t − ∥σ(0)∥2t ≈ 2

∫ t

0

σ(0)(s)σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)
ds

+ 2

∫ t

0

σ(0)(s)σ(0)
v (s)Ē(u)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW S
u

)
ds

が従う．

これまでの結果を整理すると，

I1，2(t) ≈
∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)2

dW S
s

+

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)dW S
u

)(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW S

s

が従う．

ゆえに，(D.1.2)と (D.1.4)より，

I1，2(t) ≈
∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+2

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

(
σ(0)(u)

)2
du

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)(s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

σ(0)(u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW v

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

ρE(u)γ(0)(u)σ(0)(u)du

)
dW S

s (D.2.7)

が導かれる．
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D.3 I2，1(t)の近似

定義より I2，1(t) = Jt(σ
(2))− Jt(σ

(1))であるから，(3.2.12)より

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(1)
S (u){S(2)

u − S(1)
u }dW S

u

+

∫ t

0

σ(1)
v (u){v(2)u − v(1)u }dW S

u

+
1

2

∫ t

0

σ
(1)
SS(u){S

(2)
u − S(1)

u }2dW S
u

+
1

2

∫ t

0

σ(1)
vv (u){v(2)u − v(1)u }2dW S

u

+

∫ t

0

σ
(1)
Sv (u){v

(2)
u − v(1)u }{S(2)

u − S(1)
u }dW S

u

が成り立つ．ここで，v(2)(t)− v(1)(t)は v
(0)
t 周りでテーラー展開すると

v(2)(t)− v(1)(t) = Ē(t)

∫ t

0

E(u)
{
γ(1)(u)− γ(0)(u)

}
dW v

u

≈ Ē(t)

∫ t

0

E(u)γ(0)
v (u)

{
v(1)(u)− v(0)(u)

}
dW v

u

+
1

2
Ē(t)

∫ t

0

E(u)γ(0)
vv (u)

{
v(1)(u)− v(0)(u)

}2
dW v

u

となる.したがって，v
(1)
t − v

(0)
t = Ē(t)

∫ t

0
E(u)γ(0)(u)dW v

u より

v(2)(t)− v(1)(t) ≈ Ē(t)

∫ t

0

γ(0)
v (s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
dW v

s

+
1

2
Ē(t)

∫ t

0

γ(0)
vv (s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)2

dW v
s(D.3.8)

が従う．(D.0.1)より S
(2)
u − S

(1)
u = F (0，t)I1，1(t)であるから，(D.3.8)より高次の項を無視

すると

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(1)
S (u)F (0，u)I1，1(u)dW

S
u

+

∫ t

0

σ(1)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

u

+
1

2

∫ t

0

σ
(1)
SS(u)F (0，u)2I1，1(u)

2dW S
u

+
1

2

∫ t

0

σ(1)
vv (s)Ē(s)2

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)2

dW S
s

+

∫ t

0

σ
(1)
Sv (s)F (0，s)Ē(s)

(∫ s

0

E(u)γ(0)(u)dW v
u

)
I1，1(s)dW

S
s
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がいえる．ゆえに，(D.1.5)より，再び高次の項を無視すると

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(1)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(1)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ r

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(1)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

u

となる．ここで，σ
(1)
S (t)と σ

(1)
v (t)に対して，{S(0)

t ，v
(0)
t }の周りでテーラー展開をおこな

うと

σ
(1)
S ≈ σ

(0)
S (s) + σ

(0)
SS(s)

{
S(1)
s − S(0)

s

}
，

σ(1)
v ≈ σ(0)

v (s) + σ(0)
vv (s)

{
v(1)s − v(0)s

}
と近似できる．(3.2.9)を用いて，再び高次の項を無視すると

I2，1(t) ≈
∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ r

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

u (D.3.9)

が導かれる．

D.4 Im，n(t)，m + n ≥ 4の近似

ここでは，I2，2(t) ≈ 0の場合だけを示す.他の項も全く同じように証明することが可能

である.

I2，2(t) =
1

2

{
(J2

t (σ
(2))− J2

t (σ
(1)))− (∥σ(2)∥2t − ∥σ(1)∥2t )

}
.

(3.2.13)と I2，1で用いた近似を使うと

J2
t (σ2) ≈ J2

t (σ
(1))

+ 2Jt(σ
(1))

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ
(0)
S (u)F (0，u)

(∫ u

0

σ(0)(r)dW S
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+ 2Jt(σ
(1))

∫ t

0

σ
(0)
S (s)F (0，s)

(∫ s

0

σ(0)
v (u)Ē(u)

(∫ r

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW S

u

)
dW S

s

+2Jt(σ
(1))

∫ t

0

σ(0)
v (s)Ē(s)

(∫ s

0

γ(0)
v (u)

(∫ u

0

E(r)γ(0)(r)dW v
r

)
dW v

u

)
dW S

u
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がいえる．ここで，第 2項，第 3項，第 4項は高次の項を含むだけなので０と近似できる．

同様に，

∥σ(2)∥2t − ∥σ(1)∥2t = E[J2
t (σ

(2))− J2
t (σ

(1))] ≈ 0，

であるから題意が従う．
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付録E 補題4.3.1の証明

本付録では,(4.3.7)と (4.3.8)を繰り返し用いて，Ii:m,n(t)を近似する.以下では，これま

でと同様，4次以上の伊藤の重複積分の項を無視する.証明は，Funahashi and Kijima (2015)

と全く同様である．

E.1 Ii:1,1(t)の近似

定義から，Ii:1,1(t) = Jt(σ
(1))− Jt(σ

(0))であるから，(4.3.7)より

Ii:1,1(t) ≈
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (u){S(1)

p,u − S(0)
p,u}dWi,u

+
1

2

N∑
p,q=1

∫ t

0

∂pqσ
(0)
i (u){S(1)

p,u − S(0)
p,u}{S(1)

q,u − S(0)
q,u}dWi,u

がいえる．また，S
(0)
i,t = Fi(0, t)であり，S

(1)
i,t は (4.3.6)で近似できるから，高次の項を無

視すると

Ii:1,1(t) (E.1.1)

≈
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
1

2

N∑
p,q=1

∫ t

0

∂pqσ
(0)
i (u)Fp(0, s)Fq(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)(∫ s

0

σ(0)
q (u)dWq,u

)
dWi,u

が従う．さらに,伊藤の公式から(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,s

)(∫ t

0

σ(0)
q (s)dWq,s

)
=

∫ t

0

σ(0)
q (s)

(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,u

)
dWq,s

+

∫ t

0

σ(0)
p (s)

(∫ t

0

σ(0)
q (s)dWq,u

)
dWp,s

+

∫ t

0

σ(0)
p (s)σ(0)

q (s)ds. (E.1.2)
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を得る．最後に，(E.1.2)を (E.1.1)に代入することで題意が従う.

E.2 Ii:1,2(t)の近似

Hermite多項式の定義から,(4.3.7)の近似を用いると，

Ii:1,2(t) =
1

2

{
(p2t (σ

(1)
i )− p2t (σ

(0)
i ))− (∥σ(1)

i ∥2t − ∥σ(0)
i ∥2t )

}
≈ pt(σ

(0)
i )

(
N∑
i=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (u){S(1)

p,u − S(0)
p,u}dWp,u

)
− 1

2
(∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t ),

がいえる．したがって，Jt(σ0) =
∫ t

0
σ0(u)dWu, σ0(t) = σ(F (0, t), t)であるから，(4.3.6)を

用いて，高次の項を無視すると，

Ii:1,2(t) ≈
(∫ t

0

σ
(0)
i (s)dWi,s

)( N∑
i=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
p (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

)
− 1

2

(
∥σ1∥2t − ∥σ0∥2t

)
, (E.2.3)

が従う．

ここで，伊藤の公式から (E.2.3)式の最初の項は，(∫ t

0

σ
(0)
i (s)dWi,s

)( N∑
i=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
p (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

)

=
N∑
p=1

∫ t

0

σ
(0)
i (s)

(∫ s

0

∂pσ
(0)
p (u)Fp(0, u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)dWi,u

)(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

σ
(0)
i (s)∂pσ

(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)
ds

と書ける．

一方,(E.2.3)式の第 2項は，S
(0)
t の周りでテーラー展開することで，

∥σ(1)
i ∥2t − ∥σ(0)

i ∥2t =

∫ t

0

{
(σ

(1)
i (s))2 − (σi(0)(s))

2
}
ds

≈ 2
N∑
p=1

∫ t

0

σ
(0)
i (u)∂pσ

(0)
i (u){S(1)

p,u − S(0)
p,u}ds

である．
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同様に第 3項は，

N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)dWp,u

)2

dWp,s

=
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWp,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(0)
i (s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWi,u

)
dWi,s

+
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσi0(s)Fp(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)σ

(0)
i (u)du

)
dWi,s

となる．

これらの結果を (E.2.3)式に代入することで題意が従う．

E.3 Ii:2,1(t)の近似

定義から Ii:2,1(t) = Jt(σ
(2)
i )− Jt(σ

(1)
i )であるから，(4.3.7)より，

Ii:2,1(t) ≈
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(1)
i (u)(S(2)

p,u − S(1)
p,u)dWi,s

である．また，S
(2)
i,u −S

(1)
i,u = Fi(0, t)Ii:1,1(t)と Ii:1,1(t) = Jt(σ

(1)
i )− Jt(σ

(0)
i )であることから

Ii:2,1(t) ≈
N∑
p=1

∫ t

0

∂pσ
(1)
i (u)Fp(0, t)Ii:1,1(t)dWi,s

を得る．したがって，(E.1.1)より，高次の項を無視すると

Ii:2,1(t) ≈
N∑

p,q=1

∫ t

0

∂pσ
(1)
i (u)Fp(0, t)

(∫ t

0

∂qσ
(0)
p (s)Fq(0, s)

(∫ s

0

σ(0)
q (u)dWq,u

)
dWp,s

)
Wi,s

がいえる．ここで，S
(0)
t の周りで ∂pσ

(1)
i (t)をテーラー展開した．

さらに，高次の項を無視すると

Ii:2,1(t) ≈
N∑

p,q,r=1

∫ t

0

{
∂pσ0(u) + ∂ppσ

(0)
i (u){S(1)

r,u − S(0)
r,u}
}

×Fp(0, t)

(∫ t

0

∂qσ
(0)
p (s)Fq(0, s)

( ∫ s

0

σ(0)
q (u)dWq,u

)
dWp,s

)
Wi,s

である．最後に，(4.3.6)を用いて,さらに高次の項を無視することで，結果が従う.
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付録F 関数aki,3(T )の定義

定理 4.3.1より,ai,3(T )の第 2項は

a2i,3(T ) =
N∑
p=1

∫ T

0

wi,tFi(0, t)

∫ t

0

P 2
i:p(s)

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp.r

)
dWp,u

)
dWi,sdt

で与えられる．積分の順序を入れ替えると

a2i,3(T ) =
N∑
p=1

∫ T

0

p̄3i:p(t, T )

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp.r

)
dWp,u

)
dWi,s

を得る．ここで，

p̄3i:p(t, T ) := P 2
i:p(t)

∫ T

t

wi,sFi(0, s)ds

である．同様に,

a3i,3(T ) =
N∑
p=1

∫ T

0

s̄i(t, T )

(∫ s

0

P 2
i:p(u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWp,u

)
dWi,s,

a4i,3(T ) =
N∑
p=1

∫ T

0

p̄2i:p(t, T )

(∫ s

0

σ
(0)
i (u)

(∫ u

0

σ(0)
p (r)dWp,r

)
dWi,u

)
dWi,s,

a5i,3(T ) =
N∑
p=1

∫ T

0

p̄2i:p(t, T )

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ
(0)
i (r)dWi,r

)
dWp,u

)
dWi,s,

a6i,3(T ) =
N∑

p,q=1

∫ T

0

p̄2i:p(t, T )

(∫ s

0

P 2
p:q(s)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq,r

)
dWp,u

)
dWi,s

と

a7i,3(T ) =
N∑

p,q=1

∫ T

0

p̄4i:p,q(t, T )

(∫ s

0

σ(0)
p (u)

(∫ u

0

σ(0)
q (r)dWq.r

)
dWp,u

)
dWi,s

がいえる．ただし,

p̄4i:p,q(t, T ) := P 3
i:p,q(t)

∫ T

t

wi,sFi(0, s)ds

と定義した．
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付録G 条件付き期待値の公式２

W i
t , i = 1, . . . , 5を相関 dW i

t dW
j
t = ηi,jdtを持つ標準ブラウン運動とし， yi(x), i =

1, . . . , 5を確定値関数とする．さらに，Σ :=
∫ T

0
y21(t)dt，JT (y1) =

∫ T

0
y1(t)dW

1
t と定義す

る.条件付き期待値を計算するために，以下の公式を与える:

E
[ ∫ T

0

y3(t)

(∫ t

0

y2(s)dW
2
s

)
dW 3

t

∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v1

(
x2

Σ2
− 1

Σ

)
. (G.0.1)

ここで，

v1 =

∫ T

0

η1,3y3(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,2y2(s)y1(s)ds

)
dt

である．

E
[ ∫ T

0

y4(t)

(∫ t

0

y3(s)

(∫ s

0

y2(u)dW
2
u

)
dW 3

s

)
dW 4

t

∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v2

(
x3

Σ3
− 3x

Σ2

)
. (G.0.2)

ただし，

v2 =

∫ T

0

η1,4y4(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,3y3(s)y1(s)

(∫ s

0

η1,2y2(u)y1(u)du

)
ds

)
dt

である．

E
[(∫ T

0

y3(t)

(∫ t

0

y2(s)dW
2
s

)
dW 3

t

)(∫ T

0

y5(t)

(∫ t

0

y4(s)dW
2
s

)
dW 3

t

) ∣∣∣∣JT (y1) = x

]
= v3

(
x4

Σ4
− 6x2

Σ3
− 3

Σ2

)
+ v4

(
x2

Σ2
− 1

Σ

)
+ v5. (G.0.3)

75



ここで，

v3 =

(∫ T

0

η1,3y3(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,2y2(t)y1(t)ds

)
dt

)
×
(∫ T

0

η1,5y5(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,4y4(t)y1(t)ds

)
dt

)
,

v4 =

∫ T

0

η1,3y3(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,5y5(s)y1(s)

(∫ s

0

η2,4y4(u)y2(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

η1,5y5(t)y1(t)

(∫ t

0

η1,3y1(s)y3(s)

(∫ s

0

η2,4y4(u)y2(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

η1,3y3(t)y1(t)

(∫ t

0

η2,5y2(s)y5(s)

(∫ s

0

η1,4y4(u)y1(u)du

)
ds

)
dt

+

∫ T

0

η1,5y5(t)y1(t)

(∫ t

0

η3,4y3(s)y4(s)

(∫ s

0

η1,2y2(u)y1(u)du

)
ds

)
dt

+

{∫ T

0

η3,5y5(t)y3(t)

(∫ t

0

η1,2y2(s)y1(s)ds

)(∫ t

0

η1,4y4(s)y1(s)ds

)
dt

}
v5 =

∫ T

0

η3,5y5(t)y3(t)

(∫ t

0

η2,4y4(u)y2(u)du

)
dt

である．

この公式を使って，E[a2(t)|a1(t) = x]を証明する．a2(t) =
∑N

i=1 ai,2(T )であり，

ai,2(T ) =

∫ T

0

s̄i(t, T )

(∫ t

0

σ
(0)
i (s)dWi,s

)
dWi,t+

N∑
p=1

∫ T

0

p̄2i:p(t, T )

(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,s

)
dWi,t

であるから，(G.0.1)を用いて，E
[ ∫ T

0
s̄i(t, T )

(∫ t

0
σ
(0)
p (s)dWp,s

)
dWi,t

∣∣∣∣a1(t) = x

]
が計算で

きる．

y1(x) =
√
Λx, y2(x) = σ

(0)
p (x), y3(x) = s̄i(x, T )とし，

η1,2 = dWp,tdŴt =
N∑
k=1

ρkp

(
p̄k,1(t)/

√
Λt

)
,

η1,3 = dWi,tdŴt =
N∑
k=1

ρik

(
p̄k,1(t)/

√
Λt

)
であることに注意すると，

E
[ ∫ T

0

s̄i(t, T )

(∫ t

0

σ(0)
p (s)dWp,s

)
dWi,t

∣∣∣∣a1(t) = x

]
= v1

(
x2

Σ2
− 1

Σ

)
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がいえる．ただし，

v1 =

∫ T

0

N∑
k=1

ρik

(
p̄k,1(t)/

√
Λt

)
s̄i(t, T )

√
Λt

(∫ t

0

N∑
l=1

ρlp

(
p̄k,1(s)/

√
Λs

)
σ(0)
p (s)

√
Λsds

)
dt

=
N∑

k,l=1

∫ T

0

ρikp̄k,1(t)s̄i(t, T )

(∫ t

0

ρlpp̄k,1(s)σ
(0)
p (s)ds

)
dt

である．

他の項も全く同様に証明できる．
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