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  画像再構成の基礎 1－FBP 法の原理－ 

 Basic of Image Reconstruction 1-Fundamentals of FBP method- 

          

  首都大学東京 篠原広行 Shinohara Hiroyuki 

 

はじめに 

 画像再構成は被写体の積分変換（投影）から被写体を求める逆問題であり，解

析的方法と逐次近似法に大別される．フィルタ補正逆投影（ filtered back 

projection: FBP）法は解析的方法であり， CT，MRI，SPECT，PET など医用イメ

ージングの画像再構成に広く用いられる． 被写体は線減弱係数分布，水素原子

分布，放射濃度分布などであり，2 次元画像再構成はそれら断面の投影から元の

分布を復元する．これに対し 3 次元画像再構成はボリュームデータの投影から 3

次元被写体を復元する．投影の計測法には 2 次元では平行ビームとファンビー

ムがあり，3 次元では平行ビームとコーンビームがある．本稿では，それら投影

からの FBP 法による画像再構成 1,2)について解説する． 

  

1．2 次元ラドン変換 

 Fig. 1(a) は固定座標系 (x, y) とそれに対し半時計回りに θ 回転した回転座標

系 (s, t) を示す．両者の関係は次式で表される．  

 cos sin , sin coss x y t x y            (1)  

固定座標系は被写体の座標を回転座標系は検出器の座標を表す． (a) のように

2 次元関数 f(x,y)を直線 L 上で積分することを線積分という． s 軸は x 軸から θ

傾いており，原点から直線 L に下ろした垂線の座標が s である． s に平行な直

線を検出器の並びとし，線積分の値が s 上に測定される様子を示している．2 次

元ラドン変換 p(s, θ) は被写体の線積分であり次式で表される 

 
( , ) ( cos sin , sin cos )

( , ) ( cos sin )

p s f s t s t dt

f x y x y s dxdy

    

  





 

 

  

  



 
   (2) 

( )  はデルタ関数を表す．2 次元ラドン変換を投影と呼ぶ．θは投影角度を示す． 

(b) は矩形内の強度が一定値 A の断面（矩形画像）f(x,y)の周囲を検出器が回転

し，平行ビーム投影 p(s, θ)を収集する様子を示す． CT では入射強度を透過強度

で除し対数をとることで f(x,y)と p(s, θ)の関係が積分変換で表される．平行ビー

ム投影は検出器に垂直な垂線上の f(x,y)を線積分したものなので，θ = 0 度から

360 度の投影角度によって矩形，台形，三角形の繰り返しとなる． 
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2．投影切断面定理 

 平行ビーム投影には投影切断面定理が成り立つ．Fig. 1 の f(x,y) の 2 次元フー

リエ変換 F(u,v) は次式で表される． 

 
24 sin(2 ) sin(2 )

( , )
2 2

a A au av
F u v

au av

 
 

     (3) 

投影角度 30 度の投影は台形となり，この 1 次元フーリエ変換は周波数を k とし 
24 sin( 3 ) sin( )

( , / 6)
3

a A ak ak
P k

akak

  


    
(4) 

となる 3)．θ = π/6 にして 

3
cos( / 6) , sin( / 6)

2 2

k k
u k v k        (5) 

を(3) 式に代入すると(4) 式に等しくなる．すなわち矩形画像の 2 次元フーリエ

変換の 30 度方向の成分は，30 度の投影の 1 次元フーリエ変換から得られる．こ

のことは他の投影角度についても成り立ち，投影の 1 次元フーリエ変換と被写

体の 2 次元フーリエ変換の関係を投影切断面定理（中央断面定理）という．平行

ビーム投影からの画像再構成は，投影切断面定理を利用したフーリエ変換法で

行える．投影は極座標で得られるので，フーリエ逆変換するには直交座標に並び

換える必要がある．この際，補間処理による誤差を生じる．FBP 法はこの補間誤

差を回避するために，フィルタ補正した投影を逆投影し再構成像を得る方法で

ある．FBP 法の式はフーリエ変換法の式を変形すると導かれる． 

  

3．2 次元画像再構成 

3.1 平行ビーム 

 Fig. 2(a) は Fig. 1(a) の被写体の断面について横に座標 s，縦に投影角度 θをと

り投影を並べたものでサイノグラムと呼ばれる．上部の 0 度の位置から矩形，

台形，三角形となる様子が観察される．投影が三角形となる 45 度，135 度の投

影角度で値が最大となる．(b) は FBP 法の Ramp フィルタ（Fig. 6(b)）を実空間

で表した Ram-Lak フィルタ 4)， (c) はフィルタ補正した投影を示す．投影は積

分変換であるから必ず正であるが，(c) は(a) と異なり，フィルタ補正した投影

は大きな負の値を持つ．FBP 法はフィルタ補正した投影の値を投影線に沿って

空白な画面に書き込み（逆投影），重なった部分を足し算し再構成像を得る方法

である．Fig. 3 は 180 度について 2，4，6，12，30，60 方向からの逆投影の様子

を示す． 2 次元被写体の投影は θ を固定すると s の 1 次元関数であるが，それ

を逆投影すると 2 次元画像になる．単純な逆投影では矩形内の領域で値が一定，

矩形外ではゼロの画像とはならないが，被写体のおおまかな形状を類推できる

ぼけた画像が得られる．Fig. 4 は Ramp フィルタによって投影に負の成分を持た
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せ逆投影した画像である．フィルタ補正した投影を逆投影し足し算していくと，

負の成分の寄与でぼけが除去され被写体に近い矩形画像が得られる． FBP 法の

Ramp フィルタは逆投影で生じるぼけを除く働きがある． 

 線形性と位置非依存性を満たすシステム（線形・非位置依存性システム）では，

入力（被写体），応答関数（画像再構成の点広がり関数 h(x,y)），出力（再構成像）

の関係は畳み込みで表される．線形・非位置依存性システムの点広がり関数は位

置に依存しないので，被写体を点線源の集まりとみなすと各点線源の強度を点

広がり関数に掛け足し算したものが逆投影の再構成像となる．そして，逆投影の

点広がり関数は次式のように距離に逆比例する強度を持つことが導かれる．  

 
2 2

1 1
( , )h x y

rx y
 


      (6) 

h(x,y) のフーリエ変換 H(u,v) は次式で表される． 

 2 ( )

2 2

1 1
( , ) ( , ) i ux vyH u v h x y e dxdy

ku v

   

 
  


    (7) 

分解能の劣化がない理想的な点広がり関数はデルタ関数（フーリエ変換の振幅

が周波数に関係なく 1）であるが，H(u,v)は高周波数成分が弱められている．こ

の減衰分を補うため，投影のフーリエ変換 P(k, θ) に | |k  で表される Ramp フィ

ルタを掛ける． 

  2

0
( , ) ( , )| | i ksf x y P k k e dk d

  



       (8) 

続いてフーリエ逆変換し，Fig. 2 (c) のような負の成分を持つ投影に作り換え逆

投影することで，ぼけのない Fig. 4 の再構成像が得られる．Fig. 2(b) の Ram-Lak

フィルタの離散式は画素の幅を a として次式で表される． 

 

2

2

1/ 4 0

( ) 1/( ) :

0 :

a m

h ma ma m odd

m even


 
 



    (9) 

フーリエ変換の性質から (8) 式の周波数空間における投影とフィルタの掛け算

は，実空間では畳み込みになり，フィルタ補正した投影 q(s,θ)を逆投影し再構成

像が得られる． 

 ( , ) ( ', ) ( ') 'q s p s h s s ds 



       (10) 

 
0

( , ) ( , )f x y q s d


         (11)  

FBP 法のフィルタ補正を実空間で実行する方法は重畳積分法と呼ばれる． 
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3.2 ラドン逆変換 

 平行ビーム投影からのラドン逆変換による画像再構成は次式で表される 5)．

 
2 0

1 ( , ) /
( , )

2 cos sin

p s s
f x y dsd

x y s

  
  





 


      (12) 

(12) 式は変数 s に着目すれば(10) 式の畳み込みの式になっている．Fig. 5(a)は

Fig. 2(a) の矩形画像の投影を s で微分した投影，(b) は微分した投影とフィルタ
2(1/ 2 )s の畳み込み，(c) はそれを逆投影した再構成像を示す 6)． (12) 式は FBP

法の(8) 式における投影と Ramp フィルタの掛け算に関し，フーリエ変換の性質

とヒルベルト変換を用い実空間で行う形に書き直したものである．  

 

1 0
1

( ) | | 2 sgn( ), sgn( ) 0 0
2

1 0

k

H k k i k k k k
i

k





    
 

  (13) 

ヒルベルト変換 { ( )}f x は次式で表される． 

 
1 ( ')

{ ( )} '
'

f x
f x dx

x x





      (14) 

3.3 一様吸収体のラドン逆変換 

 ラドン変換が吸収の影響を含むとき吸収を受けたラドン変換という．線減弱

係数  が一定の一様吸収体を仮定すると，吸収を受けたラドン変換からの画像

再構成には Fig. 6 (a) のフィルタが用いられる． (b) の吸収の影響がない場合の

Ramp フィルタと異なり，フィルタは | | / 2k   の区間でゼロである．SPECT に

おける吸収の影響を周波数空間で考えると，吸収がない場合に比べ周波数の推

移が生じ，その結果，フィルタは(a) のように修正される．画像再構成ははじめ

に (c) に示すように，吸収を受けた投影 p(s, θ)に s 軸から被写体の輪郭までの距

離 d(s, θ) を用いスケーリングした投影 ˆ ( , )p s  を作る． 

 ( , )ˆ ( , ) ( , ) ( , )t d sp s f x y e dt e p s   



      (15) 

次に 3.2 節のラドン逆変換のように投影を微分し，次式でフィルタ補正して逆投

影する 5)． 
2 ( sin cos )

2 0

ˆ1 cos( ( cos sin )) ( , )
( , )

4 cos sin
x y s x y p s

f x y e dsd
s x y s

        
  

  



  


     (16) 

積分内の指数関数は (c) の s 軸からの被写体（線源）までの距離 t に関係し，

(1) 式から ( cos sin )t x ye e       である．一様吸収体に対する解析的吸収補正法には

3 つの方法があり，それらの数学的な関係が工藤ら 7)によって明らかにされた．

その 1 つである Inoue の方法 8,9)は線減弱係数を虚数の周波数という概念で捉え

ることによって，投影切断面定理を吸収の影響を受けたラドン変換にも適用で
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きるように複素数に拡張した．解析的吸収補正法を用いた SPECT による放射濃

度の定量性について報告されている 10)． 

3.4 ファンビーム 

 Fig. 7 は検出器が直線状に並んだファンビーム投影の幾何学的配置を示す．こ

の画像再構成には，本来の検出器の位置から拡大率（1 画素の長さで換算する）

を考慮し，原点を通る X 座標軸上に投影を持ってくる．線源からファンビーム

の回転中心（原点）までの距離を D，線源から実際の検出器までの距離を D0，

実際の検出器の標本間隔（検出器 1 つの幅，投影の 1 画素の幅としている）を

Δd としたとき，X 軸上での標本間隔 ΔX は 0( / )X D D d  となる．ファンビー

ム投影を '( , )p X  とすると画像再構成は次式で表される．  

 




dXdXXhXp
XD

D

L
yxf

X

X  



2

0 222
2

max

max

)'()},('{
1

2

1
),(  (17) 

 

 2
2

sin( ) cos( )
, '

t D t
L X

D L

     
      (18) 

L2は線源から原点までの距離 D と f(x,y)から投影の中心線に垂線を下ろした点 C

までの距離の比である．X 軸上の点 'X は (18) 式で表される．Fig.8 の 1 行はフ

ァンビームの逆投影，2 行は Ramp フィルタで補正した投影の逆投影を示し，平

行ビームと異なり投影線の経路は扇状になる． 

 

4．3 次元画像再構成 

4.1 平行線積分による 2 次元投影 

 PET には Fig. 9(a) の 2 次元 PET（2D PET）や(b) のように斜め方向にも投影

を収集する 3 次元 PET （3D PET）がある．被写体に Fig. 1 の 2 次元ラドン変換

の線積分を断面ごとに行うと，平行な線積分からなる(a) や(b) の 2 次元投影が

得られる． (c) は半径 1 の単位球を表しベクトル μは xy 平面から θ傾いた線積

分の投影方向ベクトルを表す（このような単位球を Orlov の球 11）という）．投影

方向ベクトルの終点を Orlov の球上にプロットしたものを投影領域 とする．2

次元検出器は μに垂直な平面とする．θ = 0 の投影領域 0  の場合には，2 次元

検出器が z軸に平行に被写体の回りを回転するSPECTや2D PETの投影となる．

Orlov によると 2 次元投影から画像再構成できる十分条件は，「投影方向領域が

Orlov の球のあらゆる大円（単位球を横切る円にはいろいろあるが，円周の長さ

が 2πの円を大円という）と交差すること」である． z 軸回りの回転角度を と

するとき， における 2 次元投影の 2 次元フーリエ変換は，3 次元投影切断面定

理によって被写体の 3 次元フーリエ変換の原点を通る角度 の成分に等しい．

したがって，(c) の θ = 0 の場合には を 360 度の範囲に変化させ投影を収集す
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れば，3 次元フーリエ変換が完全に求められる．それをフーリエ逆変換すると再

構成像が得られる．一方，3D PET では画像再構成に必要な θ = 0 以外の投影も

収集することで，投影の冗長性を利用し信号対雑音比を高めている． (d) は投

影方向領域が太線の帯状内にあるときの max max( )      を示す．ここで は
この帯を大円が横切る長さ， は周波数空間のベクトルνの極角（ / | | cosz ν ）

である．平行線積分による 2 次元投影からの 3 次元画像再構成では，次式の

Colsher の 2 次元フィルタ 13) ( , , )CH u v  が用いられる．  

 
2 2

max

2 2
max max

/ 2 sin sin
( , , )

/ 4arcsin(sin / sin ) sin sin

u v
H u v

u v

  


   

   
 

 (19) 

帯を横切る長さ は (c) や(d) のとき 2π，(f) のときは(19) 式の 2 行の分母で表

される．これら帯の長さでフィルタが重み付けされる．3 次元 FBP 法は Colsher

の 2 次元フィルタで補正した投影 '( , , , )p x y   を次式で 3 次元逆投影する（低域

通過フィルタ処理も併用される）12)． 

 ( , , ) ( , , ) (cos ) '( , , , )f x y z f x y z p x y           (20)  

4.2 面積分による 1 次元投影 

 Fig. 10(a)は原点を始点とする方向ベクトル μが z 軸となす角を θ， μの xy 平

面に下した垂線が x 軸となす角を とし， μに直交する平面上での 3 次元被写

体の面積分を p(s, μ )としている．ここで s は原点から平面までの距離である．こ

の p(s, μ )を 3 次元ラドン変換といい，3 次元被写体の 1 次元への投影になる．ラ

ドン逆変換は次式で表される 14)． 

 

2
2

2 20 0

1 ( , )
( , , ) sin

8
s

p s
f x y z d d

s

 
  


 


 

 
μ r

μ
   (21) 

 (sin cos ,sin sin ,cos )    μ      (22) 

ここで， μ r はベクトルの内積を表す．フーリエ変換の性質から 3)，(21) 式の投

影の s に関する 2 階微分は，周波数空間で投影 ( , , )P k   に Ramp フィルタを 2 乗

した 2k フィルタを掛け，フーリエ逆変換して得られる投影 ( , , )q s   に等しい．  

 2 21
( , , ) ( , , )

2
i k sq s P k k e dk   





       (23) 

(b)は 3 次元被写体と 3 次元ラドン変換の 3 つの変数の関係を示す．Fig. 11 は (a) 

0  の投影 ( , , 0)p s    ，(b) 
2k フィルタ補正した投影 ( , , 0)q s    ，(c) (b) の

FBP 法の再構成像（2 次元投影） ( , , 0)p x z   ，(d) 0  の投影 ( , 0, )p s   ，(e) 

Ramp フィルタ補正した投影 ( , 0, )q s   ，(f) (e) の FBP 法による再構成像（2 次

元投影） ( , , 0)p x y   をそれぞれ示す．(c) と(f) は(21), (23) 式の画像再構成に直

接関係ないが，1 次元投影と 2 次元投影の関係を示すために載せた．Fig.12 は
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Shepp-Logan ファントムと 3 次元ラドン逆変換による再構成像を示す 6)．内部の

腫瘍（画像中央の円）を見やすくするため，Shepp の論文 14)よりも腫瘍の強度を

大きくし鼻や耳の強度と同じにしている．(21) 式の微分と積分の順序を入れ換

えると 3 次元ラドン逆変換は次式で表される． 

 
2 2 2

2

2 2 2 2 0 0

1
( , , ) ( , )sin

8
f x y z p d d

x y z

 
  


   

        
  μ r μ  (24) 

(24) 式ははじめに 3 次元逆投影を行い，その後に画像処理でよく知られている

2 次微分（ラプラシアン）処理を行う形である． 

4.3 コーンビーム 

 コーンビーム投影では 2 次元ファンビームの傾いた投影が得られるとみなし

画像再構成を行う 15)．計算機によるコーンビーム投影の作り方は文献 16)に詳し

く紹介されている．傾いた投影は回転すると別の断面の線積分となるため，正確

な画像再構成ができない．傾きが大きくなるほど画像再構成の誤差は大きくな

る．しかし，近似的ではあるがそれなりの画像が再構成されるので，3 次元コー

ンビームではこのFeldkamp法 17)が用いられている．フィルタには (9) 式のRam-

Lak フィルタが用いられる．Fig. 13 は単位ベクトル i, j, k を用いコーンビームの

座標系を示す．コーンビーム投影を '( , , )p X Z  として画像再構成は次式で表され

る．  

 
max

max

2

2 2 2 20
2

1 1
( , , ) { '( , , )} ( ' )

2

X

X

D
f x y z p X Z h X X dXd

L D X Z


 


 

 
   (25) 

L2 はファンビームの (18) 式と同じである． '( , , )p X Z   の X が 2 次元検出器の

横方向，Z が 2 次元検出器の縦方向に相当する． は 2 次元検出器の回転角を示

す． Fig. 14 は(a) 楕円体を並べた Defries ファントムの横断面，(b) 冠状断面，

(c) 矢状断面，(d) 0   における 2 次元検出器への投影 ( , , 0)p X Z   ，(e) 0Z 
における 1 次元投影 ( , , 0)p X Z  ， (f) 0   における逆投影の横断面

( , , 0)b x y z  ，(g) 0   における逆投影の冠状断面 ( , , 0)b x z y  ，(h) 0   にお

ける逆投影の矢状断面 ( , , 0)b y z x  ，(i) 再構成像 ( , , 0)f y z x  をそれぞれ示す．

(f) から横断面（xy 平面）ではファンビームに，(h) から矢状断面（yz 平面）で

はコーンビームになっている様子がわかる．ファントムの強度は同じであるが，

z = 0 の原点（中央）から遠くなるほど，コーン角の影響で楕円体の強度が低下

し周辺部がぼける．Feldkamp 法は円柱内の強度が一定な 3 次元被写体に対し正

確な画像再構成となる．Fedkamp 法は実用的なコーンビーム画像再構成であり，

コーン角が小さければ誤差が小さく，放射線治療装置に装備されているフラッ

トパネル検出器の CT に応用されている．Fig. 15 は(a) Shepp-Logan ファントム

のコーンビームによる 2 次元投影 ( , , 0)p X Z   ，(b) フィルタ補正した 2 次元投
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影 ( , , 0)q X Z   ，(c) 0Z  におけるフィルタ補正した 1 次元投影 ( , , 0)q X Z  ，

(d) 横断面，(e) 冠状断面，(f) 矢状断面の再構成像を示す．(d)-(f) の再構成像は

表示範囲を(0.98, 1.05) の狭い範囲に限定し，線状のアーチファクトの様子をわ

かりやすくしている．ファントムの口，耳，鼻など強度が大きく変化する部分で

はアーチファクトが発生し，コーンビーム画像再構成法の評価では強度変化の

小さい領域のみからなる Shepp-Logan ファントムが通常用いられる．このよう

な強度範囲であれば，Fig. 15 に強調して表示したアーチファクトは観察されな

い． FBP 法による 2 次元画像再構成においても同様である． 

 Fig. 16 は Feldkamp 法を用いたヘリカルコーンビームの投影とフィルタ補正し

た投影を示す 18)．これは線源と 2 次元検出器が回転しながら体軸方向に移動し，

4 回転し 1440 度の投影を収集する様子の一部を示している．Feldkamp 法による

ヘリカルコーンビーム再構成像には角度依存性のあるアーチファクトが見られ

るが，Feldkamp 法による単一円軌道のコーンビームの再構成像に近い画像が得

られる．コーンビームのより正確な画像再構成法は，Defries19)，Kudo20)らによっ

て報告されている． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure Captions 
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Fig.1 矩形内で値が一定の断面の投影 

Fig.2 FBP 法による画像再構成 

Fig.3 逆投影 

Fig.4 フィルタ補正逆投影 

Fig.5 2 次元ラドン逆変換公式による画像再構成 

Fig.6 一様吸収体に対する再構成フィルタ 

Fig.7 ファンビームの幾何学的配置 

Fig.8 ファンビームの逆投影 

Fig.9 平行線積分による 2 次元投影 

Fig.10 面積分による 1 次元投影（3 次元ラドン変換） 

Fig.11 3 次元ラドン逆変換公式による画像再構成 

Fig.12 3 次元ラドン逆変換公式による再構成像 

Fig.13 コーンビームの幾何学的配置 

Fig.14 コーンビームの投影と逆投影 

Fig.15 コーンビームの再構成像 

Fig.16 ヘリカルコーンビームの投影 
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