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はじめに
　第 32 回では繰り返しを使った方法で最も多く使

われているML-EM法とOS-EM法について解説し

た。その中では、検出確率 Cijを作成し、それをもと

に繰り返しを使って解を求めた。今回は、検出確率

Cijの関係を行列とベクトルの計算式に置き換えて解

を求める最小二乗法を利用した方法について解説す

る。また、その方法を利用した数値シミュレーション

の結果についても紹介する。

1．検出確率Cijと行列C
　前回、検出確率 Cijを用いると、投影の式は、

となり、逆投影の式は、

となることを解説した。ここで、λjとλ’jは画像を表し、

jは画素の番号に相当する。Mは画素の総数である。

yiは投影データを表し、iは検出器の番号に相当する。

Nは検出器の総数である。これを行列とベクトルに

置き換えて考える。Cijはもともとi行 j列のマトリクス

なのでそのまま行列となる。画像であるλjとλ’jと

投影データであるyi は、通常 2 次元であったり3 次

元であったりするが、1次元に番号を振り直して、要

素数がM個および N個の多次元ベクトルと見なす

ことができる。検出確率の行列をC、画像ベクトル

を f、投影ベクトルをpとすると投影の（1）式は、

逆投影の（2）式は、

と表現することができる。ここで CTは行列 Cの行

と列を入れ替えた転置行列を表す。ただし、（4）式

では規格化は表記していない。

　単純に（3）式から画像ベクトル fを求めようとすると、

行列Cの逆行列C−1が求められれば、

のように解を求めることができる。これを簡単な行列

とベクトルの例で見てみる。

という関係式があるとする。ここでベクトルの要素 x

とyを求めるために逆行列を求めると、
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となる。このように逆行列が求まれば、ベクトルの要

素 xとyは、

と求めることができる。

　では、図1に示すような投影を仮定した場合はど

うなるか考えてみる。画像と投影の関係を行列で表

すと、

となる。投影の（3,7,4,6）T から画像の（1,2,3,4）T を

求めるためには逆行列を求めることになる。ただし

この行列は階数（rank）が 3であり、1次元分退化

している。画像を未知数として連立方程式を解こう

としても解が一意的に求まらない。当然逆行列も求

めることができない。

　投影を図 2のように取った場合はどうであろうか。

画像と投影の関係を行列で表すと、

となる。この行列は階数が 4となるので逆行列を求

めることができる。逆行列は、

となり、投影から画像は

のように計算できる。このように逆行列が求まれば、

同じ幾何学配置で投影の値が変わっても行列の演

算で画像を求めることができる。
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図1．画像と投影の例1
行列 C の階数が 3 となり、逆行列が作れない。
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図 2．画像と投影の例 2
行列 C の階数が 4 となり、逆行列を作ることができる。
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2．最小二乗法と特異値分解
　前節で示したとおり、投影の取り方によっては行

列Cの階数が少なくなり、逆行列を求めることがで

きない場合が生じる。そのような場合でも最小二乗

法を用いると擬似的な逆行列を求めることができ

る。最小二乗法は、

で rの値を最小にするfを求めることに相当する。

この解き方の1つに特異値分解を利用する方法があ

る。特異値分解により行列Cを3つの行列に分解

する。それらの行列から擬似的な逆行列を求めるこ

とができる。行列Cの分解は、

で表され、行列UとVは正規直交行列、行列Wは

対角行列である。ここから擬似的な逆行列C+は

のように求められる。対角行列W−1は、対角成分

を逆数にするだけで良い。Cが正方行列で階数が

満たされている場合は、C+は逆行列C−1と等しくな

る。階数が足りない場合は、対角行列Wの対角成

分に、足りない階数分だけ 0 が含まれる。0の逆数

は計算できないので、その要素はそのまま0とおい

て計算する。

　前節の2通りの場合について計算した結果を次に

示す。まずは図 2で示した階数が足りている場合に

ついて計算すると、

となり、擬似的な逆行列C+は、

となる。この逆行列は（12）式で求めたものと等しく

なる。
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図 3．16×16 画素の画像と16×16 投影の投影データ
から作成した検出確率の行列Cの画像（256× 256マト
リクス）
横方向が画像の画素番号に相当し、縦方向が投影の検出器番
号に相当する。
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　次に図1で示した階数が足りていない場合につい

て計算すると、

となる。対角行列Wの対角成分が 1つだけ 0にな

っている。対角成分が 0のところはそのまま0にし

て擬似的な逆行列C+を求めると、
となる。この擬似的な逆行列C+を使って投影から

画像を求めると、

となり、画像の数値を再現することができた。ただし、

行列Cが退化している場合は、擬似的な逆行列C+

は一意的に求まるわけではないので、正確に画像を

再現できるとは限らない。

5 

図 5．特異値分解から求めた擬似的な逆行列C+

（256× 256マトリクス）
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(a) U	 (b) W	 (c) VT	図 4．行列Cを特異値分解した画像（256× 256マトリクス）
（a）正規直交行列 U　　（b）対角行列 W　　（c）正規直交行列 VT

a b c
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3．画像再構成への応用
　実際の画像再構成に最小二乗法である特異値分

解を応用した例を示す。まずは画像と投影を16×16

画素と粗いものを考える。16×16 画素の画像と投

影の場合、検出確率の行列Cは 256×256マトリク

スとなる。大きい行列なので図 3に画像として示す。

この逆行列を求められれば、投影から画像を行列の

演算で求めることができる。しかし、この行列を見

ると分かるように要素が 0になっているところが非

常に多く存在する。階数を計算すると148となり、

256に比べて明らかに小さく、行列Cは大きく退化し

ている。よって、擬似的な逆行列を特異値分解で求

める必要がある。特異値分解により行列Cを3 つ

に分けたものを図 4（a）～（c）に示す。（a）～（c）は

それぞれ行列U、W、VTを画像で表している。この

行列から擬似的な逆行列C+を求めたものを図 5に

画像で示す。

　16×16 画素の画像を用いて、投影と再構成を検

証する。検出確率の行列Cを用いて投影を作成す

る様子を図 6に示す。作成した16×16 画素の投

影 pを図 5に示した擬似的な逆行列C+を用いて行

列の演算で再構成する様子を図 7に示す。図 7で

再構成された画像 f’は、計算誤差によるノイズは含

まれているが、もとの画像を再現している。検出確

率の行列 Cは退化しているので、擬似的な逆行列

C+は一意的に求まるわけではない。計算誤差をもっ

と少なくするような擬似的な逆行列を求めることによ

り、再構成の精度を上げることは可能であると考えら

れる。

　最後に 64×64 画素の画像について同様のもの

を示す。64×64 画素の画像と投影の場合、検出確

率の行列Cは 4096×4096 マトリクスとなる。画像

としても非常に大きくなるので、256×256マトリクス

に縮小した画像を図 8に示す。また、特異値分解に

より図 8に示した行列Cを3つに分けたものを図 9

（a）～（c）に示す。（a）～（c）はそれぞれ行列U、W、
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図 6．検出確率の行列Cを利用して
投影を行った結果
16 ×16 画素の画像を拡大して表示している。

図7．擬似的な逆行列C+を利用して
再構成を行った結果
16 ×16 画素の画像を拡大して表示している。
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図 8．64×64 画素の画像と64×64 投影の投影デー
タから作成した検出確率の行列 Cの画像（4096×
4096マトリクス）
表示は 256 × 256 マトリクスに縮小している。
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VTを表している。これらの行列も256×256マトリ

クスで表示しているが、実際には 4096×4096 マト

リクスとなっている。この行列から擬似的な逆行列

C+を求めたものを図10に画像で示す。この行列の

サイズも同様である。

　64×64 画素の画像を用いて、投影と再構成を検

証した結果をそれぞれ図 11と図 12に示す。再構

成された画像は、16×16 画素の場合と同様に計算

誤差が目立っているが、もとの画像をそれなりに再現

している。このように擬似的にでも逆行列をうまく求

めることで、再構成を行列の演算として実行すること

が可能である。ただし、検出確率の行列Cはとてつ

もなく大きくなるので、臨床で使われるような256×

256 画素や 512×512 画素のような画像では、パソ

コンレベルでの計算はまだまだ難しい。繰り返しの

方法がそうであるように、計算機の性能が上がれば、

このような再構成法も実用化される可能性がある。
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図12．擬似的な逆行列C+を利用して
再構成を行った結果
64 × 64 画素の投影から再構成を行っている。
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図11．検出確率の行列Cを利用して
投影を行った結果
64 × 64 画素の画像と投影で計算している。
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図10．特異値分解から求めた擬似的な逆行列C+（4096×4096マトリクス）
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(a) U	 (b) W	 (c) VT	

図 9．
行列Cを特異値分解した画像
（4096×4096マトリクス）
（a）正規直交行列 U
（b）対角行列 W
（c）正規直交行列 VT

a b c


