
3種の食物連鎖型prey-predatorモデルに現れる反応拡散系の

定常解の a priori評価と非定数定常解の存在

加瀬　肇

1 導入と主結果

prey-predatorモデルは被食者 (prey)と捕食者 (predator)との関係をモデル化したものであり,

昔から多くの研究がなされている. prey-predatorモデルには様々なモデルが考えられているが,拡

散効果を考えたもっとも単純なモデルは次の古典的な Lotka-Volterraモデルである.
−d1∆u = u(a− kv), in Ω,

−d2∆v = v(−b+ hu), in Ω,

∂u
∂n = ∂v

∂n = 0, on ∂Ω,

但し, a, b, k, h, d1, d2 > 0, nは外向き法線ベクトル, Ω ⊂ RN (N ≥ 1)は滑らかな境界をもつ有界領

域とし, u(x), v(x)はそれぞれ被食者,捕食者の場所 xでの密度を表している.この Lotka-Volterra

モデルに対しては [17]において空間不均一な定常解は存在しないことが証明されている.ここで

Turingの拡散誘導不安定化という現象を紹介する.これは拡散がない場合には安定であった平衡点

が拡散を入れることで不安定化し非一様な定常パターンが生まれるというものである. Turingの

拡散誘導不安定化が起こり,非一様な定常パターンをもつ prey-predatorモデルとして Allee効果

と呼ばれる効果を含めたモデルが考えられている. Allee効果とはある密度までは繁殖率に良い影

響があるが大きすぎると悪い影響を及ぼしてしまう効果である. [15], [20], [3]では次のAllee効果

を含んだ被食,捕食関係にある 2種のモデルが考察されている.

∂u
∂t − d1∆u = u(a1 + a2u− a3u

2 − kv), in Ω× (0,∞),

∂v
∂t − d2∆v = v(−1 + u− v), in Ω× (0,∞),

∂u
∂n = ∂v

∂n = 0, on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, in Ω̄,

(1.1)


−d1∆u = u(a1 + a2u− a3u

2 − kv), in Ω,

−d2∆v = v(−1 + u− v), in Ω,

∂u
∂n = ∂v

∂n = 0, on ∂Ω,

(1.2)
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但し, a1 ≥ 0, a3, k, d1, d2 > 0とし, u0(x)と v0(x)は恒等的に 0でない Ω̄上の連続関数とする.

Allee効果は a2 > 0の場合が対応するが本論文では a2の符号は不定とする. a1 + a2 > a3ならば

この方程式はただ 1つの正値定数解 (u∗, v∗)をもつ.

[15]では特異摂動法を用いて 1次元の (1.2)に対して d1が小さい場合に遷移層をもつ解を構成し,

[20]では解の構成だけでなくその安定性も解析している. また f(u, v) = u(a1 + a2u− a3u
2 − kv)

とおき, θ∗ = ∂f
∂u(u∗, v∗) = u∗(a2 − 2a3u∗)とするとき, [3]において θ∗ ≤ 0ならば (u∗, v∗)は常微

分方程式としてだけでなく,いかなる拡散係数 d1, d2に対しても漸近安定であることがわかってい

る.さらに θ∗ > 0ならば d1が小さく d2が大きいときに写像度の理論を用いて (1.2)の正値非定

数解が存在することが示されている. θ∗が正であってもある程度小さいならば常微分方程式とし

て (u∗, v∗)は漸近安定になるので,この結果は (1.2)がTuringの拡散誘導不安定化が起こる一例で

あることを示唆している.

本論文では, 2種のモデル (1.1),(1.2)に vを捕食するwという種を加えた次の 3種の食物連鎖モ

デルを考える.

∂u
∂t − d1∆u = u(a1 + a2u− a3u

2 − kv), in Ω× (0,∞),

∂v
∂t − d2∆v = v(−1 + u− v − w), in Ω× (0,∞),

∂w
∂t − d3∆w = w(−α+ βv − γw), in Ω× (0,∞),

∂u
∂n = ∂v

∂n = ∂w
∂n = 0, on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, w(x, 0) = w0(x) ≥ 0, in Ω̄,

(1.3)


−d1∆u = u(a1 + a2u− a3u

2 − kv), in Ω,

−d2∆v = v(−1 + u− v − w), in Ω,

−d3∆w = w(−α+ βv − γw), in Ω,

∂u
∂n = ∂v

∂n = ∂w
∂n = 0, on ∂Ω,

(1.4)

但し, α, β, γ, d3 > 0, w0(x)は恒等的に 0でない Ω̄上の連続関数とする. 2節で詳しく述べるが

a1+a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 ならば, (1.3)の正値定数解 (u∗, v∗, w∗)がただ 1つ存在して (u∗, v∗, w∗) →
(u∗, v∗, 0) (γ → ∞)となることがわかる.

本論文で得られた主な結果として (1.4)の正値解に対する a priori評価と正値非定数解の非存在,

存在に関する定理を述べる.

定理 1.1 (上からの a priori評価) a1 + a2 > a3とすると (1.4)の正値解は次を満たす.

max
Ω̄

u < u∗∗+ , max
Ω̄

v < u∗∗+ − 1, max
Ω̄

w <
β

γ
(u∗∗+ − 1).

但し, u∗∗+ は a1 + a2u− a3u
2 = 0の正値解であり a1 + a2 > a3より u∗∗+ > 1である.

定理 1.2 (下からの a priori評価) a1+a2 > a3とすると, d > 0に対して Λ = Λ(a1, a2, a3, k, d,Ω) >

0 (Λ ≤ u∗ − 1)が定められる (詳細は 4節で述べる). その Λに対して βΛ > αとする.このとき,
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ある定数 C1 = C1(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0, Ci = Ci(a1, a2, a3, k, α, β, γ, d,Ω) > 0 (i = 2, 3)が存在

して, di ≥ d (i = 1, 2, 3)ならば (1.4)の正値解は次を満たす.

min
Ω̄

u > C1, min
Ω̄

v > C2, min
Ω̄

w > C3.

今, 0 = µ0 < µ1 < µ2 < · · · を Ω 上の −∆ の相異なる Neumann 固有値とする. また θ∗ =
∂f
∂u(u

∗, v∗) = u∗(a2 − 2a3u
∗)とする.このとき, θ∗ → θ∗ (γ → ∞)となっていることに注意する.定

理 1.1の a priori評価を用いて次の正値非定数定常解の非存在定理を得ることができる.

定理 1.3 (非定数解の非存在) a1 + a2 > a3とする.このとき,

1. ある d̃1 > 0と d̃3 > 0が存在して, µ1d1 > d̃1, µ1d2 > u∗∗+ − 1, µ1d3 > d̃3ならば (1.4)は正

値非定数解をもたない.

2. ある d̃2 > 0が存在して, µ1d1 > a1 + 2|a2|u∗∗+ , µ1d2 > d̃2, µ1d3 > β
(
u∗∗+ − 1

)
ならば (1.4)

は正値非定数解をもたない.

さらに定理 1.1と 1.2を用いることで以下の正値非定数定常解の存在定理が得られる.

定理 1.4 (非定数解の存在) a1 + a2 > a3, θ∗ > 0とする. µ1 は単純とし, θ∗
d1

∈ (µ1, µ2)とする.

すると定理 1.2で述べた d = θ∗
2µ2
に対する Λ̂ = Λ̂(a1, a2, a3, k,Ω) > 0 (Λ̂ ≤ u∗ − 1)が定まる.

βΛ̂ > αとし, 十分大きい γ0 > 0に対して γ ≥ γ0 とする.このとき,ある d̂ > 0が存在して

d2, d3 ≥ d̂に対して (1.4)は正値非定数解をもつ.

µ1が単純となる領域については 2次元の細長い楕円領域 [2],握り手の部分が細長いダンベル型領

域 [11], [1]などがある.

定理 1.4は (1.4)に対して Turingの拡散誘導不安定化が起こる 1つの十分条件を示唆したこと

になるが,本論文ではより一般的な十分条件も得ている.また,上で述べた定理以外にも 2種のモデ

ル (1.1), (1.2)に対する [3]の結果を 3種のモデル (1.3)に拡張した結果も与えている.

本論文の内容は以下の通りである. 2節で (1.3)の定数解の構造とこの論文で用いる知られてい

る結果を述べて, 3節では (1.3)の解の時間発展の挙動と θ∗ ≤ 0のときの (u∗, v∗, w∗)の局所的,大

域的漸近安定性を調べる. 4節では定理 1.1と 1.2の証明を与える. 5節では定理 1.3の証明を与え,

さらに定理 1.4をより一般的な形で述べてその証明を与える.また 6節では (1.2)で d2 → ∞とし
た shadow系と (1.4)で d2, d3 → ∞とした shadow系の正値非定数解の存在を示す. 7節では (1.1)

と (1.3)についての数値シミュレーションの結果を紹介する.
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2 準備

2.1 定数解の構造

この小節では (1.3)の定数解について考える.

(u, v, w)を (1.3)の 0でない定数解とする. (1.3)2式は w = −1 + u− vと書き換えられる.これ

を (1.3)の 1式と 3式に代入すると, それぞれ v = − 1
k

(
a3u

2 − a2u− a1
)
, v = γ

β+γu+
α−γ
β+γ となる.

ここで f1(u) = − 1
k

(
a3u

2 − a2u− a1
)
, f2(u) =

γ
β+γu+ α−γ

β+γ , f3(u) = u− 1とおく. a1 + a2 > a3

は f1(1) > 0と同値であり,これを仮定することで v = f1(u)と v = f3(u)の交点 (u∗, v∗)がただ 1

つ存在する. (u∗, v∗)は (1.1)の正値定数解で次のように書ける.

u∗ =
a2 − k +

√
(a2 − k)2 + 4a3(a1 + k)

2a3
> 0, v∗ = u∗ − 1 > 0.

また, θ∗ = u∗(a2 − 2a3u∗) = u∗

{
a2 − (a2 − k +

√
(a2 − k)2 + 4a3(a1 + k)

}
< ku∗ が成立して

いる.

(1.3)の正値定数解がただ 1つ存在するための十分条件は a1 + a2 > a3, 0 < f2(u∗) < u∗ − 1で

ある. 0 < f2(u∗)は常に成立しているので, f2(u∗) < u∗ − 1だけを考えればよい.この条件を書き

換えると β
α > 1

u∗−1 になる.しかし f1(u)の頂点
(

a2
2a3

,
a22+4a1a3

4a3k

)
の位置に注目して 2つの場合に分

けて考えるとより詳しい情報が得られる.

1. a1 + a2 > a3,
a2
2a3

≤ u∗ (θ∗ ≤ 0と同値)の場合.

この場合は 0 < f2(u∗) < u∗ − 1は (1.3)の正値定数解がただ 1つ存在するための必要十分

条件になっている.また正値定数解が 2つあることはない.

2. a1 + a2 > a3,
a2
2a3

> u∗ (θ∗ > 0と同値)の場合.

この場合は「f2(u∗) < u∗− 1」または「f2(u∗) = u∗− 1, γ
β+γ < f ′

1(u∗)」ならば (1.3)の正値

定数解がただ 1つ存在する. γ
β+γ < f

′
1(u∗)を書き換えると f ′

1(u∗) =
a2−2a3u∗

k , k > a2−2a3u∗

より, γ < a2−2a3u∗
k−(a2−2a3u∗)

になる.

また (1.3)の正値定数解が 2つ存在するための必要十分条件は f2(u∗) > u∗ − 1, f2

(
a2
2a3

)
≤

a22+4a1a3
4a3k

である.条件を書き換えるとそれぞれ β
α < 1

u∗−1 , 4a3kα − (a22 + 4a1a3)β ≤ {a22 −
2a2k + 4a3(a1 + k)}γ となる.しかし θ∗ > 0は a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k) < 0と同値なの

で 4a3kα− (a22 + 4a1a3)β < 0でなければならない.この条件を書き換えると β
α > 4a3k

a22+4a1a3

となる. グラフより
a22+4a1a3

4a3k
> u∗ − 1 となっているので, 4a3k

a22+4a1a3
< β

α < 1
u∗−1 , γ ≤

a22+4a1a3
|a22−2a2k+4a3(a1+k)|β − 4a3kα

|a22−2a2k+4a3(a1+k)| が正値定数解が 2つ存在するための必要十分条件

である.
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図 1. a2
2a3

≤ u∗ (θ∗ ≤ 0)のグラフ (左)と a2
2a3

> u∗ (θ∗ > 0)のグラフ (右).

以上のことをまとめると次の命題が得られる.

命題 2.1 a1 + a2 > a3とする. (1.3)の正値定数解がただ 1つ存在するための十分条件は,

β

α
>

1

u∗ − 1
または

a2
2a3

> u∗,
β

α
=

1

u∗ − 1
, γ <

a2 − 2a3u∗
k − (a2 − 2a3u∗)

である. また (1.3)の正値定数解が 2つ存在するための必要十分条件は

a2
2a3

> u∗,
4a3k

a22 + 4a1a3
<

β

α
<

1

u∗ − 1
, γ ≤ a22 + 4a1a3

|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|
β− 4a3kα

|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|
である.

そこでただ 1つの正値定数解を (u∗, v∗, w∗)とすると, (u∗, v∗)は v = f1(u)と v = f2(u)の交点な

ので次のように書ける.

u∗ =
a2 − kγ

β+γ +

√(
a2 − kγ

β+γ

)2
− 4a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
2a3

, v∗ =
γ

β + γ
u∗+

α− γ

β + γ
, w∗ = −1+u∗−v∗.

故に (u∗, v∗, w∗) → (u∗, v∗, 0) (γ → ∞)となる.また,グラフより u∗ < u∗となっていることも

わかる. θ∗は次の不等式を満たしている.

θ∗ = u∗(a2−2a3u
∗) = u∗

a2 −

a2 −
kγ

β + γ
+

√(
a2 −

kγ

β + γ

)2

− 4a3

(
α− γ

β + γ
k − a1

) <
kγ

β + γ
u∗

この節で述べた θ∗と θ∗が満たす不等式は重要なのでここでまとめておく.

命題 2.2 a1 + a2 > a3とする.このとき, θ∗ < ku∗が成立する.さらに β
α > 1

u∗−1 を仮定すると,

θ∗ < kγ
β+γu

∗が成立する.

2.2 準備

この小節では記号の定義や知られている結果を紹介する.この小節で紹介するもの以外にも利用

する補題があるがそれらはそれぞれの節で紹介する.
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u ∈ C(Ω̄)に対して, ∥u∥∞ = supx∈Ω̄ |u(x)|とする. 0 < σ < 1に対して,

C1,σ(Ω̄) =

{
u ∈ C1(Ω̄) | sup

x,y∈Ω,x̸=y

|Du(x)−Du(y)|
|x− y|σ

< ∞

}
である.

さらに非負の整数 m,nに対して,

Cm;n(Ω×(0,∞)) =

{
u ∈ C(Ω× (0,∞)) | Ds

xu,
∂ju

∂tj
∈ C(Ω× (0,∞)) (1 ≤ |s| ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

}
とする.

但し, s = (s1, s2, · · · , sN ), |s| = s1 + s2 + · · ·+ sN , Ds
xu = ∂|s|u

∂s1x1∂s2x2···∂sN xN
である.

また 0 < l < 1, ρ > 0, r = 0, 1, Dr
t = dr

dtr に対して,

C2+l(Ω̄) =

{
Dsu ∈ C(Ω̄) (|s| ≤ 2) | sup

0<|x−y|≤ρ, x,y∈Ω̄

|Dsu(x)−Dsu(y)|
|x− y|l

< ∞ (|s| = 2)

}
.

C2+l; 2+l
2 (Ω̄× [0, T ]) =

{
Ds

xD
r
tu ∈ C(Ω̄× [0, T ]) (2r + |s| ≤ 2) | A < ∞, B < ∞

}
.

但し,

A = sup
0<|x−y|≤ρ, (x,t),(y,t)∈Ω̄×[0,T ]

|Ds
xD

r
tu(x, t)−Ds

xD
r
tu(y, t)|

|x− y|l
(2r + |s| ≤ 2).

B = sup
0<|t−t′|≤ρ, (x,t),(x,t′)∈Ω̄×[0,T ]

|Ds
xD

r
tu(x, t)−Ds

xD
r
tu(x, t′)|

|t− t′|
l+2−2r−|s|

2

(1 ≤ 2r + |s| ≤ 2).

補題 2.1 (Lp評価 [4]) u ∈ H1(Ω)は次の方程式の弱解とする. −∆u = f, in Ω,

∂u
∂n = 0, on ∂Ω,

このとき, f ∈ L∞(Ω)ならば任意のp > 1に対してu ∈ W 2,p(Ω)であり, ∥u∥W 2,p(Ω) ≤ C(∥f∥Lp(Ω)+

∥u∥Lp(Ω))となる定数 C(p,N, |Ω|) > 0が存在する.

補題 2.2 (埋め込み定理) p > N ならば W 2,p(Ω)は C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)にコンパクトに埋め込

める.

証明.

[4]より, p > N に対して W 2,p(Ω)は C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)に連続に埋め込める.さらに 0 < σ′ <
σ < 1に対して, C1,σ(Ω̄)は C1,σ′(Ω̄)にコンパクトに埋め込める.よって定理の主張がいえる.

補題 2.3 (放物型の最大値原理) Ω ⊂ RN を有界な開集合, D(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ C(Ω̄× [0, T ],

D ≥ D0 > 0とし, u(x, t) ∈ C(Ω̄× [0, T ])を次の不等式の古典解とする.

∂u

∂t
= D(x, t)∆u+ b(x, t) · ∇u+ c(x, t)u, in Ω× (0, T ).

このとき, ∂u
∂n + β(x)u ≥ 0 on ∂Ω× (0, T ] (β(x) ≥ 0)とすると u ≥ 0 in Ω̄× [0, T ]となる.

さらに Ωが連結ならば,
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1. u ≥ 0 in Ω̄× [0, T ], u(x0, t0) = 0 (x0 ∈ Ω, t0 > 0)とすると, u(x, t) ≡ 0 (x ∈ Ω̄, t ∈ [0, t0])

となる.

2. u ≥ 0 in Ω̄ × [0, T ], u(x0, t0) = 0 (x0 ∈ ∂Ω, t0 > 0)とすると, ∂u
∂n(x0, t0) < 0または

u(x, t) ≡ 0 (x ∈ Ω̄, t ∈ [0, t0])となる.

証明は [6]と [7]を参照.

補題 2.4 (フルビッツの安定性条件 [21]) 3次方程式 x3 + ax2 + bx+ c = 0の全ての解の実部が

負であるための必要十分条件は a, b, c > 0, ab− c > 0である.

補題 2.5 (Poincareの不等式) ū = 1
|Ω|

∫
Ω udxとすると,

µ1

∫
Ω
(u− ū)2dx ≤

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx.

証明.

[5]より, µ1は次のように特徴付けられる.

µ1 = inf

{∫
Ω |∇u|2dx∫
Ω u2dx

| 0 ̸= u ∈ H1(Ω),

∫
Ω
udx = 0

}
.

∫
Ω(u− ū)dx = 0なので, µ1 ≤

∫
Ω |∇(u−ū)|2dx∫

Ω(u−ū)2dx
となる.よって, µ1

∫
Ω(u− ū)2dx ≤

∫
Ω |∇(u− ū)|2dx

が得られる.

3 (1.3)の解の特性と (u∗, v∗, w∗)の安定性

3.1 (1.3)の時間発展に対する挙動

この小節では (1.3)の解の時間発展に対する挙動を調べる.

[23]より (u0, v0, w0) ∈ {C2+l(Ω̄)}3 (0 < l < 1), ∂u0
∂n |∂Ω = ∂v0

∂n |∂Ω = ∂w0
∂n |∂Ω = 0とすれば任

意の T > 0に対して (1.3)の解 (u, v, w) ∈ {C2+l; 2+l
2 (Ω̄ × [0, T ])}3 が存在する.また補題 2.3よ

り, (1.3)の解は非負になることがわかる.さらに u(x0, t0) = 0 (x0 ∈ Ω̄, t0 > 0)と仮定すると,

u(x, t) ≡ 0 (x ∈ Ω̄, t ∈ [0, t0])となるがこれは初期条件に矛盾する.よって (1.3)の解は t > 0に

対して正値となることがわかる.

ここで次の補題を認める.証明は [22]を参照.

補題 3.1 0 < f(s) ∈ C1 (s ≥ 0), d > 0, β ≥ 0, T ∈ [0,∞)とする.

0 < ω ∈ C2;1(Ω× (0,∞)) ∩ C1;0(Ω̄× [0,∞))に対して,
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1. α > 0とし, ωが次の方程式を満たすとする. ∂ω
∂t − d∆ω ≤ (≥)ω1+βf(ω)(α− ω), in Ω× (T,∞),

∂ω
∂n = 0, on ∂Ω× [T,∞),

このとき,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

ω(·, t) ≤ α

(
lim inf
t→∞

min
Ω̄

ω(·, t) ≥ α

)
.

2. α ≥ 0とし, ωが次の方程式を満たすとする. ∂ω
∂t − d∆ω ≤ ω1+βf(ω)(α− ω), in Ω× (T,∞),

∂ω
∂n = 0, on ∂Ω× [T,∞),

このとき,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

ω(·, t) ≤ 0.

定理 3.1 (解の挙動) (u(x, t), v(x, t), w(x, t))を初期値 (u0, v0, w0) ∈ {C2+l(Ω̄)}3 (0 < l < 1),

∂u0
∂n |∂Ω = ∂v0

∂n |∂Ω = ∂w0
∂n |∂Ω = 0に対する (1.3)の解とする.

1. a1 = 0, a2 ≤ 0とすると,

lim
t→∞

(u(·, t), v(·, t), w(·, t)) = (0, 0, 0), uniformly on Ω̄.

2. 「a1 = 0, 0 < a2 ≤ a3」または「a1 > 0, a1 + a2 ≤ a3」とすると,

lim
t→∞

(u(·, t), v(·, t), w(·, t)) = (u∗∗+ , 0, 0), uniformly on Ω̄.

3. a1 ≥ 0, a1 + a2 > a3とする.任意の 0 < ϵ ≪ 1に対してある t0が存在して

全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t0に対して次が成立する.

u(x, t) ≤ u∗∗+ + ϵ, v(x, t) ≤ u∗∗+ − 1 + ϵ,

β

α
>

1

u∗∗+ − 1
ならば w(x, t) ≤ β

γ

(
u∗∗+ − 1 + ϵ

)
,

β

α
≤ 1

u∗∗+ − 1
ならば lim

t→∞
w(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

証明.

1. (1.3)1式より,
∂u

∂t
− d1∆u = u(a2u− a3u

2 − kv) ≤ a3u
2

(
a2
a3

− u

)
.

a2
a3

≤ 0なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

u(·, t) ≤ 0.
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uは正なので,

lim
t→∞

u(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

故に,任意の ϵ > 0に対してある t1 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t1に対して u(x, t) ≤ ϵ

となる. (1.3)2式より x ∈ Ω̄, t ≥ t1に対して,

∂v

∂t
− d2∆v ≤ v(−1 + ϵ− v − w) < v(−1 + ϵ− v).

ϵ < 1とすれば補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

v(·, t) ≤ 0.

vは正なので,

lim
t→∞

v(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

故に,ある t2 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して v(x, t) ≤ ϵとなる. (1.3)3式より

x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して,

∂w

∂t
− d3∆w ≤ w(−α+ βϵ− γw) =

w

γ

(
−α+ βϵ

γ
− w

)
.

ϵ < α
β とすれば補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

w(·, t) ≤ 0.

wは正なので,

lim
t→∞

w(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

3. (1.3)1式より,

∂u

∂t
− d1∆u ≤ u(a1 + a2u− a3u

2) = a3u(u− u∗∗− )(u∗∗+ − u).

u∗∗+ > 1なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

u(·, t) ≤ u∗∗+ . (3.1)

故に,任意の ϵ > 0に対してある t1 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t1に対して,

u(x, t) ≤ u∗∗+ + ϵ.

(1.3)2式より x ∈ Ω̄, t ≥ t1に対して,

∂v

∂t
− d2∆v ≤ v(−1 + u∗∗+ + ϵ− v − w) < v(−1 + u∗∗+ + ϵ− v). (3.2)

−1 + u∗∗+ + ϵ > 0なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

v(·, t) ≤ −1 + u∗∗+ + ϵ.
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故に,ある t2 > 0が存在して任意の x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して,

v(x, t) ≤ u∗∗+ − 1 + ϵ.

(1.3)3式より x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して,

∂w

∂t
− d3∆w ≤ w

{
−α+ β(u∗∗+ − 1 + ϵ)− γw

}
< γw

{
−α+ β(u∗∗+ − 1 + ϵ)

γ
− w

}
.

β
α ≤ 1

u∗∗
+ −1 ならば−α+ β(u∗∗+ − 1) ≤ 0なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

w(·, t) ≤ βϵ

γ
.

故に,

lim
t→∞

w(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

β
α > 1

u∗∗
+ −1 ならば−α+ β(u∗∗+ − 1 + ϵ) > 0なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

w(·, t) ≤ β

γ

(
u∗∗+ − 1 + ϵ

)
.

故に,ある t3 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t3に対して,

w(x, t) ≤ β

γ

(
u∗∗+ − 1 + ϵ

)
.

以上より, t0 = max{t1, t2, t3}とすれば x ∈ Ω̄, t ≥ t0に対して定理の主張がいえる.

2. 2.1 a1 = 0, 0 < a2 ≤ a3の場合.

(1.3)1式より,

∂u

∂t
− d1∆u = u(a2u− a3u

2 − kv) ≤ a3u
2

(
a2
a3

− u

)
.

0 < a2
a3

= u∗∗+ ≤ 1なので補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

u(·, t) ≤ u∗∗+ .

故に,任意の ϵ > 0に対してある t1 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t1 に対して

u(x, t) ≤ u∗∗+ + ϵとなる. (1.3)2式より x ∈ Ω̄, t ≥ t1に対して,

∂v

∂t
− d2∆v ≤ v

(
−1 + u∗∗+ + ϵ− v − w

)
≤ v(ϵ− v − w) < v(ϵ− v).

故に補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

v(·, t) ≤ ϵ.

よって,

lim
t→∞

v(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

10



2.2 a1 > 0, a1 + a2 ≤ a3の場合.

(3.2)までは 3.と同様にできる. −1+u∗∗+ ≤ 0なので (3.2)より, ∂v
∂t − d2∆v < v(ϵ− v).

故に補題 3.1より,

lim sup
t→∞

max
Ω̄

v(·, t) ≤ ϵ.

よって,

lim
t→∞

v(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

以上より,どちらの場合でも (3.1)が成立していて,

lim
t→∞

v(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

1.と同様にして,

lim
t→∞

w(·, t) = 0, uniformly on Ω̄.

さらにある t2 > 0が存在して全ての x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して v(x, t) ≤ ϵとなる. (1.3)1式よ

り x ∈ Ω̄, t ≥ t2に対して,

∂u

∂t
− d1∆u ≥ u(a1 + a2u− a3u

2 − kϵ) = a3u(u− uϵ,−)(uϵ,+ − u).

但し, uϵ,±は a1 + a2u− a3u
2 − kϵ = 0の根で,

uϵ,− < 0 < uϵ,+, uϵ,± =
a2 ±

√
a22 + 4a3(a1 − kϵ)

2a3
→ u∗∗± (ϵ → 0).

故に補題 3.1より,

lim inf
t→∞

min
Ω̄

u(·, t) ≥ uϵ,+.

よって (3.1)と合わせて,

u∗∗+ ≥ lim sup
t→∞

max
Ω̄

u(·, t) ≥ lim inf
t→∞

max
Ω̄

u(·, t) ≥ lim inf
t→∞

min
Ω̄

u(·, t) ≥ u∗∗+ .

したがって,

lim
t→∞

u(·, t) = u∗∗+ , uniformly on Ω̄.

3.2 (u∗, v∗, w∗)の安定性

この小節では定数解 (u∗, v∗, w∗)の局所的,大域的安定性を調べる.初めに記号を定義する. u =

(u, v, w), X = {u ∈ {C1(Ω̄)}3 | ∂u
∂n = 0 on ∂Ω}, Xj = {u ∈ X | −∆u = µju}とおく. m(µj)を

µj の多重度, {ϕjl | l = 1, 2, · · · ,m(µj)}を Xj の正規直交基底とし, Xjl = {cϕjl | c ∈ R3}とお
くと,

X =
∞⊕
j=0

Xj , Xj =

m(µj)⊕
l=1

Xjlと書ける.
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定理 3.2 (局所的安定性) a1 + a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 とする. θ∗ ≤ 0 ならば, (u∗, v∗, w∗)は局所的

漸近安定となる.

注 1. θ∗ = u∗(a2 − 2a3u
∗) ≤ 0は kγ

β+γ ≤
√(

a2 − kγ
β+γ

)2
− 4a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
と書き換えられる.

両辺を 2乗することで θ∗ ≤ 0であるための必要十分条件は, a22 −
2kγ
β+γa2 − 4a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
≥ 0

であることがわかる. (1.2)のただ 1つの定数解 (u∗, v∗)の局所的漸近安定性を示すための対応す

る条件は θ∗ ≤ 0である. u∗ < u∗が成立しているので, θ∗ ≤ 0ならば θ∗ < 0となる.故に 2種の定

数解 (u∗, v∗)が局所的漸近安定ならば 3種の定数解 (u∗, v∗, w∗)は自動的に局所的漸近安定になる.

また θ∗ > 0のときに θ∗ ≤ 0となるには次の不等式が成立していなければならない.

γ ≤ 4a3kα− (a22 + 4a1a3)β

a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)
=

a22 + 4a1a3
|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|

β − 4a3kα

|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|
.

但し, 2節でも述べたように θ∗ > 0より a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k) < 0であり,さらに β
α > 1

u∗−1 >

4a3k
a22+4a1a3

より (a22 + 4a1a3)β − 4a3kα > 0となっている.

図 2. θ∗ > 0のときに θ∗ ≤ 0となる βと γの領域.

定理の証明.

(u∗, v∗, w∗)での (1.3)の線型化作用素 Lは次のように書ける.

L


u

v

w

 =


d1∆+ θ∗ −ku∗ 0

v∗ d2∆− v∗ −v∗

0 βw∗ d3∆− γw∗




u

v

w

 .

即ち, L = D∆+Aである.但し Aは (u∗, v∗, w∗)での線形化行列で,

D =


d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

 , A =


θ∗ −ku∗ 0

v∗ −v∗ −v∗

0 βw∗ −γw∗

である.
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ここで, Lu = ξu on X (u ̸= 0)を考える. u =
∑∞

j=1 cjϕj (cj ∈ R3, cjϕj ∈ Xj)と固有関数展開

すると,

−
∞∑
j=1

(Dµjcjϕj +Acjϕj) =
∞∑
j=1

ξcjϕj .

ϕi ̸= 0な i ≥ 0が存在するので ϕiを掛けて Ω上で積分すると
∫
Ω ϕiϕjdx = δij より,

(−µiD+A)ci = ξci.

故にAi = −µiD+A =


−d1µi + θ∗ −ku∗ 0

v∗ −d2µi − v∗ −v∗

0 βw∗ −d3µi − γw∗

 =


−a −b 0

c −d −c

0 e −f

と
おく (対角成分は iに依っているが符号は同じなので番号を省略して書く.文字は a ≥ 0で他は正の

定数とする)と, Lの固有値はAi (いずれかの i ≥ 0)の固有値である. Bi = df + ce+ af + ad+ bc

(対角成分の余因子の和)とすると,

det(λI−Ai) = λ3 − (trAi)λ
2 +Biλ− detAi.

補題 2.4(フルビッツの安定性条件)より, Aiの固有値の実部が全て負であるための必要十分条件は

次のようになる.

trAi < 0, Bi > 0, detAi < 0, −Bi(trAi) + detAi > 0.

trAi = −(a+ d+ f) < 0, Bi = df + ce+ af + ad+ bc > 0, detAi = −(adf + bcf + ace) < 0.

−Bi(trAi) + detAi = (a+ d+ f)(df + ce+ af + ad+ bc)− (adf + bcf + ace)

= a(af + ad+ bc) + d(af + ce+ af + ad+ bc) + f(df + ce+ af + ad)

> 0.

よって全ての i ≥ 0に対して, Ai の固有値の実部は負となるので (u∗, v∗, w∗)は漸近安定である.

また, i ≥ 1に対して

Ai = µi


−d1 +

θ∗

µi
−ku∗

µi
0

v∗

µi
−d2 − v∗

µi
−v∗

µi

0 βw∗

µi
−d3 − γw∗

µi

 = µiÃiとすると,

Ãiは Ãi =


−d1 0 0

0 −d2 0

0 0 −d3

+
1

µi


θ∗ −ku∗ 0

v∗ −v∗ −v∗

0 βw∗ −γw∗

と書ける.

Aiの固有値をλ
(l)
i , Ãiの固有値をλ̃

(l)
i とする (l = 1, 2, 3).ここで次の補題を用いる.証明は [12]を

参照.
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補題 3.2 (行列の固有値の正則摂動理論) A0+ϵBをn×n行列, λl(ϵ) (l = 1, 2, · · · , n)をA0+ϵB

の固有値とすると, λ(l)(ϵ)はϵに関して連続で λ(l)(ϵ) → λ(l)(0) (ϵ → 0).

故に λ̃
(l)
i → λ(l) ∈ {−dj | j = 1, 2, 3} (i → ∞)となり,任意の ϵ > 0に対してある i0 > 0が

存在して,全ての i ≥ i0 に対して Reλ̃
(l)
i < λ(l) + ϵとなる. よって δ1 = minj=1,2,3 dj とおき,

−δ1 + ϵ < − δ1
2 < 0となるように ϵを小さく取ると i ≥ i0に対して,

Reλ
(l)
i = µiReλ̃

(l)
i ≤ µ1Reλ̃

(l)
i < −δ1

2
µ1 (l = 1, 2, 3).

0 ≤ i < i0に対しては次が成立する.

Reλ
(l)
i ≤ − min

0≤i<i0, l=1,2,3
|Reλ

(l)
i |.

よって全ての i ≥ 0に対してReλi < −δとなる δ > 0が存在する.

注 2. (1.3)の定数解は (u∗, v∗, w∗)以外にも (0, 0, 0), (u∗∗+ , 0, 0), (u∗, v∗, 0)がある.それぞれの線

形化行列は順番に
a1 0 0

0 −1 0

0 0 −α

 ,


u∗∗+ (a2 − 2a3u

∗∗
+ ) −ku∗∗+ 0

0 u∗∗+ − 1 0

0 0 −α

 ,


θ∗ −ku∗ 0

v∗ −v∗ −v∗

0 0 −α+ βv∗

と書ける.

故に常微分方程式として考えると a1 + a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 , θ∗ < 0の下で (0, 0, 0)は u方向に不

安定で vと w方向に安定, (u∗∗+ , 0, 0)は uと w方向に安定で v方向に不安定, (u∗, v∗, 0)は uとｖ

方向に安定で w方向に不安定になる.一方で (1.1)の定数解 (u∗, v∗)は安定である.よって 2種の

定数解としては安定な (u∗, v∗)は 3種の定数解 (u∗, v∗, 0)として見ると不安定で (u∗, v∗, w∗)に近

づくことになる.

また (u∗, v∗, w∗)の線形化行列 A = A0は θ∗ ≤ v∗ならばフルビッツの安定性条件を満たす.実

際,命題 2.2を用いて以下のようにして示せる.

trA0 = θ∗ − v∗ − γw∗ < 0,

B0 = (β + γ)v∗w∗ − γθ∗w∗ + v∗(ku∗ − θ∗) = γw∗(v∗ − θ∗) + βv∗w∗ + v∗(ku∗ − θ∗) > 0,

detA0 = γθ∗v∗w∗ − kγu∗v∗w∗ + βθ∗v∗w∗ = {(β + γ)θ∗ − kγu∗}v∗w∗ < 0.

−B0(trA0) + detA0 = (v∗ + γw∗ − θ∗){γw∗(v∗ − θ∗) + βv∗w∗ + v∗(ku∗ − θ∗)}+ {(β + γ)θ∗ − kγu∗}v∗w∗

= v∗{γw∗(v∗ − θ∗) + βv∗w∗ + v∗(ku∗ − θ∗)}+ γθ∗{γw∗(v∗ − θ∗) + βv∗w∗}

− θ∗{γw∗(v∗ − θ∗) + v∗(ku∗ − θ∗)}

= (v∗ − θ∗){γw∗(v∗ − θ∗) + v∗(ku∗ − θ∗)}+ β(v∗)2w∗ + γw∗{γw∗(v∗ − θ∗) + βv∗w∗}

> 0.

故に θ∗ ≤ v∗ならば (u∗, v∗, w∗)は拡散がないときには漸近安定となる.
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定理 3.3 (定数解の大域的安定性) a1 + a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 とする. a2 − a3u
∗ ≤ 0 ならば,

(u∗, v∗, w∗)は大域的漸近安定となる.

注 2. この定理の条件は局所的漸近安定性の定理のものより厳しい条件である. a2− a3u
∗ ≤ 0は√(

a2 − kγ
β+γ

)2
− 4a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
≥ a2+

kγ
β+γ と書き換えられる. − kγ

β+γa2−a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
≥ 0

ならば √(
a2 −

kγ

β + γ

)2

− 4a3

(
α− γ

β + γ
k − a1

)
≥

√(
a2 −

kγ

β + γ

)2

+
4kγ

β + γ
a2

=

∣∣∣∣a2 + kγ

β + γ

∣∣∣∣
≥ a2 +

kγ

β + γ
.

故に a2 − a3u
∗ ≤ 0であるための十分条件は − kγ

β+γa2 − a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
≥ 0である.

定理の証明.

Lyapunov関数を作ることを考える. E(u)(t), E(v)(t), E(w)(t)を次のように定める.

E(u)(t) =

∫
Ω

(
u− u∗ − u∗ log

u

u∗

)
dx,

E(v)(t) =

∫
Ω

(
v − v∗ − v∗ log

v

v∗

)
dx,

E(w)(t) =

∫
Ω

(
w − w∗ − w∗ log

w

w∗

)
dx.

F (s) = s − u∗ − u∗ log s
u∗ (s ≥ 0)とおくと, F (s)は s = u∗で最小値０を取る.故に E(u)(t) ≥ 0

(t ≥ 0)で, E(u)(t) = 0と u = u∗は同値である. E(v)(t), E(w)(t)についても同様のことが成立

する.

dE(u)

dt
=

∫
Ω

(
1− u∗

u

)
u̇dx

=

∫
Ω

{(
1− u∗

u

)
d1∆u+ (u− u∗)(a1 + a2u− a3u

2 − kv)

}
dx

=

∫
Ω

{
−d1

u∗|∇u|2

u2
+ (u− u∗)[a1 + a2u− a3u

2 − kv − (a1 + a2u
∗ − a3u

∗2 − kv∗)]

}
dx

=

∫
Ω

{
−d1

u∗|∇u|2

u2
− [a3(u+ u∗)− a2](u− u∗)2 − k(u− u∗)(v − v∗)

}
dx.
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dE(v)

dt
=

∫
Ω

(
1− v∗

v

)
v̇dx

=

∫
Ω

{(
1− v∗

v

)
d2∆v + (v − v∗)(−1 + u− v − w)

}
dx

=

∫
Ω

{
−d2

v∗|∇v|2

v2
+ (v − v∗)[−1 + u− v − w − (−1 + u∗ − v∗ − w∗)]

}
dx

=

∫
Ω

{
−d2

v∗|∇v|2

v2
− (v − v∗)2 + (u− u∗)(v − v∗)− (v − v∗)(w − w∗)

}
dx.

dE(w)

dt
=

∫
Ω

(
1− w∗

w

)
ẇdx

=

∫
Ω

{(
1− w∗

w

)
d3∆w + (w − w∗)(−α+ βv − γw)

}
dx

=

∫
Ω

{
−d3

w∗|∇w|2

w2
+ (w − w∗)[−α+ βv − γw − (−α+ βv∗ − γw∗)]

}
dx

=

∫
Ω

{
−d3

w∗|∇w|2

w2
− γ(w − w∗)2 + β(v − v∗)(w − w∗)

}
dx.

E(u, v, w)(t) = E(u)(t) + kE(v)(t) + k
βE(w)(t)とすると,

dE(u, v, w)(t)

dt
=

∫
Ω

{
−d1

u∗|∇u|2

u2
− d2

kv∗|∇v|2

v2
− d3

kw∗|∇w|2

βw2

}
dx

−
∫
Ω

{
(u− u∗)2[a3(u+ u∗) + a2] + k(v − v∗)2 +

kγ

β
(w − w∗)2

}
dx

≤ −
∫
Ω

{
(u− u∗)2[a3(u+ u∗)− a2] + k(v − v∗)2 +

kγ

β
(w − w∗)2

}
dx.

a3u
∗ − a2 ≥ 0なので dE(u,v,w)(t)

dt ≤ 0であり, dE(u,v,w)(t)
dt = 0と (u, v, w) = (u∗, v∗, w∗)は同値で

ある.

[16], [23], [10]の放物型方程式のグリーン関数を用いた議論より, {u(·, t), v(·, t), w(·, t) | t ≥ 0}
は{C(Ω̄)}3で相対コンパクトであることが示せる.故にLasalleの不変原理 [9](定理4.3.4)より, Eを

F =
{
(u, v, w) ∈ {C(Ω̄)}3 | dE(u,v,w)(t)

dt = 0
}
の最大な不変部分集合として (u(·, t), v(·, t), w(·, t)) →

E (t → ∞)となる.しかし F = {(u∗, v∗, w∗)}で {(u∗, v∗, w∗)}が不変集合なので E = {(u∗, v∗, w∗)}
となり,大域的漸近安定性が示せたことになる.

4 (1.4)の正値解に対する a priori評価

この小節では (1.4)の正値解に対する a priori評価を示す.上からの評価には次の補題を用いる.

補題 4.1 (最大値原理) g ∈ C(Ω̄×R), ω ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)とする.
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1. ωが次の方程式を満たすとする. ∆ω + g(x, ω(x)) ≥ 0, in Ω,

∂ω
∂n ≤ 0, on ∂Ω,

このとき,

ω(x0) = max
Ω̄

ω ならば g(x0, ω(x0)) ≥ 0.

2. ωが次の方程式を満たすとする. ∆ω + g(x, ω(x)) ≤ 0, in Ω,

∂ω
∂n ≥ 0, on ∂Ω,

このとき,

ω(x0) = min
Ω̄

ω ならば g(x0, ω(x0)) ≤ 0.

証明は [14]に書かれているが簡単なので1.の証明を述べておく (2.の証明は1.と同様にできる). ω

は x0 ∈ Ω̄で最大値を取るとする. x0 ∈ Ωならば ∆ω(x0) ≤ 0なので g(x0, ω(x0)) ≥ −∆ω(x0) ≥ 0

となる.そこで x0 ∈ ∂Ωの場合を考える. g(x0, ω(x0)) < 0と仮定して矛盾を導く. g と ω の連

続性より, ∂B ∩ ∂Ω̄ = {x0}, g(x, ω(x)) < 0 (x ∈ B)となるような小さい近傍 B ⊂ Ω̄が取れる.

故に任意の x ∈ B に対して, ∆ω(x) ≤ −g(x, ω(x)) > 0となる. また,任意の x ∈ Ωに対して

w(x0) = maxB̄ ω > ω(x)が成立しているので Hopfの補題より ∂ω
∂n (x0) > 0となる.しかしこれは

Neumann条件に矛盾する.以上より 1.の証明が完了した.

定理 4.1 (上からの a priori評価) a1 + a2 > a3とすると, (1.4)の正値解 (u, v, w)は次を満たす.

max
Ω̄

u < u∗∗+ , max
Ω̄

v < u∗∗+ − 1, max
Ω̄

w <
β

γ

(
u∗∗+ − 1

)
.

証明.

(u, v, w)を (1.4)の正値解とし, u, v, wはそれぞれ x1 ∈ Ω̄, x2 ∈ Ω̄, x3 ∈ Ω̄で最大値を取るとす

る. (1.4)に補題 4.1を用いて,

a1 + a2u(x1)− a3u(x1)
2 − kv(x1) ≥ 0, (4.1)

−1 + u(x2)− v(x2)− w(x2) ≥ 0, (4.2)

−α+ βv(x3)− γw(x3) ≥ 0. (4.3)

(4.1)より, a3u(x1)
2 − a2u(x1) − a1 ≤ −kv(x1) < 0である. a1 + a2 > a3より u∗∗− < 0, u∗∗+ > 1

なので u(x1) < u∗∗+ となる.すると (4.2), (4.3)より,

v(x2) ≤ u(x2)− 1− w(x2) < u∗∗+ − 1, w(x3) ≤
1

γ
{−α+ βv(x3)} <

β

γ
(u∗∗+ − 1).

次に下からの a priori評価を示すためにいくつかの補題を用意する.

17



補題 4.2 (Harnackの不等式) c ∈ C(Ω̄), ∥c∥∞ ≤ M に対して, 0 < ω ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)は次の

方程式を満たすとする.  ∆ω + cω = 0, in Ω,

∂ω
∂n = 0, on ∂Ω,

このとき,次を満たすような定数 C = C(M,Ω) > 0が存在する.

max
Ω̄

ω ≤ Cmin
Ω̄

ω.

証明は [13]を参照.

補題 4.3 ((1.2)の正値解に対する a priori評価) a1+a2 > a3とすると, (1.2)の正値解 (u, v)は

次を満たす.

max
Ω̄

u < u∗∗+ , max
Ω̄

v < u∗∗+ − 1.

さらに d > 0に対してある定数 C̄i(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0 (i = 1, 2)が存在して,

di ≥ d (i = 1, 2)ならば (1.2)の正値解 (u, v)は次を満たす.

min
Ω̄

u > C̄1, min
Ω̄

v > C̄2.

証明は [3](定理 3.2, 3.3)を参照.

補題 4.4 (2種の shadow系の正値解に対する a priori評価) a1 + a2 > a3 とし, (U, V )を次の

方程式の正値解とする (U は非定数で V は定数).
−d1∆U = U(a1 + a2U − a3U

2 − kV ), in Ω,

V = 1
|Ω|

∫
Ω(U − 1)dx, in Ω,

∂U
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.4)

このとき (U, V )は次を満たす.

max
Ω̄

U < u∗∗+ , V < u∗∗+ − 1.

また d > 0に対してある定数 C̃i = C̃i(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0 (i = 1, 2)が存在して, d1 ≥ dならば

(U, V )は次を満たす.

min
Ω̄

U > C̃1, V > C̃2.

証明.

(U, V )を (4.4)の正値解とし, U は x1 ∈ Ω̄で最大値を取るとする. 補題 4.1の証明と同様にして,

U(x1) < u∗∗+ .
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すると (4.4)2式より,

V ≤ max
Ω̄

U − 1 < u∗∗+ − 1.

故に 1 ≤ maxΩ̄ Uであり, (4.4)1式に補題4.2を用いると次を満たす定数C = C(a1, a2, a3, k, d,Ω) >

0が存在する.

min
Ω̄

U ≥ 1

C
max
Ω̄

U ≥ 1

C
.

V の下からの評価は背理法で示す. d1,n ≥ dな {d1,n}∞n=1とそれに対応する Vn → 0 (n → ∞)と

なるような (4.4)の正値解列 (Un, Vn)が存在したと仮定して矛盾を導く. (Un, Vn)は次の方程式を

満たしている. 
−d1,n∆Un = Un(a1 + a2Un − a3U

2
n − kVn), in Ω,

Vn = 1
|Ω|

∫
Ω(Un − 1)dx, in Ω,

∂Un
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.5)

(4.5)1式は −∆Un = 1
d1,n

Un(a1 + a2Un − a3U
2
n − kVn)と書ける.右辺は有界なので Lp評価より

p > N として,

Un ∈ W 2,p(Ω), ∥Un∥W 2,p(Ω) ≤ C(∥f(Un, Vn)∥Lp(Ω) + ∥Un∥Lp(Ω)) ≤ M.

埋め込み定理より W 2,p(Ω)はC1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)にコンパクトに埋め込めるので,部分列を取る

ことで (同じ記号で書く) Un → Ũ in C1,σ(Ω̄) (n → ∞)となるような 0 ≤ Ũ ∈ C1,σ(Ω̄)が存在す

る. (4.5)1式を Ω上で積分して n → ∞とすると,∫
Ω
Ũ(a1 + a2Ũ − a3Ũ

2)dx = 0.

0 < 1
C ≤ Ũ ≤ u∗∗+ なので Ũ = u∗∗+ となる.しかし (4.5)2式で n → ∞とすると, 0 = u∗∗+ − 1 > 0

となり矛盾する.よって定理の主張が示された.

以上の補題を用いて下からの a priori評価を証明する.

定理 4.2 (下からの a priori評価) a1 + a2 > a3とする. 補題 4.3, 4.4より, d > 0に対して C̄2,

C̃2 > 0が存在するので Λ = min{C̄2, C̃2, v∗} > 0とおいて βΛ > αとする.このときある定数

C1 = C1(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0, Ci = Ci(a1, a2, a3, k, α, β, γ, d,Ω) > 0 (i = 2, 3)が存在して,

di ≥ d (i = 1, 2, 3)ならば (1.4)の正値解は次を満たす.

min
Ω̄

u > C1, min
Ω̄

v > C2, min
Ω̄

w > C3.

証明.

(1.4)2式をΩ上で積分すると
∫
Ω v(−1+u−v−w)dx = 0なので, v(x0)(−1+u(x0)−v(x0)−w(x0)) =

0となるような x0 ∈ Ω̄が存在する.故に

max
Ω̄

u ≥ u(x0) = 1 + v(x0) + w(x0) > 1.
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(1.4)1式に補題 4.2を用いると,次を満たすような定数C1 = C1(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0が存在する.

min
Ω̄

u ≥ 1

C1
max
Ω̄

u >
1

C1
.

vと wの評価は背理法で示す. di,n ≥ d (i = 1, 2, 3)な {di,n}∞n=1とそれに対応する minΩ̄ vn → 0

またはminΩ̄wn → 0 (n → ∞)となるような (1.4)の正値解列 (un, vn, wn)が存在したと仮定して

矛盾を導く.

1. minΩ̄ vn → 0 (n → ∞)の場合.

(1.4)2式 (un, vn, wnが満たす方程式)に補題 4.2を用いると, maxΩ̄ vn ≤ CminΩ̄ vnとなる

定数 C = C(a1, a2, a3, β, γ, d,Ω) > 0が存在する.故に,

vn → 0, uniformly on Ω̄ (n → 0).

ṽn = vn
∥vn∥∞ とおくと, (un, ṽn, wn)は次の方程式を満たしている.

−d1,n∆un = un(a1 + a2un − a3u
2
n − kvn), in Ω,

−d2,n∆ṽn = ṽn(−1 + un − vn − wn), in Ω,

−d3,n∆wn = wn(−α+ βvn − γwn), in Ω,

∂un
∂n = ∂ṽn

∂n = ∂wn
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.6)

3つの式を Ω上で積分して,
0 =

∫
Ω un(a1 + a2un − a3u

2
n − kvn)dx, in Ω,

0 =
∫
Ω ṽn(−1 + un − vn − wn)dx, in Ω,

0 =
∫
Ωwn(−α+ βvn − γwn)dx, on ∂Ω,

(4.7)

p > N に対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (un, ṽn, wn) → (ũ, ṽ, w̃)

in {C1,σ(Ω̄)}3 (n → ∞)となるような 0 ≤ ũ, ṽ, w̃ ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する.

∥ṽn∥∞ = 1より, ∥ṽ∥∞ = 1である. (4.7)で n → ∞とすると,∫
Ω
ũ(a1 + a2ũ− a3ũ

2)dx = 0,

∫
Ω
ṽ(−1 + ũ− w̃)dx = 0,

∫
Ω
w̃(−α− γw̃)dx = 0.

−α − γw̃ < 0なので, w̃ = 0となる.さらに 0 < 1
C1

≤ ũ ≤ u∗∗+ なので, ũ = u∗∗+ > 1である.

故に −1 + ũ− w̃ > 0となり ṽ = 0が得られるが,これは ∥ṽ∥∞ = 1に矛盾する.

2. minΩ̄ vn ≥ δ > 0, minΩ̄wn → 0の場合.

w̃n = wn
∥wn∥∞ とおくと, (un, vn, w̃n)は次の方程式を満たしている.

−d1,n∆un = un(a1 + a2un − a3u
2
n − kvn), in Ω,

−d2,n∆vn = vn(−1 + un − vn − wn), in Ω,

−d3,n∆w̃n = w̃n(−α+ βvn − γwn), in Ω,

∂un
∂n = ∂vn

∂n = ∂w̃n
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.8)
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p > N に対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (un, vn, w̃n) → (ũ, ṽ, w̃)

in {C1,σ(Ω̄)}3 (n → ∞)となるような 0 ≤ ũ, ṽ, w̃ ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する.

∥w̃∥∞ = 1であり, (4.8)3式を Ω上で積分して n → ∞とすると,∫
Ω
w̃(−α+ βṽ)dx = 0. (4.9)

ここで d1,nと d2,nが有界かどうかで場合分けする.

(a) d1,nと d2,nが有界な場合.

部分列を取ることで, di,n → di (n → ∞)となる di ≥ d (i = 1, 2)が存在する. (4.8)1式

の弱形式は任意の ϕ ∈ H1(Ω)に対して次のように書ける.

−d1,n

∫
Ω
∇un · ∇ϕ dx =

∫
Ω
un(a1 + a2un − a3u

2
n − kvn)dx.

n → ∞とすると,

−d1

∫
Ω
∇ũ · ∇ϕ dx =

∫
Ω
ũ(a1 + a2ũ− a3ũ

2 − kṽ)dx.

故に ũは次の方程式を満たしている.

−d1∆ũ = ũ(a1 + a2ũ− a3ũ
2 − kṽ),

∂ũ

∂n
|∂Ω = 0.

(4.8)2式についても同様にして, ṽは次の方程式を満たしていることがわかる.

−d2∆ṽ = ṽ(−1 + ũ− ṽ),
∂ṽ

∂n
|∂Ω = 0.

補題 4.3より, minΩ̄ ṽ > C̄2となる定数 C̄2 = C̄2(a1, a2, a3, k, d,Ω) > 0が存在する. Λ

の定義より, βṽ > βC̄2 > αである.よって (4.9)より w̃ = 0となるが,これは ∥w̃∥∞ = 1

に矛盾する.

(b) di,n → ∞ (i = 1, 2, n → ∞)の場合.

(4.8)1式の弱形式は任意の ϕ ∈ H1(Ω)に対して次のように書ける.

−
∫
Ω
∇un · ∇ϕ dx =

1

d1,n

∫
Ω
un(a1 + a2un − a3u

2
n − kvn)dx.

un(a1 + a2un − a3u
2
n − kvn)は有界なので n → ∞とすると,

∫
Ω∇un · ∇ϕ dx = 0とな

る.故に ũは −∆ũ = 0, ∂ũ
∂n |∂Ω = 0を満たしているので, ũ = 定数 > 0である.同様に

して, ṽ =定数 > 0であることがわかる. (4.8)1式をΩ上で積分して n → ∞とすると,∫
Ω
ũ(a1 + a2ũ− a3ũ

2 − kṽ)dx = 0.

故に a1 + a2ũ − a3ũ
2 − kṽ = 0 が成立している. (4.8)2 式に対しても同様にして,

−1 + ũ − ṽ = 0が成立していることがわかる. a1 + a2 > a3 より, (1.2)は唯一つの

正値定数解 (u∗, v∗)を持つので, (ũ, ṽ) = (u∗, v∗)でなければならない. Λの定義より,

βṽ = βv∗ > αである.よって (4.9)より w̃ = 0となるが,これは ∥w̃∥∞ = 1に矛盾する.
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(c) d1,n → ∞ (n → 0)で, d2,nが有界な場合.

(a), (b)より ũ =定数 > 0であり, −d2∆ṽ = ṽ(−1 + ũ− ṽ), in Ω,

∂ṽ
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.10)

(4.10)の両辺に ṽを掛けてΩ上で積分すると, d2
∫
Ω |∇ṽ|2dx =

∫
Ω ṽ2(−1 + ũ− ṽ)dxが

得られる. 即ち,

0 < d2

∫
Ω
|∇ṽ|2 dx+

∫
Ω
ṽ3dx = (ũ− 1)

∫
Ω
ṽ2dx.

故に ũ > 1でなければならない.また f(t) = t(−1+ ũ− t)とおくと, f(t)
t は tに関して

単調減少なので (4.10)の解は一意的である. ũ− 1は (4.10)の解なので, ṽ = ũ− 1 > 0

となる. ũと ṽが正の定数であることが分かったので, (b)と同様にして矛盾が示せる.

(d) d1,nが有界で, d2,n → ∞ (n → ∞)の場合.

(a), (b)より ṽ =定数 > 0であり, −d1∆ũ = ũ(a1 + a2ũ− a3ũ
2 − kv̄), in Ω,

∂ũ
∂n = 0, on ∂Ω,

(4.8)2式をΩ上で積分して n → ∞とすると,
∫
Ω ṽ(−1+ ũ− ṽ)dx = 0が得られる.即ち,

ṽ =
1

|Ω|

∫
Ω
(ũ− 1)dx.

故に補題 4.4より, minΩ̄ ṽ > C̃2となる定数 C̃2 = C̃2(a1, a2, a3, k, α, β, γ, d,Ω) > 0が

存在する. Λの定義より, βṽ > βC̃2 > αである.よって (4.9)より w̃ = 0となるが,こ

れは ∥w̃∥∞ = 1に矛盾する.

以上より, minΩ̄ v > C2, minΩ̄w > C3となる定数Ci = Ci(a1, a2, a3, k, α, β, γ, d,Ω) > 0 (i = 2, 3)

が存在することが示された.

5 (1.4)の正値非定数解の非存在と存在について

5.1 (1.4)の正値非定数解の非存在

この小節では (1.4)の正値非定数解が存在しないという定理を述べる.次の定理は拡散係数がど

れもある程度大きく,特にある拡散係数に比べて他の拡散係数が十分大きいときに定数解しか存在

しないことを示すものである.
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定理 5.1 (正値非定数定常解の非存在) a1 + a2 > a3とする.このとき,

1. ある d̃1 > 0と d̃3 > 0が存在して, µ1d1 > d̃1, µ1d2 > u∗∗+ − 1, µ1d3 > d̃3ならば (1.4)は正

値非定数解をもたない.

2. ある d̃2 > 0が存在して, µ1d1 > a1 + 2|a2|u∗∗+ , µ1d2 > d̃2, µ1d3 > β
(
u∗∗+ − 1

)
ならば (1.4)

は正値非定数解をもたない.

証明. ū = 1
|Ω|

∫
Ω udxとする.この証明では補題 2.5の Poincareの不等式を用いる.

1. (u, v, w)を (1.4)の正値解とする. (1.4)1式にu−ūを掛けてΩ上で積分すると
∫
Ω(u−ū)dx = 0

より,

d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx =

∫
Ω

{
a1u+ a2u

2 − a3u
3 − kuv − (a1ū+ a2ū

2 − a3ū
3 − kūv̄)

}
(u− ū)dx

=

∫
Ω

{
a1(u− ū) + a2(u

2 − ū2)− a3(u
3 − ū)3 − k(uv − ūv̄)

}
(u− ū)dx

=

∫
Ω

{
a1 + a2(u+ ū)− a3(u

2 + uū+ ū2)− kv
}
(u− ū)2dx

− kū

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx

≤
∫
Ω
(a1 + 2|a2|u∗∗+ )(u− ū)2dx− kū

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx.

−kū

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx ≤

∫
Ω

(
kū√
2ϵ

|u− ū|
)(√

2ϵ|v − v̄|
)
dx (∀ϵ > 0)

≤ k2ū2

4ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx

≤
k2(u∗∗+ )2

4ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx. (5.1)

よって,

d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx ≤

{
a1 + 2|a2|u∗∗+ +

k2(u∗∗+ )2

4ϵ

}∫
Ω
(u− ū)2dx+ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx.

(5.2)

(1.4)2式に v − v̄を掛けてΩ上で積分すると,

−d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx =

∫
Ω

{
−v + uv − v2 − vw − (−v̄ + ūv̄ − v̄2 − v̄w̄)

}
(v − v̄)

=

∫
Ω
{−1 + u− (v + v̄)− w} (v − v̄)2dx

+ v̄

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx− v̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx

≤
∫
Ω
(u∗∗+ − 1)(v − v̄)2dx+ v̄

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx− v̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx.
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v̄

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx ≤

∫
Ω

(
v̄√
2ϵ

|u− ū|
)(√

2ϵ|v − v̄
)
dx (∀ϵ > 0)

≤ v̄2

4ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx

≤
(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx. (5.3)

−v̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx ≤ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx+

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx. (5.4)

よって,

d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx ≤

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+ (u∗∗+ − 1 + 2ϵ)

∫
Ω
(v − v̄)2dx

+
(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx. (5.5)

(1.4)3式に w − w̄を掛けてΩ上で積分すると,

d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx =

∫
Ω

{
−αw + βvw − γw2 − (αw̄ + βv̄w̄ − γw̄2)

}
(w − w̄)dx

=

∫
Ω
{−α+ βv − γ(w + w̄)} (w − w̄)2dx+ βw̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx

≤ β(u∗∗+ − 1)

∫
Ω
(w − w̄)2dx+ βw̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx.

βw̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx ≤

∫
Ω
(
√
2ϵ|v − v̄|)

(
βw̄√
2ϵ

|w − w̄|
)
dx (∀ϵ > 0)

≤ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx+

β2w̄2

4ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx

≤ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx+

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

∫
Ω
(w − w̄)2dx. (5.6)

よって,

d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx ≤ ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx+

{
β(u∗∗+ − 1) +

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

}∫
Ω
(w − w̄)2dx.

(5.7)

(5.2),(5.5),(5.7)より,

d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx+ d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx+ d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx

≤
{
a1 + 2|a2|u∗∗+ +

k2(u∗∗+ )2

4ϵ
+

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

}∫
Ω
(u− ū)2dx+ (u∗∗+ − 1 + 4ϵ)

∫
Ω
(v − v̄)2dx

+

{
β(u∗∗+ − 1) +

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ
+

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

}∫
Ω
(w − w̄)2dx.
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Poincareの不等式より,

µ1d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx+ µ1d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx+ µ1d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx

≤
{
a1 + 2|a2|u∗∗+ +

k2(u∗∗+ )2

4ϵ
+

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

}∫
Ω
(u− ū)2dx+ (u∗∗+ − 1 + 4ϵ)

∫
Ω
(v − v̄)2dx

+

{
β(u∗∗+ − 1) +

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ
+

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

}∫
Ω
(w − w̄)2dx.

ここで, µ1d2 > u∗∗+ − 1とし µ1d2 > u∗∗+ − 1 + 4ϵとなるように ϵを小さく取って固定する.

そして d̃1 > a1 + 2|a2|u∗∗+ +
k2(u∗∗

+ )2

4ϵ +
(u∗∗

+ −1)2

4ϵ , d̃3 > β(u∗∗+ − 1) +
(u∗∗

+ −1)2

4ϵ +
β4(u∗∗

+ −1)2

4ϵγ2 な

d̃1と d̃3を取ると, µ1d1 > d̃1, µ1d3 > d̃3ならば次を満たすような δi > 0 (i = 1, 2, 3)が存在

する.

δ1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx+ δ2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx+ δ3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx ≤ 0.

よって, (u, v, w) = (ū, v̄, w̄)となる.

2. (5.1), (5.3), (5.4), (5.6)で ϵを出す方を換えると,

−kū

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄)dx ≤ ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+

k2(u∗∗+ )2

4ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx,

v̄

∫
Ω
(u− ū)(v − v̄) ≤ ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx,

−v̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx ≤

(u∗∗+ − 1)2

4ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2 + ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx,

βw̄

∫
Ω
(v − v̄)(w − w̄)dx ≤

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

∫
Ω
(v − v̄)2dx+ ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx.

すると, (5.2),(5.5),(5.7)は次のように書ける.

d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx ≤ (a1 + 2|a2|u∗∗+ + ϵ)

∫
Ω
(u− ū)2dx+

k2(u∗∗+ )2

4ϵ

∫
Ω
(v − v̄)2dx,

d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx ≤ ϵ

∫
Ω
(u− ū)2dx+

{
u∗∗+ − 1 +

(u∗∗+ − 1)2

2ϵ

}∫
Ω
(v − v̄)2dx+ ϵ

∫
Ω
(w − w̄)2dx,

d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx ≤

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

∫
Ω
(v − v̄)2 + {(β(u∗∗+ − 1) + ϵ}

∫
Ω
(w − w̄)2dx.

この 3つの式と Poincareの不等式より,

µ1d1

∫
Ω
|∇(u− ū)|2dx+ µ1d2

∫
Ω
|∇(v − v̄)|2dx+ µ1d3

∫
Ω
|∇(w − w̄)|2dx

≤ (a1 + 2|a2|u∗∗+ + 2ϵ)

∫
Ω
(u− ū)2dx

+

{
u∗∗+ − 1 +

k2(u∗∗+ )2

4ϵ
+

(u∗∗+ − 1)2

2ϵ
+

β4(u∗∗+ − 1)2

4ϵγ2

}∫
Ω
(v − v̄)2dx

+ {β(u∗∗+ − 1) + 2ϵ}
∫
Ω
(w − w̄)2dx.
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ここで, µ1d1 > a1 + 2|a2|u∗∗+ , µ1d3 > β(u∗∗+ − 1)とし µ1d1 > a1 + 2|a2|u∗∗+ + 2ϵ, µ1d3 >

β(u∗∗+ − 1) + 2ϵとなるように ϵを小さく取って固定する.そして d̃2 > u∗∗+ − 1 +
k2(u∗∗

+ )2

4ϵ +
(u∗∗

+ −1)2

2ϵ +
β4(u∗∗

+ −1)2

4ϵγ2 な d̃2を取ると, µ1d2 > d̃2ならば次を満たすような δi > 0 (i = 1, 2, 3)

が存在する.

δ1

∫
Ω
(u− ū)2dx+ δ2

∫
Ω
(v − v̄)2dx+ δ3

∫
Ω
(w − w̄)2dx ≤ 0.

よって, (u, v, w) = (ū, v̄, w̄)となる.

5.2 (1.4)の正値非定数解の存在

この小節では (1.4)の正値非定数解が存在するという定理を述べる.次の定理はΩと各パラメー

タがある条件を満たしているときに uの拡散係数が小さく, vとwの拡散係数が十分大きいならば

非定数解が存在することを示すものである.

定理 5.2 (正値非定数定常解の存在) a1 + a2 > a3, θ∗ > 0 とし, ある s ≥ 1 に対して θ∗
d1

∈
(µs, µs+1)とする.すると定理 4.2で述べた d = θ∗

2µs+1
に対する Λ = Λ(a1, a2, a3, k,Ω) > 0が定

まる.その Λに対して βΛ > αとし, θ∗

d1
∈ (µs, µs+1)となるほど γ は十分大きいとする.このと

き
∑s

j=1m(µj)が奇数ならば,ある d̂ > 0が存在して d2, d3 ≥ d̂に対して (1.4)は正値非定数解を

もつ.

注 3. 3節の注 2.で述べたように θ∗ ≤ v∗ならば拡散がないときに (u∗, v∗, w∗)は安定となるの

で, この定理は 0 < θ∗ ≤ v∗のときには Turingの拡散誘導不安定化が起きることを示唆している.

また, θ∗ > 0となるための必要十分条件は a22 −
2kγ
β+γa2 − 4a3

(
α−γ
β+γ k − a1

)
< 0である. (1.2)の

非定数解の存在を示すための対応する条件は θ∗ > 0である. 3節の注 1.で述べたように u∗ < u∗

が成立しているので, θ∗ ≥ 0ならば θ∗ > 0となる. θ∗ > 0のときに θ∗ > 0となる必要十分条件は

3節の注 1.と同様にして次の不等式が成立することである.

γ >
4a3kα− (a22 + 4a1a3)β

a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)
=

a22 + 4a1a3
|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|

β − 4a3kα

|a22 − 2a2k + 4a3(a1 + k)|
.

図 3. θ∗ > 0のときに θ∗ > 0となる βと γの領域.
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定理の証明.

次のように記号を定める.

u = (u, v, w), u∗ = (u∗, v∗, w∗), D =


d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

 ,

G(u) =


u(a1 + a2u− a3u

2 − kv)

v(−1 + u− v − w)

w(−α+ βv − γw)

 , A =


θ∗ −ku∗ 0

v∗ −v∗ −v∗

0 βw∗ −γw∗

 .

すると DuG(u∗) = Aであり, (1.4)は次のように書き換えられる. −∆u = D−1G(u), in Ω,

∂u
∂n = 0, on ∂Ω,

故に f(d1, d2, d3;u) = u− (I−∆)−1{D−1G(u) + u}とすると, uが (1.4)の解であるということ

は f(d1, d2, d3;u) = 0 on Xの解であることと同値である.故に f(d1, d2, d3;u
∗) = 0である.また,

Duf(d1, d2, d3;u
∗) = I− (I−∆)−1(D−1A+ I), Duf(d1, d2, d3;u

∗) = 0.

(1.4)の正値解に対する a priori評価より ∂Θに f(d1, d2, d3;u) = 0の解が存在しないような定数

C > 0が存在する.但し,

Θ =

{
u ∈ {C1(Ω̄)}3 | C

2
< u, v, w <

(
1 +

γ

β

)
u∗∗+

}
.

K = (I −∆)−1{D−1G(u) + u} : Θ → {C1(Ω̄)}3はコンパクトである.実際, unを有界列とする

と D−1G(u) + uも各成分で有界である. Kun = vnとすると, (I −∆)vn = D−1G(un) + unと

なる. p > N に対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで vn → v in {C1,σ(Ω̄)}3

となる v ∈ {C1,σ(Ω̄)}3 (0 < σ < 1)が存在する.

非定数解の存在を示すために写像度の理論を用いる.

補題 5.1 (Leray-Schauderの定理) Xをバナッハ空間, Ω ⊂ Xを有界な開集合, ϕ ∈ C1(Ω̄, X),

ϕ|∂Ω ̸= 0, K = I − ϕをコンパクト, x0 ∈ Ωを ϕ(x0) = 0の孤立点, ϕx(x0) = I −Kx(x0)は可逆

(即ち, 1がKx(x0)の固有値でない)とする.このときBϵ(x0)を x0を中心とする十分小さい半径 ϵ

の球, m(ξ)を ξの多重度として,

index(ϕ, x0) = (−1)r, r =
∑

ξ∈EV (Kx(x0)), λ>1

m(λ).

証明は [18]を参照.
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後にu∗しかf(d1, d2, d3;u) = 0の解がない状況を考えるので Leray-schauderの定理より, 1が I−
Duf(d1, d2, d3;u

∗)の固有値でないならば,

index(f(d1, d2, d3; ·),u∗) = (−1)r, r =
∑

ξ∈EV (I−Duf(d1,d2,d3;u∗)), ξ>1

m(ξ).

即ち, 0がDuf(d1, d2, d3;u
∗)の固有値でないならば,

index(f(d1, d2, d3; ·),u∗) = (−1)r, r =
∑

ξ∈EV (Duf(d1,d2,d3;u∗)), ξ<0

m(ξ).

ここで, Duf(d1, d2, d3;u
∗)の固有値について考える. Duf(d1, d2, d3;u

∗)u = ξu on X (u ̸= 0)と

すると, (1− ξ)(I−∆)u = (D−1A+ I)uである. u =
∑∞

j=0 cjϕj (cj ∈ R3, cjϕj ∈ Xj)と固有関

数展開すると,
∞∑
j=0

(1− ξ)(1 + µj)cjϕj =

∞∑
j=0

(D−1A+ I)cjϕj .

ϕi ̸= 0となる i ≥ 0が存在するので ϕiを掛けて Ω上で積分すると
∫
Ω ϕiϕjdx = δij より,

(1− ξ)(1 + µi)ci = (D−1A+ I)ci.

即ち,

(µiI−D−1A)ci = ξ(1 + µi)ci.

故に

M(µj) = µjI−D−1A =


µj − θ∗

d1
ku∗

d1
0

−v∗

d2
µj +

v∗

d2
v∗

d2

0 −βw∗

d3
µj +

γw∗

d3

とおくと,

0がDuf(d1, d2, d3;u
∗)の固有値でないということは全ての j ≥ 0に対して 0がM(µj)の固有値

でないことと同値である.よって全ての j ≥ 0に対してM(µj)が正則ならば

index(f(d1, d2, d3; ·),u∗) = (−1)r, rはM(µj) (j ≥ 0)の固有値の中で負の値を取るときのm(µj)の和.

M(µj)の固有多項式 Ij(λ)は次のように書ける.

Ij(λ) = λ3 − {trM(µj)}λ2 + {M(µj)の対角成分の余因子の和 } − detM(µj).

命題 2.2より, detM(µ0) =
v∗w∗

d1d2d3
{kγu∗ − (β + γ)θ∗} > 0となる.すると I0(λ) = 0の解は「正

の解 3つ」または「正の解 1つと負の解 2つ」であることがわかる.よって indexを計算する上で

j = 0は除いてよい.そこで j ≥ 1としてM(µj)の固有値について,拡散係数が全て大きい場合と

d2と d3のみが大きい場合に分けて考える.
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1. 拡散係数が全て大きい場合.

定理 5.1の 1.より, d̄ = max{ d̃1
µ1
,
u∗∗
+ −1

µ1
, d̃3
µ1
}とすると, di > d̄ (i = 1, 2, 3)に対して (1.4)は

正値非定数解をもたない.また 2θ∗

d̃
= µ1な d̃ > 0を取ると, d1 > d̃に対して θ∗

d1
< µ1であ

る.そこで di > max{d̄, d̃} (i = 1, 2, 3)とする. M(µj)で d2, d3 → ∞とすると,

M(µj) → M∞(µj) =


µj − θ∗

d1
ku∗

d1
0

0 µj 0

0 0 µj

 (d2, d3 → ∞).

µj − θ∗

d1
≥ µ1 − θ∗

d1
> 0なので, M∞(µj) (j ≥ 1)の固有値は全て正である.また M(µj)は,

M(µj) = M∞(µj) +


0 0 0

−v∗

d2
v∗

d2
v∗

d2

0 −βw∗

d3
γw∗

d3

と書ける.

故に補題 3.2(行列の正則摂動理論) より,任意の j ≥ 1に対してある Dj > 0が存在して

d2, d3 ≥ Dj ならばM(µj) の固有値は正となる. M(µj+1) = M(µj) + cjI (cj ≥ 0) よ

り, M(µj)の固有値が正ならばM(µj+1)の固有値も正である.よって d2, d3 ≥ D1 に対し

て M(µj) (j ≥ 1)の固有値は全て正となる.以上より ď > max{d̄, d̃, D1}とすると, u∗ は

f(ď, ď, ď;u) = 0のただ 1つの解となるので,

index(f(ď, ď, ď; ·),u∗) = (−1)0 = 1. (5.8)

2. θ∗

d1
∈ (µs, µs+1) (ある s ≥ 1)であり, d2と d3のみが大きい場合.

µs+1 − θ∗

d1
> 0なので 1.と同様にして, d2, d3 ≥ Ds+1ならば M(µj) (j ≥ s + 1)の固有値

は全て正となる.故に M(µj)が負の固有値をもつのは 1 ≤ j ≤ sのときのみである.そこで

d̂ > Ds+1を取り, d2, d3 ≥ d̂に対して (1.4)は正値非定数解をもたないと仮定する.すると

u∗は f(d1, d2, d3;u) = 0のただ 1つの解となるので,

index(f(d1, d2, d3; ·),u∗) = (−1)r = −1, r =

s∑
j=1

m(µj). (5.9)

次に写像度を計算することで矛盾を導く. d2, d3 ≥ d̂, t ∈ [0, 1]に対して,

D(t) =


td1 + (1− t)ď 0 0

0 td2 + (1− t)ď 0

0 0 td3 + (1− t)ď

とし,次の方程式を考える.

 −∆u = D(t)−1G(u), in Ω,

∂u
∂n = 0, on ∂Ω,
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h(u, t) = u − (I −∆)−1{D−1(t)G(u) + u}とすると, di = ďのときと d2, d3 ≥ d̂のときの (1.4)

の解はそれぞれ h(u, 0) = 0, h(u, 1) = 0の解になる.

また, g(u, t) = (I − ∆)−1{D−1(t)G(u) + u} : Θ × [0, 1] → {C1(Ω̄)}3 はコンパクトである.

実際, (un, tn)をΘ × [0, 1]の有界列とすると, 部分列を取ることで tn はある t ∈ [0, 1]に収束し,

D−1(tn)G(un)+unも各成分で有界となる. g(un, tn) = vnとすると, (I−∆)vn = D−1(tn)G(un)+

un となる. 故に p > N に対する Lp 評価と埋め込みの議論より, 部分列を取ることで vn →
v in {C1,σ(Ω̄)}3 (n → ∞)となる v ∈ {C1,σ(Ω̄)}3 (0 < σ < 1)が存在する.

故に deg(h(u, t),Θ, 0)は well-definedである. degのホモトピー不変性より,

deg(h(·, 0),Θ, 0) = deg(h(·, 1),Θ, 0). (5.10)

しかし ďと d̂の取り方から h(u, 0) = 0と h(u, 1) = 0は Θでただ 1つの解 u∗をもつので, Bϵを

u∗を中心とする十分小さい半径 ϵの球として (5.8), (5.9)より,

deg(h(·, 0),Θ, 0) = deg(h(·, 0), Bϵ, 0) = index(h(·, 0),u∗) = index(f(ď, ď, ď; ·),u∗) = 1.

deg(h(·, 1),Θ, 0) = index(f(d1, d2, d3; ·),u∗) = −1.

これは (5.10)に矛盾するので, d2, d3 ≥ d̂に対して (1.4)が非定数解をもつことが示せた.

6 Shadow系について

shadow系の非定数解の存在については [19]などで議論されている.この節では (1.2)で d2 → ∞
としたときの shadow系と (1.4)で d2, d3 → ∞としたときの shadow系の正値非定数解の存在を

示す.

定理 6.1 ((1.2）の shadow系の正値非定数解の存在) a1 + a2 > a3, θ∗ > 0, θ∗
d1

̸= µj (j ≥ 1)と

する.このとき, (1.2)の正値非定数解列 (un, vn)が存在するならば部分列を取ることで, (un, vn) →
(U, V ) in {C1(Ω̄)}2 (d2,n → ∞)となるようなU, V ∈ C1(Ω̄)が存在する. さらにU は正の非定数,

V は正の定数で次の方程式を満たす.
−d1∆U = U(a1 + a2U − a3U

2 − kV )dx, in Ω,

V = 1
|Ω|

∫
Ω(U − 1)dx, in Ω,

∂U
∂n = 0, on ∂Ω,

証明.

d2,n → ∞な {d2,n}∞n=1とそれに対応する (1.2)の正値非定数解列 (un, vn)を取る. (un, vn)は次の

方程式を満たしている.
−d1∆un = un(a1 + a2un − a3u

2
n − kunvn), in Ω,

−d2,n∆vn = vn(−1 + un − vn), in Ω,

∂un
∂n = ∂vn

∂n = 0, on ∂Ω,

(6.1)
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p > Nに対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (un, vn) → (U, V ) in {C1,σ(Ω̄)}2

となる 0 < U, V ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する. (6.1)1式の弱形式で n → ∞とすると任意の
ϕ ∈ H1(Ω)に対して,

d1

∫
Ω
∇U · ∇ϕdx =

∫
Ω
U(a1 + a2U − a3U

2 − kUV )ϕdx.

p > N に対する Lp評価より U ∈ W 2,p(Ω)なので, U は次の方程式を満たしている. −d1∆U = U(a1 + a2U − a3U
2 − kV ), in Ω,

∂U
∂n = 0, on ∂Ω,

(6.1)2式についても同様にして, V は次の方程式を満たしていることがわかる. ∆V = 0, in Ω,

∂V
∂n = 0, on ∂Ω,

故に V は正の定数である.さらに (6.1)2式を Ω上で積分して n → ∞とすると,
∫
Ω V (−1 + U −

V )dx = 0となる.即ち,

V =
1

|Ω|

∫
Ω
(U − 1)dx.

ここで U が定数と仮定して矛盾を導く. U と V が満たす方程式は次のようになる.

a1 + a2U − a3U
2 − kV = 0, −1 + U − V = 0.

a1 + a2 > a3より, (u∗, v∗)は (1.2)のただ 1つの正値定数解なので (U, V ) = (u∗, v∗)となる.ここ

で次のように関数を定める.

fn = un − u∗, gn = vn − v∗, f̃n =
fn

∥fn∥∞ + ∥gn∥∞
, g̃n =

gn
∥fn∥∞ + ∥gn∥∞

.

(6.1)の右辺を次のように書きかえる.

un(a1 + a2un − a3u
2
n − kvn) = un(a1 + a2un − a3u

2
n − kvn)− un(a1 + a2u∗ − a3u

2
∗ − kv∗)

= un{a2fn − a3fn(un + u∗)− kgn}

= unfn{a2 − a3(un + u∗)} − kungn.

vn(−1 + un − vn) = vn(−1 + un − vn)− vn(−1 + u∗ − v∗)

= vn(fn − gn).

すると (un, vn)の方程式は次のように書ける.
−d1∆f̃n = unf̃n{a2 − a3(un + u∗)} − kung̃n, in Ω,

−d2,n∆g̃n = vn(f̃n − g̃n), in Ω,
∂f̃n
∂n = ∂g̃n

∂n = 0, on ∂Ω,

(6.2)
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p > Nに対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (f̃n, g̃n) → (f̃ , g̃) in {C1,σ(Ω̄)}2

となる f̃ , g̃ ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する.この証明の最初の議論と同様に弱形式を考えるこ

とで次の方程式を得る. 
−d1∆f̃ = θ∗f̃ − ku∗g̃, in Ω,

∆g̃ = 0, in Ω,
∂f̃
∂n = ∂g̃

∂n = 0, on ∂Ω,

故に g̃は定数である.また次の式が成立している.

−∆

(
f̃ − ku∗

θ∗
g̃

)
=

θ∗
d1

f̃ − ku∗
d1

g̃ =
θ∗
d1

(
f̃ − ku∗

θ∗
g̃

)
.

θ∗
d1

̸= µj (j ≥ 0)なので, f̃ − ku∗
θ∗

g̃ = 0でなければならない.即ち, f̃ = ku∗
θ∗

g̃であるので f̃ も定数

となる.故に ∥f̃n∥∞ + ∥g̃n∥∞ = 1より,

1 = ∥f̃∥∞ + ∥g̃∥∞ =

(
1 +

ku∗
θ∗

)
∥g̃∥∞. (6.3)

一方, (6.2)2式を Ω上で積分して n → ∞とすると,

0 = v∗

∫
Ω
(f̃ − g̃)dx =

v∗
θ∗

(ku∗ − θ∗)

∫
Ω
g̃dx =

v∗
θ∗

(ku∗ − θ∗)|Ω|g̃.

命題 2.2より g̃ = 0となるが,これは (6.3)に矛盾する.よって定理の主張が示された.

定理 6.2 ((1.4)の shadow系の正値非定数解の存在) a1 + a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 , θ∗ > 0, θ∗
d1

̸=
µj (j ≥ 1)とする.このとき, (1.4)の正値非定数解列 (un, vn, wn)が存在するならば部分列を取るこ

とで, (un, vn, wn) → (U, V,W ) in {C1(Ω̄)}3 (d2,n, d3,n → ∞)となるような (U, V,W ) ∈ {C1(Ω̄)}3

が存在する. さらに U は正の非定数, V とW は正の定数で次の方程式を満たす.
−d1∆U = U(a1 + a2U − a3U

2 − kV )dx, in Ω,

V = 1
(β+γ)|Ω|

∫
Ω{α+ γ(U − 1)}dx, in Ω,

W = −α+βV
γ , in Ω,

∂U
∂n = 0, on ∂Ω,

証明.

d2,n, d3,n → ∞な {d2,n}∞n=1, {d3,n}∞n=1とそれに対応する (1.4)の正値非定数解列 (un, vn, wn)を

取る. (un, vn, wn)は次の方程式を満たしている.
−d1∆un = un(a1 + a2un − a3u

2
n − kunvn), in Ω,

−d2,n∆vn = vn(−1 + un − vn − wn), in Ω,

−d3,n∆wn = wn(−α+ βvn − γwn), in Ω,

∂un
∂n = ∂vn

∂n = ∂wn
∂n = 0, on ∂Ω,

(6.4)
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p > N に対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (un, vn, wn) → (U, V,W ) in

{C1,σ(Ω̄)}3となる 0 < U, V,W ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する. (6.4)1式の弱形式で n → ∞
とすると任意の ϕ ∈ H1(Ω)に対して,

d1

∫
Ω
∇U · ∇ϕdx =

∫
Ω
U(a1 + a2U − a3U

2 − kUV )ϕdx.

p > N に対する Lp評価より U ∈ W 2,p(Ω)なので, U は次の方程式を満たしている. −d1∆U = U(a1 + a2U − a3U
2 − kV ), in Ω,

∂U
∂n = 0, on ∂Ω,

(6.1)2式と 3式についても同様にして, V とW は次の方程式を満たしていることがわかる. ∆V = 0, in Ω,

∂V
∂n = 0, on ∂Ω,

 ∆W = 0, in Ω,

∂W
∂n = 0, on ∂Ω,

故に V とW は正の定数である.さらに (6.4)3式をΩ上で積分して n → ∞とすると,
∫
ΩW (−α+

βV − γW )dx = 0となる．即ち,

W =
−α+ βV

γ
.

(6.4)2式についても同様にして,
∫
Ω V

(
−1 + U − V − −α+βV

γ

)
dx = 0を得る.即ち,

V =
1

(β + γ)|Ω|

∫
Ω
{α+ γ(U − 1)}dx.

ここで U が定数と仮定して矛盾を導く. U, V,W が満たす方程式は次のようになる.

a1 + a2U − a3U
2 − kV = 0, −1 + U − V −W = 0, −α+ βV − γW = 0.

a1 + a2 > a3,
β
α > 1

u∗−1 より, (u∗, v∗.w∗)は (1.4)のただ 1つの正値定数解なので (U, V,W ) =

(u∗, v∗, w∗)となる.ここで次のように関数を定める.

fn = un − u∗, gn = vn − v∗, hn = wn − w∗.

f̃n =
fn

∥fn∥∞ + ∥gn∥∞ + ∥hn∥∞
, g̃n =

gn
∥fn∥∞ + ∥gn∥∞ + ∥hn∥∞

, h̃n =
hn

∥fn∥∞ + ∥gn∥∞ + ∥hn∥∞
.

(6.4)の右辺を次のように書きかえる.

un(a1 + a2un − a3u
2
n − kvn) = un(a1 + a2un − a3u

2
n − kvn)− un{a1 + a2u

∗ − a3(u
∗)2 − kv∗}

= un{a2fn − a3fn(un + u∗)− kgn}

= unfn{a2 − a3(un + u∗)} − kungn.

vn(−1 + un − vn − wn) = vn(−1 + un − vn − wn)− vn(−1 + u∗ − v∗ − w∗)

= vn(fn − gn − hn).
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wn(−α+ βvn − γwn) = wn(−α+ βvn − γwn)− wn(−α+ βv∗ − γw∗)

= wn(βgn − γhn).

すると (un, vn, wn)の方程式は次のように書ける.
−d1∆f̃n = unf̃n{a2 − a3(un + u∗)} − kung̃n, in Ω,

−d2,n∆g̃n = vn(f̃n − g̃n − h̃n), in Ω,

−d3,n∆h̃n = wn(βg̃n − γh̃n), in Ω,
∂f̃n
∂n = ∂g̃n

∂n = ∂h̃n
∂n = 0, on ∂Ω,

(6.5)

p > Nに対する Lp評価と埋め込みの議論より,部分列を取ることで (f̃n, g̃n, h̃n) → (f̃ , g̃, h̃) in {C1,σ(Ω̄)}3

となる f̃ , g̃, h̃ ∈ C1,σ(Ω̄) (0 < σ < 1)が存在する.この証明の最初の議論と同様に弱形式を考える

ことで次の方程式を得る. 
−d1∆f̃ = θ∗f̃ − ku∗g̃, in Ω,

∆g̃ = 0, in Ω,

∆h̃ = 0, in Ω,
∂f̃
∂n = ∂g̃

∂n = ∂h̃
∂n = 0, on ∂Ω,

故に g̃と h̃は定数である.また次の式が成立している.

−∆

(
f̃ − ku∗

θ∗
g̃

)
=

θ∗

d1
f̃ − ku∗

d1
g̃ =

θ∗

d1

(
f̃ − ku∗

θ∗
g̃

)
.

θ∗

d1
̸= µj (j ≥ 0)なので, f̃ − ku∗

θ∗ g̃ = 0でなければならない.即ち, f̃ = ku∗

θ∗ g̃であるので f̃ も定数

となる.さらに (6.5)3式を Ω上で積分して n → ∞とすると,
∫
Ωw∗(βg̃ − γh̃)dx = 0を得る.即ち,

h̃ = β
γ g̃である.故に ∥f̃n∥∞ + ∥g̃n∥∞ + ∥h̃n∥∞ = 1より,

1 = ∥f̃∥∞ + ∥g̃∥∞ + ∥h̃∥∞ =

(
1 +

ku∗

θ∗
+

β

γ

)
∥g̃∥∞. (6.6)

一方, (6.5)2式を Ω上で積分して n → ∞とすると,

0 = v∗
∫
Ω
(f̃ − g̃ − h̃)dx =

v∗

θ∗

(
ku∗ − θ∗ − β

γ
θ∗
)∫

Ω
g̃dx =

v∗

γθ∗
{kγu∗ − (β + γ)θ∗}|Ω|g̃.

命題 2.2より g̃ = 0となるが,これは (6.6)に矛盾する.よって定理の主張が示された.

7 数値シミュレーションの結果

この節では 1次元 [0, L]での (1.1)と (1.3)の数値シミュレーションの結果を紹介する.

a1 = 1, a2 = 4, a3 = 1, k = 6, α = 1, β = 5, γ = 30とすると, u∗∗+ ≈ 4.23, (u∗, v∗) ≈ (1.8, 0.8),

θ∗ ≈ 0.72, (u∗, v∗, w∗) ≈ (1.94, 0.83, 0.11), θ∗ ≈ 0.22となる.また µj =
(
jπ
L

)2
≈ 10

(
j
L

)2
(j ≥ 0)

である.初期値は u0(x) = 1, v0(x) = 0.5, w0(x) = 0.1とする.これらのパラメータの下で拡散係

数を以下のように変えてシミュレーションした.
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1. (1.1)に対して L = 10, d1 = 0.03, d2 = 30.

2. (1.3)に対して L = 10, d1 = 0.009, d2 = 20, d3 = 30.

3. (1.3)に対して L = 1, d1 = 1, d2 = 0.4, d3 = 5 .

1.の場合. θ∗
d1

≈ 24となり, µ15 = 22.5 < θ∗
d1

< 25.6 = µ16が成立する.ここで [3]の結果を紹介する.

定理 7.1 ((1.2)に対する正値非定数解の存在) a1 + a2 > a3, θ∗ > 0とし, ある s ≥ 1に

対して θ∗
d1

∈ (µs, µs+1)とする.このとき
∑s

j=1m(µj)が奇数ならば,ある d̂ > 0が存在して

d2 ≥ d̂に対して (1.2)は正値非定数解をもつ.

証明は [3](定理 4.2)を参照.

今
∑s

j=1m(µj) = 15なので,この定理の仮定を満たしている.数値シミュレーションの結果

は以下の通りである.

図 4. (1.1)の解 uの挙動.

図 5. (1.1)の解 vの挙動.
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2.の場合. θ∗

d1
≈ 24.4となり, µ15 = 22.5 < θ∗

d1
< 25.6 = µ16が成立する. 故に

∑s
j=1m(µj) = 15なの

で,定理 5.2の仮定を満たしている.数値シミュレーションの結果は以下の通りである.

図 6. (1.3)の解 uの挙動.

図 7. (1.3)の解 vの挙動.

図 8. (1.3)の解 wの挙動.
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今 θ∗ < v∗が成立しているので注 2.より (u∗, v∗, w∗)は拡散がないときには漸近安定である.

一方,数値シミュレーションの結果から (u∗, v∗, w∗)が不安定化して空間不均一な定常パター

ンが生まれているので, Turingの拡散誘導不安定化が起きていることが確認できる.

3.の場合. µ1 = 10となり, d2 >
u∗∗
+ −1

µ1
(≈ 0.323)が成立している.このとき定理 5.1によると非定数定

常解は存在しないことになる.数値シミュレーションの結果は以下の通りである.

図 9. (1.3)の解 u(左)と v(右)の挙動.

図 10. (1.3)の解 wの挙動.

このように拡散係数が全て大きい場合は空間不均一な定常パターンは生まれないことがわ

かる.

8 今後の課題

本論文で (1.4)の非定数解の存在を証明することができたが,解の形状についての情報は何も得

られていない.導入でも紹介したが [15]では 1次元で (1.2)に対して遷移層をもつ解を構成し,特

に [20]では解の構成だけでなく安定性解析も行っている.これらの論文には [8]の考え方が使われ
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ている.これらの方法を用いることで 1次元の場合ではあるが (1.4)の解を構成し,その安定性も示

せるのではと考えている.
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