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　現在ではRiemannのゼータ関数と呼ばれているζ（8）二Σ二1缶（8∈C，σ：＝睨（8）＞1）

に関する，Eu1erの公式ζ（2）＝Σ二1缶＝手がよく知られている。この結果に対応して，

ζ・・，・（・，・，・）一勝二1Σこ、。・、・（景十、）・一芸ζ（・）ζ（・）一・ζ（・）一嘉という・多重ゼータ関数

の僧への類似結果（Morde11［4］，1958）がよく知られている。このように，多変数多重ゼータ関数

の値を，1重ゼータ関数の値のQ一係数多項式で表す公式を導くことが，本論文の研究目標である。

以下にその研究結果を述べる。

定義1（［31，［41，［71を参照）．

　　　　　　　／（・）一斗，／・（・，1）一二学特に，／・（・；・）一／（・），　（・）

　　　　　　　　　　η二1　　　　　　　　　　　　　η二1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　／岬（・・，・・，・・）＝Σ喜榊（・・肌）鞠，　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　oo　　　　2π｛θ1γn　2π｛θ2れ
　　　　　　　／岬（・・，・・，・・，θ・，θ・）一晶点伸（毒。η）ぺ　　　（・）

　　　　　　　　　　OO　　　O0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
／…（・・，・・，・・，・・）こ ﾅ看が・仲（・・η）萌（…η）ぺ

　　　　　　　　　　　OO　　　OO晩（・・，・・，・・，・・）一乗榊榊（、十去一（、十。、）一・

　　　　　　　　　m…1　（mod2）

（4）

（5）

主結果1．m∈N≧2二｛η∈N：η≧2｝，αゴ∈C，睨（αゴ）＞O（ゴ＝1，2）かつ，θ1，θ2∈Rとする。

このとき，次の等式が成り立つ。

　　　ζMT，2（α1，1，m＋α2；θ1＋θ2，θ2）一ζMT，2（m＋α2，1，α1；θユ，θ2）

　　　十ζMT，2（α2，1，m＋α1；θ1＋θ2，θ1）一ζMT，2（m＋α1，1，α2；θ2，θ1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1
　　　－m・ζ・（m・1・α・・α・；θ・・θ・）一Σζ・（ゴ十1＋α・；θ・）ζ・（m一ゴ十α・；θ・）・（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卜O

系1．η∈N＞3＝｛η∈N：η≧3｝とする。このとき，次の等式が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一1　　　　　　　　／・・，・（η，1，1）一宇／（η・・）一1Σ／（・・1）／（η・1一・）　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
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注意1．（7）はTomheim［7］の定理3に含まれる結果の別証明（金光一谷川一吉元［2…の応用）である。

主結果2．任意に選んだα，6∈Nを固定すれば，特異点を除く，全ての8∈Cに対して，次の関数

関係式が成り立つ。但し，αv6＝max｛α，6｝，L”」＝maxzくπ＝max｛η∈z：η≦π｝である。

　ζw，2（α，8，0，ろ）十（一ユ）α十bζw，2（6，8，0，α）十（一ユ）α28ζMT，2（α，う，3）

　　一（一1）α・8■蛾2（α，6，・，・）一（一1）α・卜αζ緑2（1，α，0，・）

　　　　　　　　L廿」
一α一；一井・暮／α（二）・・（二）／・幻（・・），叶・・一1）一／（・・）い・ト・・）（・）

系2．α∈2N－1＝｛2η一1：η∈N｝とする。このとき，次の等式が成り立つ。

／伽川一一
n竿卿（∵。一1）／（・・）／（肋一・・）

（9）

注意2．上述の（9）の左辺が，あるQ一係数のRiemannゼータ値ζ（m）（m∈N＞2）の多項式

で表せることをZhao（［8］，2010）が示しているが，（9）の右辺は明示的に係数を決定してい

る点が新しい結果である。更に，この結果はHuard，Winiams　and　Zhang（［11．1996）による

ζMT，2（α，α，α）＝ζw，2（α，α，α，0）に対する結果の類似にもなっている。証明方法は中村隆［51，［61の

手法を応用している。
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本論文での記号，記法と内容について

　本論文では，自然数（⇔正の有理整数）全体の集合をNで，有理整数全体の集合をZで，有理

数全体の集合をQで，実数全体の集合をRで，複素数全体の集合をCでそれぞれ表す。”がμを

超えない（即ち，”かひ以下である）ことを”≦μで表す。”≦μとμ≧”は同じ意味である。例

えば，

　　　　　　　　　　　　　　　　N≧・＝｛η∈N：肌≧2｝

のように，集合の要素が満たす条件を，その集合の右下に書く場合がある。差集合はλ＼Bで表

す。つまり2つの集合λ，Bに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　λ＼B＝｛ω∈λ：”¢B｝

と定義する。m，肌∈Zに対して，川ηとは，ある1∈Zが存在してlm＝ηが成り立つというこ

とである。α≡6（modc）は。■α＿6と同じ意味である。（m，η）∈Z2＼｛（O，O）｝に対して，mと

ηの最大の公約数をG．G．D．（m，η）で表す。一般にG．C．D．（m，η）∈Nが成り立つ。演算の記法に

ついては，除法α／6＝Cはα＝C6の意味であって，積”gを意図的に”×gあるいは”．μと書く

場合がある。α，ら∈RU｛一○o，十○o｝に対して，区間（α，61と書いたらこれは，

　　　　　　　　　　　　（α，61＝｛”∈R∪｛一・・，十・・｝：α＜ω≦6｝

によって定義される集合である。その他の区間（α，6），［α，あ1，［α，6）についても同様である。断り

なく単体で7rと書いたら，これは円周率の意味である。虚数単位は台で表す（つまり乞∈Cで

乞2：一1である）。また，8∈Cに対して，8の実部を況（8）で，8の虚部をS（8）でそれぞれ表す。

従って8∈Cに対して3＝睨（3）十心（8）（睨（8），S（3）∈R）である。1ogzと書いたらこれは自然

対数の意味で用い，偏角arg（z）は（一7r，πコの範囲で選ぶ（従って1価関数として考える）。つまり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　・一…（／）一1・Σ去・リ∀・∈・），

　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1
　　　　　　　・＝・1＝2．718281828459045235360287471352…，

　　　　　　　　1ogz・＝1og（z）＝ω⇔eωこexp（ω）＝z　（∀z∈C＼｛0｝），

が成り立つものとする。オーダー評価に関する記号についても説明しておく。∫（”），g（”）は複素数

値関数とする。

　　　　　　　　　　　　　∫（”）＝0（g（”））　（”→十〇〇のとき）

と書いたらこれは，

　　　　　ある正の定数0＞Oが存在して，十分に大きい正の定数M＞0に対して，

　　　　　”＞Mを満たす全ての”について，一∫（”）■≦0．1g（”）1が成り立つ。



という主張が成り立つという意味である。Mは0に依存しても構わない。”→十〇〇を”→0に

置き換えたら，その場合『十分に大きい正の定数M一＞0に対して，”〉Mを満たす全ての”に

ついて』の部分をr＋分に小さい正の定数δ〉oに対して，1”1＜δを満たす全てのπについて』

に置き換えればよい。δは0に依存しても構わない。移項のように∫（π）＝g（”）十0（ん（”））は

∫（”）一g（”）＝0（ん（”））と同じ意味である。

∫（”）《9（”）

は∫（”）＝0（g（”））と同じ意味である。不等号のように，∫（”）》g（”）はg（”）《∫（”）と同じ意

味である。

∫（”）＝o（g（”））　（”→十〇〇のとき）

と書いたらこれは，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Iim　一＝O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→十・・g（”）

が成り立つという意味である。”→0の場合も同様である。移項のように∫（”）＝g（”）十〇（ん（”））

は∫（”）＿g（”）＝o（ん（”））と同じ意味である。

　本論文の主結果について，第ユ節にて導入として簡潔に述べている。第2節以降の内容について

ここで説明する。本論文で示すのは，論文題名にもあるように多重ゼータ関数についての結果であ

る。多重ゼータ関数の研究は，その名前からもわかるように，最初のゼータ関数であるRiemamの

ゼータ関数から始まった，ゼータ研究の流れのうちの1つである。従って，まず第2節でRiemann

のゼータ関数および（1重）ゼータ関数，そしてDirich1etのL関数の歴史について述べ，第3節

で多重ゼータ値と多重ゼータ関数の歴史を，第4節から第6節にて筆者の研究結果を述べることに

する。内容としては，第4節と第5節にて，値としての等式と，関数としての等式について，第6

節にて解析接続と複素関数としての性質について論じている。本論文では，『定理』は（その証明

方法は別として，結果は）既知のもので，『結果』は筆者の研究結果として区別して表記する。
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1　本論文の導入

　現在では，Riemannのゼータ関数と呼ばれている

　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　ζ（・）一Σ÷一1・去・去・去・去・去・　　　　（1・1）

　　　　　　　　　　　　　肌＝1

（但し，8∈C，σ：＝睨（8）＞1）に関する，Eu1erの公式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。。1　π2
　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（・）一Σ1戸て　　　　　　（…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1

がよく知られている。この結果に対応して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　o．　　　1　　　　π6
　　　　　　　　　　　ζ…（2，2，2）＝ξ看・・η・（・・肌）・＝麻　　（1・3）

という，多重ゼータ関数の僧への類似結果（Morde11［22］，1958）がよく知られている。この結果を

得るために，

　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　4　　　　　　　　ζ岬（2，2，2）＝茗看。・η・（。・η）・＝l／（2）／（4）一2／（6）　（1・4）

という値の等式が示されている。このように，多変数多重ゼータ関数の値を，1重ゼータ関数の

値のQ一係数多項式で表す公式を導くことが，本論文の研究目標である。以下にその研究結果を述

べる。

定義1．1（［111，［221．1311を参照）．

　　　　　　　／（・）一汗，州一二字，特に，・（・；・）一／（・），　（・刈

　　　　　　　　　　η＝1　　　　　　　　　　　　れ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　◎o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　／岬（・・，・・，・・）＝看看榊（。・η）的，　　　（1・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o。。。e2πづθ・mθ2π｛θ・η
　　　　　　　ζ岬（・・，・・，・・，θ・，θ・）＝ξ看榊（。・η）ぺ　　　（1・7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　◎0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　／W（・・，・・，・・，・・）＝茗看榊榊（。州。・・η）ぺ　　（1・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎o　　　◎o　　　　　　　伽，榊）一幕舳（、÷（、十。、）ぺ　（1・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　m…1　（mod2）



主結果1・1・m∈N≧2＝伽∈N：η≧2｝，αゴ∈C，況（αゴ）＞0（プ＝1，2）かつ，θ1，θ2∈Rとす

る。このとき，次の等式が成り立つ。

　　ζMT，2（α1，1，m＋α2；θ1＋θ2，θ2）一ζMT，2（m＋α2，1，α1；θ1，θ2）

　　十ζMT，2（α2，1，m＋α1；θ1＋θ2，θ1）一ζMT，2（m＋α1，1，α2；θ2，θ1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1
　　－m・ζ・（m＋・十α・十α・；θ・十θ・）一Σζ・（ゴ十1＋α・；θ・）ζ・（m一プ十α・；．θ・）・（1・10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ：O

系1．1．η∈N≧3＝｛η∈N：η≧3｝とする。このとき，次の等式が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一1　　　　　　　　　　　　　　　η十3　　　　　1　　　　　　　　ζ・・，・（η，1，1）一。／（η・・）一ラΣζ（・・1）ζ（η・1一・）　（111）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．プ＝1

注意1．1，（1．11）は，Tomheim［311の定理3に含まれる結果の，別証明（金光一谷川一吉元［71の応

用）である。

主結果L2．任意に選んだα，6∈Nを固定すれば，特異点を除く，全ての8∈Cに対して，次の関

数関係式が成り立λ但し・α〉6＝max｛α1う｝l　L”」＝maxz≦π＝平ax｛η∈z：η≦π｝であ乱

　ζw，2（α，8，0，6）十（一1）α十bζw，2（6，8，0，α）十（一1）α28ζMT，2（α，う，8）

　　　十1）α28－bζ緑2（α，1，0，・）十1）α・8一αζ緑、（6，α，0，・）

　　　　　　　　L苧」
一品ユ暮1α（二）・伽・幻（・・）い一・・一1），／（・・）φ・α・・一・・）

（1．12）

系1．2．α∈2N＿1＝｛2η＿1：n∈N｝とする。このとき，次の等式が成り立つ。

伽叶一
k汽㌃㍗1－1）／（・・）／（他一・・）

（1．13）

注意1．2．上述の（1．13）の左辺が，あるQ一係数のRiemannゼータ値ζ（m）（m∈N≧2）の多項

式で表せることをZhao（［32］，2010）が示しているが，（1．13）の右辺は明示的に係数を決定してい

ることが新しい結果である。更に，この結果はHu＆rd，Wi11iams　and　Zhang（［6］，1996）による

ζMT，2（α，α，α）エζw，2（α，α，α，0）に対する結果の類似にもなっている。証明方法はZagier一中村隆

［241，［251の手法を応用している。
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2　ゼータ関数

本節の内容については，参考文献［11，［41，［191，［271，［281，［291．1301の内容を参照した。

2．1　Riemannのゼータ関数

定義2．1（Riemannのゼータ関数）．8∈C，況（8）＞1に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（・）一Σ÷　　　　　（・・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ＝1

と定義して，これをRiemamのゼータ関数と呼ぶ。（2．1）は況（5）＞1を満たす各8∈Cで絶対収

束し，かつ，収束は領域睨（8）＞1においてコンパクトー様である。従ってζ（8）はこの領域で正則

な複素関数である。

　コンパクト性や収束の定義については，［21ユ，［27］，［28］，［291，［30］などを参照した。無限級数

（2．1）の値は昔から興味の対象として存在していた。5∈Nの場合がまず最初に考えられ，次に

8∈（1，十○c）の場合を，そして複素関数論の発展と共に8∈Cへと範囲が広がっていった。ζ（8）の

解析接続については後述する。

　8＝1のときの（2．1）の右辺を考える。これを調和級数と呼ぶが，調和級数が発散する事実は14

世紀のフランスの僧侶N．Oresme（オレーム，1323？一1382）が既に知っていたそうで，

　　　　　　　　　汁1÷（1・1）・（1・1・1・1）・　（・刈

　　　　　　　　　　　　・1・1・（H）・（1・1・1・1）…　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　1　1　1
　　　　　　　　　　　　二1＋一十一十一十…　二十〇〇
　　　　　　　　　　　　　　　2　2　2

からその主張がわかる。この調和級数は正項級数なので，その極限は和の順序には依らない。

定理2．1（Eu1er，1735）．Eu1erが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（2）＝一　　　　　　　　　　（2．4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

を主張する論文を，ペテルスブルクのアカデミーに提出した。しかしこのときの証明法は，少し厳

密性を欠いたものであったという。

　Eu1erはその後，更に研究を重ねて，より説得力のある議論を見出すことに成功した。更に，任

意の正の偶数への一般化である次の定理もEu1erは示している。

定理2．2（Euler）．η∈Nに対して，

　　　　　　　　　　　　　　ζ（2η）∈Qπ2η（＝｛qπ2η：q∈Q｝） （2．5）
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が成り立つ。

　具体的にいくつか例を挙げると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（4）：一，　　　　　　　　　　（2・6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　90
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　クr6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（6）＝一，　　　　　　　　　　（2・7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　945
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（8）＝一，　　　　　　　　　（2・8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9450
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π10
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（10）＝　　　　　　　　　　　（29）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　93555

などである。

2．2　Eulerの無限積表示

定理2．3（Eu1er，1737）．Eu1erは，5＝σ＞1に対してのEu1er積表示

　　　　　　　　　　　　　ψ）一汁、基数（1一÷ジ　　（！・・）

が成り立つことを発見する。これは素数を小さい方から順にρ1，p2，ρ3，ρ4，・　と表せば，

　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　Σ1÷一H（1一ρ汀σ）一1　　　（…1）

　　　　　　　　　　　　　　　れ＝1　　　　　犯＝1

が成り立つという意味である。

　無限積の定義や収束性については，［28］，［291，［30］などを参照した。

2．3　素数定理

　Eu1er積の発見により，Riemannのゼータ関数と素数の関係が研究対象として注目されてきた。

素数分布論の基本定理として，素数定理がある。

定義2．2（エ以下の素数の個数）．有限集合3の要素の個数を井3で表す。”∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　　7丁（”）＝井｛ρ：ρは素数で，ρ≦”を満たす。｝　　　　　　　　（2．12）

と定義する。

予想2．1（A．M．Legendre，1798年に言及（定式化は1808年））・クr（”）の”→十○oのときの近

似式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1Og”一B（”）

であろう。但しB（”）はある関数で，1im皿→十。。B（”）＝1．08366…　を満たす。
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予想2．2（C．F．Gauss，公表されたのはGaussの死後）．クr（”）の”→十〇〇のときの近似式は

　　　　　　　　　　叶㍍・1－！曳（ゾ・ズ）か　　（・・1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε＞O

であろう。

定理2．4（R　L．Chebyshev，1850年頃）．次の極限値

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1og”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1im　＿π（”）　　　　　　　　　　　　　　　（2．15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→十〇〇　π

が存在すれば，その極限値は1である。更に，ある正の実数の定数01，02が存在して，十分に大

きいエ（≧2）について，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　　　　”
　　　　　　　　　　　　　　　　0。一＜π（”）＜0。一　　　　　　　　（2・16）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Iog”　　　　　　　　　　　1og”

が成り立つ。しかも十分に大きい”（≧2）を考えれば，01＝0．92129、．、，02＝1．10555＿とし

て取れる。

定理2．5（素数定理，Hadamard，Poussin（2人は独立に示した），1986）．π（”）は”→十○oのと

き，”／1Og”で近似される。すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1Og”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1im一一π（・）＝1　　　　　　　　（2．17）
　　　　　　　　　　　　　　　　　π→十〇〇　”

が成り立つ。

2．4　Riemannのゼータ関数の性質

　ここで，Riemannのゼータ関数のよく知られた性質をまとめる。そのためにガンマ関数を導入

する。

定義2．3（ガンマ関数）．8∈Cとする。このとき，

　　　　　　　　　　・（・）一ズが一・市（況（・）・・の1き），　　（・・1・）

　　　　　　　　　　F（8＋1）＝・8・F（8）（8∈C＼｛ん∈Z：ん≦0｝のとき），　　　　　　（2．19）

　　　　　　　　　　F（肌）＝（n－1）！（η∈Nのとき）　　　　　　　　　　　　　　（2，20）

が成り立つ。正確には，（2．18）が定義で（特に8∈（0，十〇〇）の場合），（2．19）によりC全体へ有

理型関数として解析接続される。（2．20）は（2．18）を部分積分（それが（2，19）なのだが）すればわ

かる。

　ガンマ関数はそれ自体が非常に興味深い関数であるし，ゼータ関数の理論では欠かせない道具と

言っても過言ではない。ガンマ関数については，［4］，［191，［271，［281．1291，［301などを参照。
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定理2．6．右半開平面Do：｛8∈C：況（8）：σ＞1｝において（2．1）と（2．10）はコンパクトー様に

絶対収束する。従って，ζ（5）は0oで正則がつ非零である。

定理2．7．ζ（8）は複素数平面C全体へ，有理型関数として解析接続できて，C＼｛1｝で正則であ

る。8二＝1は1位の極で，そこでの留数は1である。

定理2．8（関数等式）．任意の8に対して，

ゲ1・（；）ζ（・）一π一宇・（1デ）／（・一・）
（2．21）

が成り立つ。

定理2．9（Riemannのゼータ関数の自明な零点）．関数等式により，

／（・）一㎡十（1…8）ζ（・一・）／・（；）
（2．22）

であるから，ζ（8）は負の偶数がそれぞれ1位の零点になっている。この零点をRiemannのゼータ

関数の自明な零点と呼ぶ。睨（8）＜0での零点は自明な零点のみである。

　残るO≦況（8）≦1の範囲での零点については，この時点では何も言及していない。C内の

0≦況（8）≦1の範囲を臨界領域と呼ぶ。臨界領域内のζ（8）の零点を，Riemannのゼータ関数の

非自明な零点と呼ぶ。C内の直線睨（8）こ当を臨界線と呼ぶ。

予想2．3（Rie皿ann予想，ユ859）．ζ（3）の非自明な零点の実部は全て圭であろう。

　2011年現在，この予想は未解決問題である。しかし，素数定理の証明の中で，況（8）＝1におい

てζ（8）≠0であることは示されている。ζ（O）エ＿圭≠0と関数等式から，況（8）＝0でもζ（8）≠O

である。ζ（8）の臨界線況（8）＝士上の零点の個数については，次の定理がある。

定理2．10（Hardy，1914）．ζ（8）の臨界線上の零点は無限個存在する。ζ（8）の正則性から，その個

数は可算無限個である。

2．5　その他の1重ゼータ関数

　Riemannのゼータ関数に類似した（一般化した）いくつかのゼータ関数が定義されている。

定義2．4（Hurwitzのゼータ関数）．8∈C，睨（8）＞1，α∈（O，十〇〇）に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　ζ・（・，1）＝看（η・1）・　　　　（2・23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一書（、十（1．1）ゾ）　　（1・・）
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と定義する。ζH（8；α）をHurwitzのゼータ関数と呼ぶ。ζ（8，α）と書かれることが多い。しかし，

この表記の場合は後述する深さ2の多重ゼータ値と混同しないように注意して頂きたい。（2．23）の

右辺は沢（8）＞1で絶対収束する。α＝1とすれば関数としてRiemamのゼータ関数に一致する。

　Hurwitzのゼータ関数については，［4］などを参照した。

定義2．5（Lerchのゼータ関数）．8∈C，θ∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　2π｛θ肌
　　　　　　　　　　　　　　　　　／・（・，1）一Σe、、　　　　　（・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1

と定義する。ζL（8；θ）をLerchのゼータ関数と呼ぶ。（2．25）の右辺は，況（8）＞1で絶対収束する。

周期性から，関数としてζL（8；θ）＝ζL（8；θ十n）（∀肌∈Z）が成り立つ。θ∈Zを固定すれば，関数

としてRiemannのゼータ関数に一致する。

　Lerchのゼータ関数については，141，［141，［251などを参照した。

2．6　Dirich1etのL関数

　Riemannのゼータ関数のある種の一般化である，Dirich1etのL関数の定義も紹介しておく。

DirichletのL関数について詳しくは参考文献［41などを参照した。

定義2．6（Dirich1et指標）．∫∈Nとする。写像X：Z→Cが∫を法とするDirich1et指標である

とは，次の3つの条件を全て満たすことである。

　　　　　　　　（i）∀m，η∈Zに対して，X（mη）＝X（m）X（η）が成り立つ。　　　　　（2．26）

　　　　　　　　（i）∀m，n∈Zに対して，X（m＋η∫）＝X（m）が成り立つ。　　　　　（2．27）

　　　　　　　　（並）　G．C．D．（η，∫）∈N〉2＜。＝＞X（η）＝0．　　　　　　　　　　　　　　（2．28）

但しここで，G．C．D．（η，∫）はηと∫の最大公約数を表す。

定義2．7（単位指標）．Dirich1et指標Xo：Z→Cが『G．C．D．（η，∫）＝1のときXo（η）二1』を満

たすとき，XOを∫を法とする単位指標と呼ぶ。

定義2．8（Eu1er関数ψ）．∫∈Nに対して，

　　　　　　　　　　　　　ψ（∫）二井｛η∈N≦∫：G．C．D．（η，∫）＝1｝　　　　　　　　　　　（2．29）

と定義する。関数ψ（．）をEuler関数と呼ぶ。

定理2．11（初等的整数論におけるEu1erの定理）．∫∈Nとする。η∈Zが∫と互いに素（つまり

G．C．D．（η，∫）＝1）ならば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　が（プ）≡1　（mod∫）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．30）

が成り立つ。
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定理2．12．η≡1（mod∫）ならば，X（η）＝1が成り立つ。

定理2．13．G．G．D．（η，∫）＝1ならば，X（η）ψ（∫）＝1が成り立つ。

定理2．14．

　　　　　　　　　　　　　亭州一／1（∫）：1；㌫　　（1・1）

が成り立つ。但し，和の取り方については，ηは∫を法とする代表系を動く。

定義2．9．∫，∫！∈Nで∫！一∫とする。X！は∫！を法とするDirich1et指標とする。

　　　　　　　　　　　　　G．C，D．（η，∫）＝1ならば，X（η）＝X’（n）　　　　　　　　（2．32）

が成り立つときに，xは∫’を法として定義されるという。

定義2．10（Xの導手）．Xは∫を法とするDirich1et指標とする。このとき・，

　　　　　　　　　　　∫x＝min｛∫’：Xはプ’を法として定義される。｝　　　　　　　　（2．33）

と定義する。∫xをxの導手と呼ぶ。導手の定義により∫x　l∫が成り立つ。

定義2．11（原始的指標，指標の偶奇，共役指標）．Xは∫を法とするDirich1et指標とする。∫x＝∫

が成り立つときに，Xは原始的であるという。λ（一1）二1が成り立つときにλは偶指標であ

るという。X（＿1）＝＿1が成り立つときにXは奇指標であるという。全てのη∈Zについて，

叉（η）＝x（η）と定めて，叉をxの共役な指標と呼ぶ。存ニムである。

定義2．12（Dirich1etのL関数）．Xが∫を法とするDirich1et指標であるとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　工（・，・）一三字　　　　（・．・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1

と定義して，工（5，X）を指標X付きのDirich1etのL関数と呼ぶ。この関数は，8∈Cの関数とし

て睨（8）＞ユでコンパクトー様に絶対収東する。従ってこの領域で正則である。

　Dirich1etのL関数は，Hurwitzのゼータ関数を用いた表示を持つ。

定理2．15．Xは∫を法とする原始的なDirich1et指標とする。このとき，睨（8）＞1の範囲で，

　　　　　　　　　　　　　　～）一六ξ・（η）小1）　　（1・・）

が成り立つ。しかし，Hurwitzのゼータ関数の解析接続により，この表示からDirich1etのL関数

の解析接続も得る。解析接続により，Dirich1etのL関数は整関数である。
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3　多重ゼータ関数の歴史

　本節の内容については，参考文献141，［51，［151，［161，［171，［181，［191，［26］の内容を参照した。

3．1　Eulerの2重和と多重ゼータ値

定義3．1（Eu1erの2重和，1775）．α，6∈N，6≧2に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　ζ・（α，6）＝果剛・丁烹、商・　　（3・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m〈肌

をEu1erの2重和と呼ぶが，この2重和について最初に論文として発表したのはEu1erである。こ

の無限級数は絶対収束する。

定理3．1（Euユer）．η∈N〉3に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ（η）一Σζ・（η一ん，ん）　　　　　　（3・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん二2

が成り立つ。

側3．1（η＝3の場合）．（3．2）でη＝3を適用すれば，

　　　　　　　　　　　OO　　　OO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O0
　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　ξ看・（舳）・＝ζ・（1，2）＝ζ（3）＝シ　　　（3・3）

を得る。

　後にα，6を複素変数として見て，解析接続をしたのはAtkinsonが最初である。より一般に多重

化したものがある。

定義3．2（多重ゼータ値）．r∈Nとする。rを深さと呼ぶ。んゴ∈N（ゴニ・1，2，．．．，r）かつん1≧2

のとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ζ（ん・，ん・，，た・）一ΣΣ　た、ん、　　、、，　　（34）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　m、＞m、＞．．．＞m、＞1m1m2×…×m・

　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝た1＋ん2＋…十ん、　　　　　　　　　（3．5）

と定義する。んを重さと呼び，ζ（ん1，ん2，、＿，た、）を深さがザで重さがんの多重ゼータ値と呼ぶ。
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　多重ゼータ値については［51＊1などを参照した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　ζ（・，α）一ΣΣm、、。一ζ・（α，・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦m＜n

から，この多重ゼータ値がEu1erの2重和の一般化にもなっていることがわかる。

（3，6）

3．2　1変数の多重ゼータ関数

　20世紀初頭，Bames，Me11inらによって多重ゼータ関数の解析的研究が始まる。多重ゼータ関

数の歴史，解析接続，解析的性質などについて詳しくは，参考文献［4］，［15］，［16］，117］，［181，［エ91，

［241，［251，［261などを参照した。

定義3．3（Barnesのグ重ゼータ関数）．γ∈Nとする。α，ω1，ω2，＿，ω、∈Cを媒介変数として，

8∈Cを主変数として，

・小……川一 i｝←・一→　（・・）
　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　　　OO　　　　　　　OO
　　　　　　　　　　　　　　一ΣΣ…Σ（α十ω・m・十ω・m・十…十岬。）一5（3．8）

　　　　　　　　　　　　　　　η■1二0γπ2＝O　　　　γnr＝0

と定義する。これをBamesのr重ゼータ関数と呼ぶ。

　但し上述において，HΣのπは，ΣmΣηをΣmとΣれの積として考えた場合の総積記号で

ある。従って，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　IΣ一Σ…Σ　　　　　　　（3・9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1γπん　　　η可1　　　ηユr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σがr個

となる。

　Barnesの多重ゼータ関数は，媒介変数も主変数も複素数（つまり連続的に変化する値）である。

その点で解析的な研究の対象となり得ることがわかる。更に，和は多重であるが，主変数8は1つ

であることも特徴である。

3．3　多変数の多重ゼータ関数

　和の多重化と，変数の多変数化を両方施したものも考えられる。

中1この参考文献はWEB上から入手可能です。http：／／gcoe－mijp／にアクセスして，『出版物』→『MIレクチャー

　ノート』→『2010』→『Vo1．23』と進めば，無料でダウンロードすることができます。（平成23年12月現在）
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定義3．4（Eu1er－Zagier型の多変数多重ゼータ関数）．

　　　ζEZ，、（・1，・2，…，8、一！，・、）

一（虻）官（き一ジ　　　　（・1・）
　　　　　OO　　　　OO　　　　　　　OO

　　　一ΣΣ…Σm－81（m・十m・）一82・…・（m・十m・十…・m。）一8「　（3・ll）

　　　　η¶1＝1ητ2＝1　　　η1r＝！

　EZ型の多重ゼータ関数は，前述のEu1erの2重和と，多重ゼータ値を含んだ一般化である。

定義3．5（Mord－e11－Tomheim型の多変数多重ゼータ関数（原型は［22］，［31］で与えられている。））．

　ζMT，、（・・，・。，…，・、一・，・、，・、十・）

一（｝（パトド　　　（ふ1・）
　　　OO　　　　OO　　　　　　　OO

　　一ΣΣ…Σm－51m；82・…・ぺr1m78・（m・十m・十…十m。）一8「十1（3・13）
　　　ηユ1＝1η勿＝1　　　η7r＝1

Σの個数はr個だが，変数8の個数はr＋1であることに注意して頂きたい。

定義3．6（Aposto1－Vu型の多変数多重ゼータ関数（原型は［21で与えられている。））．

　　　　ζAV，、（・・，・・，…，・、一・，・、，・、十・）

　　　　一（茸茗）／ψシト・・一）ヅ　（・1・）

　　　　　oo　　　　　　　oo
　　　　一Σ…Σm－81（m・十肌・）■82・…・（m・十m・十…十m。一・十m。）一8「

　　　　　m1　　mr＝1
　　　　　　　　　　　・（・m・十（ト1）m。十…十2m、一。十m、）’8「十’　　　　（3．15）

　　　　一　Σ…Σ　m－81河82・…・ぺ1』1パ・
　　　　　1≦m1＜m2＜…くmr＿1＜mr

　　　　　　　　　　　　　　　　×（m1＋m2＋…十m、＿1＋m、）一5「十1　　　　　　（3．16）

MT型と同様に変数の個数の方が1つ多いことに注意して頂きたい。AV型はMT型の部分和に

なっている。

定義3．7（Witten型の多変数多重ゼータ関数）．Witten型の多変数多重ゼータ関数については［8］，
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［9］，［10］，［11］，［12］などを参照した。深さ2の場合の具体例を以下にいくつか挙げる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　◎o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　／・！（・・，・・，・・，λ・）＝茗看が炉（・・η）萌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　◎o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　／“・（・・，・・，・・，3・）＝ξ看が榊（・舳）一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇〇　　　〇0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　／・！（・・，・・，・・，q）＝～レ・伸（。・・η）的

ζW，・（・・，・・，・・，・・，・・，・・；G・）

　　oo　　　oo
　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝ξ看榊（舳）鞠（…η）一（…η）耽（・…η）的

（3．17）

（3，18）

（3．19）

（3．20）

となる。もっと一般化（級数の一般項の分子も一般化）したものが定義されているが，ここでは省

略する。深さ2の場合，λ2のゼータはMT型のゼータに一致している。
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4　Mellin変換と畳み込み型積分

本節の証明では，金光滋一谷川好男一吉元日己［7］の手法を応用する。

4．1　Mellin変換とゼータ関数

定義4．1（Me11in変換）．変数”の関数プ（”）は，少なくとも殆ど全ての”∈（0，十〇〇）に対しては

定義されているとする。この∫（”）に対して，

（〃（∫））（・）一
Yが一！∫（・）・・

（4．1）

と定義する。但し，（4．1）の右辺が存在するような5∈Cに対してのみ定義する。簡便のために，

（〃（∫））（3）を単に〃∫（3）と表すことにする。以上により定められる，3の関数〃∫（8）を，関数

∫（”）のMenin変換と呼ぶ。積分の線型性から，〃：∫→〃∫はC一線型作用素である。

定義4．2（Lerchの2変数ゼータ関数）．8∈C，θ∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　舳（一、蝉。。ギ）一汗，　（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　2π舳
　　　　　　　　　　　／・（・州一Σθ、、　　　　　　（…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1

と定義する。（4．2）の右辺は睨（5）＞1で絶対収束，θ∈R＼Zのときは，8＝1で条件収束する。

よってこのときζL（1，θ）の値は一意に定まる。例えば，

・（1；1）一一1…
（4．4）

が成り立つ。

定義4．3（Eu1er－Zagier型の2変数2重ゼータ関数）．睨（52）〉1，況（81＋82）〉2を満たす

（51，82）∈C2に対して，

　　　　　　　◎o　　oo　　　　　　　　　　　　　　1
ζ・・1（・・，・・）｛看剛・・肌）一　　　（45）

と定義する。右辺の無限級数はこの領域で絶対収束する。

定義4．4（Morde11－Tomheim－Lerch型）．況（81＋83）＞1，況（82＋83）＞1，況（81＋82＋83）＞2

を満たす（8ユ，82，83）∈C3と，θユ，θ2∈Rに対一して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。。。。e2πづθ・me2π1θ・η
　　　　　　　　　　／岬（・・舳，θ・，θ・）＝茗看榊（出）艶　　（46）
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と定義する。右辺の無限級数はこの領域で絶対収束する。θ1＝θ2二〇の場合は通常のMT型ゼー

タである。

4．2　本論文の主結果

主結果4．1．m∈N≧2，αゴ∈C，睨（αゴ）＞0（ゴ＝1，2）かつ，θ1，θ2∈Rとする。このとき，

　　ζMT，2（α1，1，m＋α2；θ1＋θ2，θ2）一ζMT，2（m＋α2，1，α1；θ1，θ2）

　　十ζMT，2（α2，1，m＋α！；θ1＋θ2，θ1）一ζMT，2（m＋α1，1，α2；θ2，θ1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1
　　　－m・ζ・（㎞十1＋α・・α・；θ・十θ・）一Σζ・（ゴ十1＋α・；θ・）ζ・（m一ゴ十α・；θ・）（4・7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝0

が成り立つ。

証明．N∈N，θ∈R，α∈C，況（α）＞0を媒介変数，”∈（0，十〇〇）を独立変数（主変数）として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　2π柵
　　　　　　　　　　　　　　　　・かθ（・）一Σeん、ゼん”　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1

とおく。更に，

　　　　　　　　　　　1（・）一スズ（州・サ（・）軌）的　　（・・）

とおく。8ユm∈N〉2のとき，2項定理により，

（・・パー用）一㌧
?i∵）・・（｛ （4．10）

が成り立つ。但し，ここで（芸）は2項係数である。よって，

昨1（・）一
Xズ（言（∵）小■榊）榊）的

　　　　　　一言（㌃’）（ズ〃一WW）（ズ・（叶・中（1）・1）

　　　　　　一着（㌃1）〃中（1・・）〃畔（・一1）　　　（・11）
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が成り立つ。ここで，Me11in変換の部分を考えると，

舛θ（・）一ズが一1砂θ（・）・・

　　　　　一スー（き苧→曲

　　　　　一洋ズ（㌔

　w。・舳1
一Σん、雇・（・）

　ん＝1

＝F（・）ζL（・十α，θ，W） （4．12）

であるから，∫（m）は，

州一1（・）一
ｾ（∵）・（1・1）舳・1・岬〃）叶1）・（・一｛い）

　　　　　　　　m－1　　　　　　一ξ、1（←1｛！、）1州・1・軌〃）（・一・一1）1・（・一・・吻川

　　　　　　　　　　　　m－1
　　　　　　一（m－1）！Σζ・（ゴ十1・α・，θ・，N）ζ・（m一ゴ十α・，θ・，W）　　　（・・13）

　　　　　　　　　　　　ゴ＝O

と変形できる。故に，

　　　　　　　　　　　　　　m－1　　　　　　　　（≠空1），㌻（・・1・州・（・一・・軌・）　（・1・）

となる。改めて8∈C，況（8）＝σ〉1を複素変数と見て，（4．9）で，積分変数の変数変換”十μ＝z

を行うと，

　　　　　　　　　∫（・）一ズ（ズ（…）一1炉（・）畔（・）小・

　　　　　　　　　　　　一ズ（ズダ’中い）畔（1）由）・1

　　　　　　　　　　　　一ズ（∫ダ1中（リ）畔（リ）・・）・・

　　　　　　　　　　　　一ズデー・（μ趾（リ）軌）・1）由　　（…）

となる。ここで∫（8）は，変数zの関数∬F公θ1（z＿g）F機θ2（リ）dリのMe11in変換になっている。
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まず，畳み込み型の積分∬F㌫1θ1（z＿μ）F必θ2（μ）φの部分を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　W。・π舳　　　N。・π舳
　　　ぜ一θ工（・一μ）・幾，θ2（μ）一Σん、11■ん（2一μ）Σん、、ゼ物

　　　　　　　　　　　　　　　烏＝1　　　　　　　　　　　　ん：1

　　　　　　　　　　　　　　一虻θ2等θ2ん・サ1）・

　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1ん＝1

　　　　　　　　　　　　　　一蝋1・（・）・泣2等θ2ん・サ1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝ズ1

なので，これを∬…dgで積分すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　MN。・π舳。・π舳ε一ん・。（た一ん）・＿1　　宕　ノ：　　　F㌫，θ1（・一9）F幾，θ2（9）曲一・F雌はθ2（・）十ΣΣ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（トん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んα1んα2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝！ん二1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馬≠ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　N2π1θ。ん2π1θ。ん一ん。　一ん。
　　　　　　　　　　　　　　　一・・納θ2（・）・ΣΣeた、、芸、、≒三芸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝r1

となるから，（4．17）の右辺最後の2重和Σ1Σの部分？Meuin変換だけを考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　WNθ・π舳ε・π舳。一ん・
　　　　　　　　　　　　　　・・一ΣΣん、1ん、、トハ

　　　　　　　　　　　　　　　　｝r1

　　　　　　　　　　　　　　　　　NNθ・π舳ε・π舳＿θ一た・
　　　　　　　　　　　　　　・・一ΣΣん、、ん、、ん一ん

　　　　　　　　　　　　　　　　｝r1

とおく。すると，

（4．16）

1（・）一刈㌫θ・（…）・ズダ1・…十・一1・…

（4，17）

（4．18）

（4．19）

（4．20）

がいえる。まず31から，

スイ苧11イチlllスー
　wwθ・π舳。・π舳1
＝聖炉・1一・ト1）戸「（・）

　　た≠ん

　　　WN。・π舳。・π舳
＝F（8）求^一工1・・一・（1－1）　（4・21）

　　　　た≠ん
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と変形できる。さて，ここで，

‡一‡一ξ（暑・烹）一ξ言・食言

　　　　　　た≠ん　　　　ん都

と有限和を分割する（空知の値はOであると考える）と，

　　　　　　　N－1W一ん　2π｛θ。た2π｛θ。ん
　　　　　　　看看蒜・1；（トん）

（1＝た一ん） （1＝ん一た）

　　（1＝トん）

N■1N一ん B・π1θ・（用）。・π1θ・ん

＝看喜（用）ψ・剛

　N－1N’んε・π舳。・π1θ1（州）

＝喜喜肘αり1（用）一

N－1N B・π舳。・π1θ・（ん・1）W■1N　。・π舳。・π〃・（ん・1）

＝晶／州（用）一・’喜王＝ξ十、炉・一り1（用）一・

（4．22）

である。（4，23）の右辺最後の2重和ΣΣの項は，

　　　　N’1　N　θ・π舳。・π1θ・（ん十！）　N’1W
　　　　　ΣΣん・・一。Z（ん十Z）一ユ・ΣΣ
　　　　　ん＝1～＝jV＿ん斗1　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1j＝jV＿ん十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jV－1　　jV

θ2π4θ・んe2πづθ・（用）

　　　　　　　　ん8＋α・1（ん十1）α・

　　　　　　　　　　　　1＝看、、ξ十、1一・舳1（用）1（一）

（4，23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　jV　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ΣΣ扁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん「1j＝W一片十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦Σ÷w．壬十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　《　　1・gW→O　　　　　　　（424）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nσ一ユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（σ＞1を固定して，N→十○oのとき）

と評価できる。この評価は参考文献［71を参考にした。全く同様に，

　　　＃ん箒；1讐）一貞宗；箒；）・・（等斗）（…）

　　　　　（1＝トん）

という評価も得られて，81のMeuin変換の評価が出来た。32のMe11in変換の評価については，

81の場合の，α1とα2を，θ1とθ2を，それぞれ交換したものに他ならない。従って，況（5）＝σ〉1
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を固定して，w→十○oのとき，

　∫（・）

　一＝8・ζL（8＋1＋α1＋α2；θ1＋θ2；ノV）
　F（・）

　　　　十ζMT，2（8＋α2，1，α1；θ1，θ2；W）一ζMT，2（α1，1，8＋α2；θ1＋θ2，θ2；W）

　　　　十ζMT，2（3＋α1，1，α2；θ2，θ1；」V）一ζMT，2（α2，1，5＋α1；θ1＋θ2，θ1；jV）十〇（1）

が成り立つ。5＝m∈N〉2として，W→十○oとすれば，（4．14）と（4．26）により，

　　ζMT，2（α1，1，m＋α2；θ1＋θ2，θ2）一ζMT，2（m＋α2，1，α1；θ1，θ2）

　　十ζMT，2（α2，1，m＋αユ；θ1＋θ2，θ工）一ζMT，2（m＋α1，1，α2；θ2，θ1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1
　　－m・ζ・（m＋1＋α・・α・；θ・十θ・）一Σζ・（ゴ十1＋α・；θ・）ζ・（m一ゴ十α・；θ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝O

が成り立つ。これで主結果の証明が終わる。

（4．26）

（4．27）

　口

4．3　主結果から得られる系

系4．1．η∈N＞3に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　η一1／・・，・（η，1，1）一宇／（η・・）一1Σ／（・・1）／（η・11）

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

（4．28）

が成り立つ。

証明．α1＝α2＝1，θ1＝θ2＝0を適用すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1／岬（・・1，・，・）一／…（・，1，・・1）一等／（…）・；Σ／（1・・）／（・一1・・）（・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝O

となる。一方で，

　　　　　　　　　OO　　O0　　　　　　　　　　　　　　　1
ζ肌・（1，1，・十1）＝ ｻ舳（1・1）…

　　　　　　　　　OO　　OO　　　　　　　　　　　　　　ん十ん　　　　　　　　＝幕舳（1・1）…

　　　　　　　　　o。。。　　ん　　　o。◎。　　ん
　　　　　　　　＝晶舳（／・1）…十黒舳（1・／）…

　　　　　　　　　OO　　OO　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　O0　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　＝幕1（／・1）…十器1（1・1）…

＝2ζ・・，・（1，m＋2） （4．30）
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が成り立つ。（4．30）を（4．29）に適用すれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　1ζ・・，・（m・1，1，1）一・ζ・・，・（1，m・・）一ζ（m・・）・ラΣζ（プ十・）ζ（m一ゴ・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝0

を得る。

補題4．1（［7］を参照）．m∈N≧2に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－2
　　　　　　　　　　2ζ・・，・（1，m）一mζ（m＋1）一Σζ（ゴ十1）ζ（m一プ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

が成り立つ。但し，空知の値はOとする。

　この補題を（4．31）に適用すれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　／・・，・（・・1，1，1）一宇／（…）一1Σ／（・・1）／（…一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

となるので，m＋1＝ηとおけば系の主張が得られる。（証明終）

4－4　主結果とその系から得られる具体例

　η＝3，4，5，6，7を適用した結果を以下に挙げておく。

例4．1（肌＝3，4，5，6，7の場合）．

　　　　　　　　ζMT，2（3，1，1）＝3ζ（5）一ζ（2）ζ（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　7　　　　　　　　　1
　　　　　　　　ζMT，2（4，1，1）＝一ζ（6）一ζ（2）ζ（4）一一ζ（3）ζ（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2
　　　　　　　　ζMT，2（5，1，1）＝4ζ（7）一ζ（2）ζ（5）一ζ（3）ζ（4），

　　　　　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　ζ．MT，2（6，1，1）二一ζ一（8）一ζ一（2）ζ（6）一ζ（3）ζ一（5）一一ζ（4）ζ（4），

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　ζMT，2（7，1，1）＝5ζ（9）一ζ一（2）ζ（7）一ζ（3）ζ（6）一ζ（4）ζ（5）

（4．3ユ）

（4．32）

（4．33）

　　口

（4．34）

（4．35）

（4．36）

（4．37）

（4．38）
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5　無限級数の分割と積分表示

　本節の証明では，D．B．Zagier一中村隆（［41，E241など）の手法を応用する。

5．1Wittenのゼータ関数

　繰り返しになるが，必要のため定義から始める。

定義5．1（Morde11－Tomheim型）．8ゴ∈C（ゴ＝1，2，3）が況（81＋83）＞1，睨（52＋83）＞1，況（81＋

82＋83）＞2を満たしていれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　　O0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　ζ・…（W・）＝ξト・炉（。・肌）的　　（5・1）

であった。

　更に新しい多変数多重ゼータ関数を定義する。以下，α，う，C∈Zに対して，α三6（C）と書いた

ら，これはα三6（mod－c）の意味である。c　lα一6とも同じ意味である。

定義5．2（Witten型の4変数2重ゼータ関数），8ゴ∈C（プ＝1，2，3，4）が次の3つの条件，

　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　況（・1＋・3＋・4）＞1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　況（・2＋・3＋84）＞1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　睨（・・十・・十・3＋・4）＞2

を全て満たしているとする。このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　　O0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ζ・，・（・・，W・）＝看看が州。州。・・。）ぺ　（5・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　oo　　　　　　　　伽・，・・，・・，・・）一乗榊伸（、÷（肌十。、）一　（・刈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m…1（2）

と定義する。

実はζMT，2はWitten型の一種であるから，上述の3つの関数は全てWitten型の多変数多重

ゼータの枠組みの範躊に在る。上述の3つの関数たちの間には次の関係式が成り立つ。

補題5．1．s虹guユarityを除く全ての（81，52，83）∈C3について，

　　　　　　　ζw，2（・1，・、，0，・。）一ζ持〉、（・1，・2，0，・。）十2＋・・ζ。。，、（・11・、，・、）　　（5．5）

が成り立つ。

24



証明．況（51＋83）＞1，況（82＋83）＞1，況（81＋82＋53）＞2であれば，

　　　　　　　　　　　　　　　◎O　　O0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　ζ・・（・・，・・，0，・・）＝ξ看榊（…η）鞠

　　　　　　　　　　　　　一（箒・箒ト・卯

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　　OO　　　　　　　　　　　　　一晩（・・，・・，・，・・）・晶（。、一、。。、）一

　　　　　　　　　　　　　一ζ篤〉、（・。，・。，0，・、）十2一・・一・・ζ。。，。（・1，・。，・3）　　　（5．6）

という関数関係式が成り立つ。しかし，複素関数論の解析接続と一致の定理により，（5．6）は

singu1arityを除く全ての（81，52，83）∈C3で成り立つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　補題と書いたのは，後で系を示すときに用いるからである。

定義5．3．”，μ∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　”V　g＝max｛”，μ｝　　　　　　　　　　　　　　　　（5．7）

と定義する。

定義5．4（Gauss記号）．”∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　　　同＝maxZ≦棚＝max｛n∈Z：η≦”｝　　　　　　　　　　　（5．8）

と定義する。L”」を”のGau・・記号と呼ぶ場合がある。L”」は”を超えない最大の整数である。

定義5．5（一般2項係数）．8∈C，η∈Nに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　（1）一1，　　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　（1）一÷小一／・1）　　（…）

と定義して，これを一般2項係数と呼ぶ。8，肌∈Zで5≧η≧0のときは，通常の2項係数に一

致する。η∈Z≧oを任意に選んで固定すれば，（二）は変数8∈Cの（有理数係数で最高次係数が1

の）n次多項式関数である。
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5．2　本論文の主結果

主結果5．1．任意に選んだα，6∈Nを固定すれば，特異点を除く，全ての8∈Cに対して，次の関

数関係式

　ζw，2（α，8，0，う）十（一1）α十bζw，2（6，8，0，α）十（一1）α28ζMT，2（α，6，5）

　　　十1）α・卜bζ緑2（α，6，0，・）十1）α・卜αζ矧、（6，α，0，・）

　　　　　　　　し苧」
一缶』暮／α（二）・州判・・），い一・ゾ・）l／（・・）い・1一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．11）

が成り立つ。

証明．

定義5．6．以下，本論文では，z，ω∈C，z≠0に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　zω＝exp（ω・10g　z），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1・g・：1・1＋ガ・・g（・），　　　　　　　　（5，13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一π＜・・g（・）≦π　　　　　　　　　　（5．14）

が成り立つように複素数zの偏角arg（z）を選ぶ。

定義5．7．α，う∈N，5∈C，況（8）＞1に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　3（1刈一ΣΣ。α、・（。。。、）・　　　（5・15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m，η∈Z＼｛O｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＋2η≠O

とおく。

　（5．15）の絶対収束性については後述することにして，無限和を公害」する。m，η∈Nの部分を考

えると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　ξξ州…1）・＝ζW（1，8，O，6）　　（5・16）

となることはζw，2の定義からわかる。m，η∈Z＜oである部分は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　ξ喜榊（…1）・＝（一1）十卜bζ・・（α，州

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ゼπ｛（8＋α十わ）ζw，。（α，・，O，6）　　　（5．17）
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となる。mく0，η＞0，m＋2η＜0の部分は，

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　看。呂州…η）1＝看。ξ（一・）αが（一…η）・

　　　　　　　　η¶→一2η＜0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿η¶→＿2γL＜0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）一α一石。ξ州・一・η）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－2η＞O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）’α一bζw，2（6，5，0，α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）α十bζw，2（6，8，0，α）

となる。m＞0，η＜0，m＋2n＞Oの部分は，

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ξ呂州…η）・＝ξ。ξ・α（一η）・（・一・η）・

　　　　　　　　γn→一2η〉O　　　　　　　　　　　　　　　　　　η7－2n＞O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）■5ζw，2（6，8，0，α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝e一π㌣w，2（6，8，0，α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・一π｛（5＋α十b）（一1）α十6ζw，。（6，・，0，α）

となる。m＜0，η＞0，m＋2η＞0の部分は，

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　ξ。ξ州…η）・：ξ。ξ（一・）αが（一…1）・

　　　　　　　γn＋2η＞O　　　　　　　　　　　　　　　　　一ηT＋2n＞0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　斗1）一αξ。ξ州一…η）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一m＋2n＞0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　00　　00　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）α黒。α（守）・1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γπ十ん…0（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）α㌔1喜州・・1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m…ん（2）

（5．18）

（5，19）

（5．20）
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となる。m＞0，η＜0，m＋2η＜0の部分は，

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　ξξ州…η）・＝ξξ州一・）・（・一・η）・

　　　　　γπ十2η＜O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γπ一2n＜0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（’1）十わξξ榊（一…η）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一m＋2η＞O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　O0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ゼψ十b）ξξ榊（午）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γn＋ん…O（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　　◎0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　：・■柵6）（一1）α唱喜舳・（・・1）・（5・21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m…ん（2）

となる。分割した各無限級数が絶対収束していることから，（5．15）も絶対収束していることがわか

り，和の順序交換が正当化される。Σ：m…た（2）について考えると，

　　　　　　　　CX⊃　　　OO　　　　　　　CX⊃　　　CX⊃　　　　　　OO　　　　OO　　　　　　　CC　　　　CX⊃

　　　　　　　　ΣΣ一ΣΣ一ΣΣ一ΣΣ一ΣΣ一ΣΣ　　（5…）
　　　　　　　　γπ＝1た＝1　　　γπ＝1た＝＝1　　γn；1た＝1　　　Tη＝1ん＝1　　η7…1（2）　　　η¶≡O（2）

　　　　　　　　m…ん（2）　　　　m卦（2）　　　　た…O（2）　に1（2）

と分解できるので，

　　　　OO　　O0　　　　　　　　　　　1　　　　看喜舳・（m・ん）・

m≡た（2）

　　　　　　　　　OO　　OO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　O0
　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1
＝／岬（小）’ 父ﾕ）・（…1）・一幕／・（・・）α（1・・肌）・

　　　　　　　　　　　　　m…1（2）　　　　　　　　　た…1（2）
　　　　一ζ・・，。（α，う，・）一・一側、（α，1，0，・）一・一αζ緑2（6，α，O，・）

が成り立つ。ここで，8＋α十6が奇数でなければ，1＋ゼπ（8＋α十6）≠Oであって，

　　　1、普黒十、）一／・・（1川・（一1）㌣・・（舳1）・（一・）αヂ／岬（叫へ・）

　　　　　　　　　　　十1）1・8－bζ緑、（α，6，・，・）十・）α・8■α端、（6，α，・，・）

が成り立つ。これで（5．11）の左辺が出た。次に，（5．15）の積分表示を考える。

補題5．2．η∈Zに対して，

　　　　　　　　　　　ト曲一い1機とき）

が成り立つ。
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補題により，

　　　　　　　　　　　　　13（α，・，6）一ΣΣ榊（。十。、）・

　　　　　m，η∈Z＼｛O｝

　　　　　　m＋2几≠O

　　　　一べ㌣劣一

　　　　一㍗イ峠’箏■

㍗十∴ぎ㌻■ （5．26）

と，ここまでは変形できる。しかし，α＝1または6＝1の可能性があるので，単純には和と積分

を交換できない。1imと∫の交換については，参考文献［3］，［23］，［271，［281．1291，［301などを参照

した。

定義5．8（Bemou11i数）．次のMac1aurin級数展開式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　、士≒1一Σ等1一　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η二〇

を満たす有理数BηをBernou11i数と呼ぶ。

定義5．9（Bemou11i多項式）．次の，媒介変数”を含むMac1aurin級数展開式

　　　　　　　　　　　　　　　　、1字1一三B件　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η；0

を満たす”の（有理数係数で最高次係数が1の）η次多項式Bη（”）をBemou11i多項式と呼ぶ。

補題5．3（［1ユ，［4］，［24］などを参照）．”∈（0，1）でコンパクトー様に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　．　　　θ2π伽
　　　　　　　　　　　　　・・（・）一一扁。蛛。。Σん　　　　（…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん識｝

が成り立つ。このとき，右辺の無限級数は条件収束する。
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補題5．4（111，［41，［24］などを参照）．α∈N≧2を任意に選んで固定すると，”∈［0，1］で一様に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α！　　　e2π伽
　　　　　　　　　　　　　　Bα（・）1。、、）αΣんα　　　　（530）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た∈Z＼｛0｝

が成り立つ。このと．き，右辺の無限級数は絶対収束する。

補題5．5．8∈C，況（5）＞1を任意に選んで固定すると，ω∈［0，1］で一様に

ふ｝÷（一汁・ぺ÷ゆ）・小一・））（・・1）

は絶対収束する。これは優級数として取れるRiemamのゼータ関数の性質に依る。

　これらの補題により，

　　　　　　　斗｝㌣訂㌻■

　　　　　　　一ふト㌧箒斗÷）

　　　　　　　一（2青百十b∫1岬・（・）Σθ幕㍉　　　（・測

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z＼｛O｝

と変形できる。故に，

　　　　　　　　W）一（一1）・（2苧∫1叫帥Σ竿曲　（・測
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η∈Z＼｛O｝

が成り立つ。

補題5．6（［1］，［24］などを参照）．α，6∈Nのとき，π∈［O，1］で，

　　　　　　　　　1半」

叫）昨
驕^α（二）・州助1辛1呼）十｝）柚（…）

が成り立つ。

　よって，

　　　　∫1帥）・・（・）Σ争

　　　　　　　　　　　η∈Z＼｛O｝

　　　　　L苧」
　　　　一暮／α（二）・州α。字1・、は叫｝→㌧（／・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’。。



がいえる。有界区間上の多項式関数は有界なので，無限級数は一様に絶対収束していて，

　　　　　∫1Σ臥・半㎞・一Σ÷∫1町・ト・ル）州ぺ・…）
　　　　　　　η∈Z＼｛O｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η∈Z＼｛O｝

となる。再び，（5，29）と（5．30）を使えば，（コンパクト）一様に収束しているから積分と和の交換

ができて，

　　　　　　　　　1　　　　　　　　∠　　　　　　　　　　B、十わ＿2ゴ（”）e4π｛ηπd”

　　　　　　　　　　さギ；！、坤。。Σ炉十1．。、／1・…（舳・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た∈Z＼｛O｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1た1≦K

　　　　　　　　　　（α十ト2ゴ）！　　！

　　　　　　　　　　（2π4）α十b－2ゴ（一2η）α十ト2ゴ

　　　　　　　　　　（一1）α十あ（α十ト2ゴ）！　1
　　　　　　　　＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（537）　　　　　　　　　　2α十ト2ゴ（2π1）α十ト2ゴηα十b－2ゴ

となる。従って，

　　　　　、、牡2プΣ÷∠1町1一・1（・）抑・・

　　　　　　　　　　η∈Z＼｛O｝

　　　　　一一…（芋；1隻蒜毒1）一Σべ．。、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η∈Z＼｛O｝

　　　　　　　　　（一1）α十b（α十ト2卜1）！
　　　　　＝一B・。　　　　　（1＋（一1）■8＋b＋23）ζ（・十α十6－23）
　　　　　　　　　　2α十b－2伽）α十∵ゴ

　　　　　一一・・フ（≒崇蒜≒1）一（1・｛・・））／（・・α・・一・・）（・…）

である。

補題5．7（［11，［241などを参照）．ゴ∈Z≧oに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ゴ）！
　　　　　　　　　　　　　　　　B23＝。＿2　　　　ζ（2フ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（539）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2π1）2ゴ

が成り立つ。

　最後にこの補題を用いれば，8＋α十うが奇数でないとき，

（1・ゼ柚・1））一1・（1，・，・）

　　　　　　　　L苧」
一嘉・看／α（二）・州・幻（・・），⑫・・一・・一1）一／（・・）／叶α・1一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．40）
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が成り立つ。（5．24）と（5．40）により，8＋α十6が奇数でなければ，

　ζw，2（α，5，0，6）十（一1）α斗6ζw，2（6，5，0，α）十（一1）α28ζMT，2（α，6，8）

　　　一（一1）α・卜蛾、（α，1，・，・）一（一1）α・8一αζ娘、（う，α，・，・）

　　　　　　　　L半」
一品・看／α（二）・・（る）／卿（・・叶・・一1），／（・・）／・・α・ト・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．41）

が成り立つことがわかる。しかし8＋α十6が奇数になる8∈Cは離散的にしか存在しないため，

α，6∈Nを任意に選んで固定することで，複素関数論の解析接続と一致の定理により，（5．41）は特

異点を除く全ての5∈Cで成り立つことがわかる。これで主結果の証明が終わる。　　　　　　口

5．3　主結果から得られる系

系5．1．α∈2N－1に対して，

池ト
n≒≠四（∵1－1）／（・・）／（地一・・）

（5，42）

が成り立つ。

　Zhao［321によって，p，q，r，8∈Z≧oでp＋g＋r＋5（これは重さと呼ばれる）が奇数なら

ζw，2（ρ，g，グ，8）が，あるQ一係数のRiemannゼータ値ζ（肌）（η∈N≧2）の多項式で表すことができ

る，ということは示されている。上述の系は，具体的に明示的に有理数係数を決定しているという

点が新しい結果である。α十α十α十α＝2・2αは偶数なので，ζw，2（α，α，α，α）は重さが偶数であ

る。Huard，Wi11iams，Zhangらによって，重さが奇数のζMT，2（α，α，α）二ζw，2（α，α，α，0）の明示

公式は得られている。以下の証明の中で紹介する。

証明、

補題5．8（Huard，Wi11iams　and　Zha㎎，1996［6］）．α∈Nに対して，

／一昨1＋末1、ξ（肋；㍗。一1）／（・・）／（眈一・・）

が成り立つ。特に，α∈2N－1のときは，

　　　　　　　　　　　　　　　　　（α一1）／2
　　　　　　　　㎞叶一・看（㌃㍗1－1）／（・1）／（此一・1）

（5．43）

（5，44）

が成り立つ。

　この補題と（5．5）に注意して，（5．1ユ）において，α＝わ＝8∈2N＿1の場合を考えれば得られ

る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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5，4　主結果とその系から得られる具体例

　α＝1，3，5の場合の結果を以下に挙げる。

例5．1（α＝1，3，5の場合）．

　　　　　　　　　　　　　　　11
　　　　　．ζw，2（1，1，O，1）＝＿ζ（3），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．45）
　　　　　　　　　　　　　　　8
　　　　　　　　　　　　　　　2575　　　777
　　　　　　ζw，2（3，3，0，3）＝　　　ζ（9）＿＿ζ（2）ζ（7），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．46）
　　　　　　　　　　　　　　　64　　　　32
　　　　　　　　　　　　　　　2064573　　　　　　　573545　　　　　　　　　　81965
　　　　　　ζw，2（5，5，0，5）＝　　　　　ζ（15）一　　　　ζ（2）ζ（13）一　　　　ζ（4）ζ（11）　　　（5．47）
　　　　　　　　　　　　　　　　1024　　　　　　　　　　512　　　　　　　　　　　　　512
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6　解析接続とSingu1arityの明示

6．1　Me11in－Barnesの積分公式

　本節の証明の中心となる補題をまず述べる。

補題6．1（Menin－Bamesの積分公式）．8，λ∈C＼（＿oo，0］，睨（8）＞0かつ，c∈（＿睨（5），0）とす

る。このとき，

　　　　　　　　　　　　（1・λ）㌔夫人）F（8舟（・z）似　　　　（巳1）

が成り立つ。但し上述の積分は，z＝c＋批（τ∈R）とおけば，

　　　　　　　　　　　　　　人）…山一五其ズ・知　　（・・）

が成り立つという意味である。

　多重ゼータ関数を解析接続するために，このMe11in－Bamesの積分公式は大変有用である。参考

文献［151，［161．1171，［261などを参照した。

6．2　EZ型の部分和になっている，ある2変数2重ゼータ関数の解析接続

定義6．1．31，82∈Cに対して，σ1＝況（81），σ2。・。睨（82）とおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ1＋σ2＞ラ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2＞フ1

を満たす（81，82）∈C2（＝C×C）に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　oo　　　　　　　　　　　　　～　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　／・（・・，・・）＝看看が（・・η・）的　　　（6川

と定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎o　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　ζ（・・，・・トξ看が（・・几）一　　　（6・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηは平方数

と見れば，ζEZ，2（81，52）の部分和になっていることがわかる。

結果6．1．（81，82）∈C2が条件（6．3）を満たせば，（6．4）の右辺は絶対収束する。

証明．

　　　　　　　　　　　　　　・・ε・・i・／σ・・σ・一1，σ・一1／　　（σ・）
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を満たすεを1つ取る。次に，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　δ＝σ2一一一ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

とおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　δ＝σ2一一一ε
　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　・σ・一1一・i・／σ・・σ・一1，σ・一1／

　　　　　　　　　　　　＝max｛1＿σ1，0｝≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6，8）

が成り立つので，δ＞0である。更に，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　σ1＋δ＝σ1＋・σ2一一一ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　・の・σ・一1一・i・／の・σ・一1，σ・一1／

　　　　　　　　　　　　＝max｛1，σ1｝≧1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．9）

であるから，σ1＋δ＞1である。故に，

　　　　　　OO　　OO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　　◎0
　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　看看が・（舳・）一＝ξ看榊（舳・）一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇〇　　〇〇　　　　　　　　　　　　　　　　　一ΣΣm一一・（m・肌・）一δ（m・η・）一芸’ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1れ＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　0Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　≦ΣΣバσ1m一δ（η2）Tε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1η＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　00　　　　　　　　　　00　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　一Σmσ、十δΣ、。十。、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1　　　　　η＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ζ（σ1＋δ）・ζ（1＋2ε）＜十〇〇　　　　　　　　　　（6，10）

という評価が得られて，絶対収束していることがわかる。　　　　　　　　　　　　　　　　口

結果6．2（singularityの明示）．ζ2（81，82）は全C2一空間へ有理型接続ができて，このとき真の

Singu1a．rity年ま，

　　　　　　　　　　　　　　　　・1＋・2＝1，　　　　　　　　　　　（6．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　81＋・2＝一，　　　　　　　　　　　（6，12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　・。＝一一ん（∀ん∈N），　　　　　　　　（6，13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

が全てであり，他にはない。
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注意6．1．上述のような，一般項の分母が有限個の多項式（m＋ηやm＋2ηなど）の積であれば，

Me11in－Bamesの積分公式を用いて，C「一空間へ有理型関数として解析接続できることが，松本耕

二（名大数理）によって示されている［201。本論文ではsingu1arityを明示する。

証明．まず，況（82）＞芸を満たす82∈Cを任意に選んで固定する。このとき，＿況（82）＜＿占

が成り立つことに注意する。次に，c∈（＿況（82），＿圭）を任意に1つ取って固定する。最後に，

況（51）＞1＿況（82）＿cを満たす81∈Cを任意に選び固定する。ここで，∀m，η∈Nに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η2
　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝λ（m，η）＝一　　　　　　　　　（6・14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
と定める。すると，λ∈C＼（一一〇〇，0］を満たすので，Me11in－Bamesの積分公式により，各m，η∈N

で，

（1・等ゾー打）「（821（lll（一づ（芸）z・・

　　　　　　一れ）F（82吉（lll（一z）・柵

が成り立つ。（6．15）の両辺にm－51－82を掛けて，和Σ二罵＝1Σ二1を取ると，

章が（、÷、・）べ章人）F㌣（lll（→）｛一性

（6，15）

（6．16）

となる。和と積分の順1序交換を行うと，仮定より，況（81＋82＋z）＞1かつ況（＿2z）＞1なので，

　　　　　　ら（・・，・・）一。、、1（、、）人）・（・…）・（一・）／（・・・・…）／（一・・）・・（・…）

となる。ここで，被積分関数（1変数zの関数）のr（82＋z）r（＿z）ζ（8i＋82＋z）ζ（＿2z）を考える。

　　F（82＋z）の項は，z＝一82，一52－1，一82－2，一82－3，…がそれぞれ1位の極，　　（6．18）

　　F（一z）の項は，z＝0，1，2，3，4，…がそれぞれ1位の極，　　　　　　　　　　　　（6．19）

　　ζ（51＋82＋z）の項は，z＝1－81－82が1位の極，　　　　　　　　　　　　　（6．20）

　　　　　　　　　　　　　1
　　ζ（一2z）の項は，z＝一一が1位の極　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．21）
　　　　　　　　　　　　2

である。そして，これ以外の特異点は存在しない。ここで，∀ん∈Z〉oに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（一z＋ん十1）
　　　　　　　　　　　　　　　　r（一・）＝　　　　　　　　　　　　　（622）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πクー。（一・十ゴ）

が成り立つことに注意する。留数を計算する。z＝Oでの留数は，

　　　　　　　　Res　F（82＋z）F（＿z）ζ（81＋82＋z）ζ（＿2z）

　　　　　　　　z＝O
　　　　　　　　＝1im（・一0）F（・。十・）r（一・）ζ（・。十・。十・）ζ（一2・）

　　　　　　　　　z→O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（一・十0＋1）
　　　　　　　　＝・11m（z－0）F（82＋z）　　　　　　　ζ（81＋52＋z）ζ（一2z）
　　　　　　　　　・→o　　　　　　　　　－z＋0

　　　　　　　　　1
　　　　　　　　＝一r（・。）ζ（・。十・。）　　　　　　　　　　　　　（6・23）
　　　　　　　　　2
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である。ん∈N＝Z＞oとして，z＝んでの留数は，

　　　　　　　Res　F（52＋z）F（一z）ζ（81＋82＋z）ζ（一2z）

　　　　　　　z＝た
　　　　　　　　＝1im（z一ん）F（82＋z）r（一z）ζ（81＋82＋z）ζ（一2z）

　　　　　　　　　z→た
　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（一z＋ん斗1）
　　　　　　　　＝1m（z一ん）F（82＋2）　　　　　　　ζ（8！＋82＋z）ζ（一2z）
　　　　　　　　　・→1　　　π仁。（一・・ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　F（一z＋ん斗1）
　　　　　　　　＝11m　F（82＋z）　　　　　　　　ζ（81＋52＋z）ζ（一2z）
　　　　　　　　　・→た　　　　一π仁ま（一z＋ゴ）

　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．24）

である。これは，F（一z）の1位の極に対して，ζ（＿2z）の1位の零点が打ち消し合っているからで

ある。次に，z＝＿妾での留数は，

　　　　　　　　　R・sF（・。十・）r（一・）ζ（・。十・2＋・）ζ（一2・）

　　　　　　　　z＝＿■
　　　　　　　　　　2

寸圭（・・1）・（・…）・（一・）／（・・・・…）／（一・・）

一・
i・・一1川／（・・…一1）（一1）

一一
?i・・一1）／（・・…一1）

（6．25）

となる。∀R∈（0，十〇〇）に対して，

。、㍍）（／、）イ）卜・小）／㎞・的・帖）由

一、（1、）ll・（・・）／（・・…）一争（・・一1）／（・・…一1）／
（6．26）

となるので，従って，

ら（・・，・・）｛午妾）／（・・…一1）一1／（・・…）

　　　　　・。、、1（、2）／、）・（・…）・（一・）／（・・・・…）／（一・・）・・
（6．27）

が成り立つが，Rは任意に大きい正の実数を選べるので，（6．27）は，ζ2（81，52）のC2への有理型

的延長（有理型接続）を示している。（6．27）より，ζ2（81，82）の（真の）singu1arityは，

　　　　　　　　　　　　　　　　・。十・2＝1，　　　　　　　　　　　（6．28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　・1＋・。＝一，　　　　　　　　　　　（6．29）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　。2

　　　　　　　　　　　　　　　　・・一ゾん（∀ん∈N）1　　　　　（6・30）

が全てであり，他にはない。（証明終）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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結果6．3（零点）．（6．27）の表示から，

｛
82＝O，＿1，＿2，＿3，＿4，．。．

81＋82＝＿2，＿4，＿6，＿8，一10，．．

（6．31）

を満たす（81，82）がζ2（51，82）の零点になっていることがわかる。（これは自明な零点と呼んでも

よいのかもしれない。）

6．3　1変数複素関数としての極，極の位数，留数

　8二81＝82∈Cとすると，

ら（・，・）一ザ字（1）圭）／（・・一1ジl／（・・）

　　　　・、、、1（、）／月）・（…）・（一・）／（・…）／（一・・）・・
（6，32）

となる。ζ2（5，8）を1変数複素関数として見る。

定義6．2（レムニスケート周率ω）．

一一・
^1古・・一・・・…

（6．33）

と定義する。ωはレムニスケート”2＋μ2＝河の半周である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1r（圭）・F（去）
　　　　　　　　　　　　　　　　ω＝一　　　　　　　　　　　　　（634）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　F（葺）

が成り立つことが知られている。これらについては，［13］を参照した。ちなみに円周率7rは，単位

田”2＋ひ2＝1の半周であるから，

π一・ ﾚ1戸・・ （6．35）

を満たす。

結果6．4（ζ2（8，8）の極，極の位数，留数）．1変数複素関数ζ2（8，8）の特異点は全て1位の極であ

り，その全てを明示すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　8＝一，　　　　　　　　　　　　（6．36）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　・＝一，　　　　　　　　　　　　（6．37）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　・＝一一た（ん∈N），　　　　　　　　（6・38）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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で全てである。それぞれの極における留数は，

　　　　　　　　宵ら（・，・）一1／（1）一1，　　　　（…）

　　　　　　　　　　一　　仰r（圭）ω
　　　　　　　　Resζ2（8，8）＝＿　　　　　＝＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（640）
　　　　　　　　・一芸　　4r（葺）2’

　　　　　　　　　　　一　　　　　仰　ζ（曼一2ん）
　　　　　　　　　Res　ζ2（8，8）＝（＿1）た一1　　　　　　　　　　　　　　（ん∈N），　　　　　（641）
　　　　　　　　・斗ん　　　　2・（ん一1）！r（喜一ん）

である。

証明．r（8）の特異点は全て1位の極で，8二〇，＿1，＿2，＿3，＿4，＿であり，ある整関数五（5）が存

在して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　ζ（5）＝＿十五（8）　（∀8∈C＼｛1｝）　　　　　　　　　（6．42）
　　　　　　　　　　　　　　　　　5一五

が成り立つことが知られている。

砂，・一｛、1圭）／（1）叫一1）・G－1ジい坦G－1）／（・）

　　　　　　　　一1／（1）一1，　　　　　　（…）

　　妙同一手；ll；埠G一芸）／（ト圭）

　　　　　　　　　仰r（去）
　　　　　　　　＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（644）
　　　　　　　　　　4r（量）’

‡んら昨｛、（芸≒ん）！（・一・1－1）ぶんG一；・1）・G－1）

　　　　　　　　　　　　　　　仰　ζ（曼一2ん）
　　　　　　　　＝（一1）ト1　　　　　　　　　　　　　　　（645）
　　　　　　　　　　　　　2・（ト1）！r（ポん）

により，証明が終わる。　　　　　　I　　　　口
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