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【論文の内容の要旨】 
 1982 年、Cazenave-Lions [1] によって次の単独の非線形シュレディンガー(NLS)方程式

の定在波解の存在および安定性が研究された: 
𝑖𝑖𝜕𝜕𝑡𝑡Φ + ΔΦ + |Φ|𝑝𝑝−1Φ = 0. (1) 

ここで、定在波解とは、Φ(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑥𝑥) という形の (1) の解であり、空間的に局在化し

た波形が進行せずその場で振動するような解である。この研究を皮切りに、ポテンシャル

項をもつモデルやより一般の非線形項をもつモデルに対する研究も盛んに行われるように

なった。近年では、Bose-Einstein 凝縮現象を記述する相互作用をもったモデル等の連立の

方程式系に対する定在波解の存在および安定性に関する研究も活発に行われている。 
 そうした中で、本論文では次の 3 波相互作用をもつ NLS 方程式系に対する定在波解の

存在および漸近挙動を扱う: 

�
𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑡𝑡Φ1 + 𝑖𝑖2ΔΦ1 − 𝑉𝑉1(𝑥𝑥)Φ1 + 𝛽𝛽|Φ1|𝑝𝑝−1Φ1 =  −𝛼𝛼Φ3Φ�2,
𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑡𝑡Φ2 + 𝑖𝑖2ΔΦ2 − 𝑉𝑉2(𝑥𝑥)Φ2 + 𝛽𝛽|Φ2|𝑝𝑝−1Φ2 =  −𝛼𝛼Φ3Φ�1,
𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑡𝑡Φ3 + 𝑖𝑖2ΔΦ3 − 𝑉𝑉3(𝑥𝑥)Φ3 + 𝛽𝛽|Φ3|𝑝𝑝−1Φ3 =  −𝛼𝛼Φ1Φ2.

(2) 

𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) ≡ 0, 𝑖𝑖 = 1,𝛽𝛽 = 1 としたこの方程式系は凖線形の Zakharov 方程式系の簡易モデル

として [2] で Colin-Colin-Ohta によって導入された。この方程式系はレーザーとプラズ

マの相互作用を記述しており、ラマン増幅に関係していると言われている。物理的な状況

は次の通りである。入射レーザー場がプラズマに入ると、ラマン型プロセスによって後方



散乱される。これら 2 つの波が相互作用して電子プラズマ波が作られる。3 つの波が組み合

わさってイオンの密度変化が生じ、それ自体が先行する 3 つの波に影響を与える。ここで 

�Φ1(𝑡𝑡,𝑥𝑥),Φ2(𝑡𝑡,𝑥𝑥),Φ3(𝑡𝑡,𝑥𝑥)� = (𝑒𝑒
𝑖𝑖𝜆𝜆1𝑡𝑡
𝜀𝜀 𝑢𝑢1(𝑥𝑥),𝑒𝑒

𝑖𝑖𝜆𝜆2𝑡𝑡
𝜀𝜀 𝑢𝑢2(𝑥𝑥),𝑒𝑒

𝑖𝑖𝜆𝜆3𝑡𝑡
𝜀𝜀 𝑢𝑢3(𝑥𝑥))(但し、𝜆𝜆3 =  𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆2) という

形の (2) の解を定在波解という。このとき 𝐮𝐮 = (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3) は次の方程式系をみたす: 

�
−𝑖𝑖2Δ𝑢𝑢1 + (𝑉𝑉1(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆1)𝑢𝑢1 = 𝛽𝛽|𝑢𝑢1|𝑝𝑝−1𝑢𝑢1 + 𝛼𝛼𝑢𝑢3𝑢𝑢�2,
−𝑖𝑖2Δ𝑢𝑢2 + (𝑉𝑉2(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆2)𝑢𝑢2 = 𝛽𝛽|𝑢𝑢2|𝑝𝑝−1𝑢𝑢2 + 𝛼𝛼𝑢𝑢3𝑢𝑢�1,
−𝑖𝑖2Δ𝑢𝑢3 + (𝑉𝑉3(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆3)𝑢𝑢3 = 𝛽𝛽|𝑢𝑢3|𝑝𝑝−1𝑢𝑢3 + 𝛼𝛼𝑢𝑢1𝑢𝑢2.

�𝒫𝒫𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽� 

本論文では、問題 (𝒫𝒫𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽) に対して、固定質量問題と固定周波数問題を考える。固定質量問

題とは与えられた 𝑎𝑎𝑗𝑗 > 0 (𝑗𝑗 = 1,2,3) に対して、𝐿𝐿2  正規化条件 ∫ �𝑢𝑢𝑗𝑗�
2

ℝ𝑁𝑁 = 𝑎𝑎𝑗𝑗  をみたす 
(𝒫𝒫𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽) の解 (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3, 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2,𝜆𝜆3) を求める問題である。固定周波数問題とは、𝜆𝜆𝑗𝑗 (𝑗𝑗 = 1,2,3) 
を固定して (𝒫𝒫𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽) の解 𝐮𝐮 = (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3) を求める問題である。本論文ではそれぞれの問題

に対して次の制約条件付きの最小化問題を考える。 
 固定質量問題に対しては、次の汎関数を定義する: 

𝐸𝐸𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮) =

1
2
�� 𝑖𝑖2�∇𝑢𝑢𝑗𝑗�

2 + 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥)�𝑢𝑢𝑗𝑗�
2 −  

𝛽𝛽
𝑝𝑝 + 1ℝ𝑁𝑁

�� �𝑢𝑢𝑗𝑗�
𝑝𝑝+1

ℝ𝑁𝑁

3

𝑗𝑗=1

− 𝛼𝛼Re� 𝑢𝑢1𝑢𝑢2𝑢𝑢�3
ℝN

3

𝑗𝑗=1

. 

ここで、𝑁𝑁 ≤ 3, 1 < 𝑝𝑝 < 1 + 4
𝑁𝑁

,𝛼𝛼,𝛽𝛽 > 0 である。またポテンシャル 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) には次の条件を課

す: 
(V1) ∀𝑗𝑗 = 1,2,3,𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) ∈ 𝐿𝐿∞(ℝ𝑁𝑁;ℝ),          (V2) ∀𝑗𝑗 = 1,2,3,𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) ≤ lim

|𝑦𝑦|→∞
𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑦𝑦) = 0 (𝑎𝑎. 𝑒𝑒. 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑁𝑁). 

次の 𝐿𝐿2 正規化条件の下での 𝐸𝐸𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽 の最小化問題を考える。 

𝜉𝜉𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑎𝑎) = inf �𝐸𝐸𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮)�𝐮𝐮 ∈ 𝐻𝐻,∫ �𝑢𝑢𝑗𝑗�
2

ℝ𝑁𝑁 = 𝑎𝑎𝑗𝑗  (𝑗𝑗 = 1,2,3)� .  

ここで、𝐻𝐻: =  𝐻𝐻1 ×𝐻𝐻1 × 𝐻𝐻1,𝐻𝐻1 ≔ 𝐻𝐻1(ℝ𝑁𝑁;ℂ). 最小化問題 𝜉𝜉𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑎𝑎) を解くことで、その解は 

(𝑃𝑃𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽) の解になる。このとき 𝜆𝜆𝑗𝑗 はラグランジュ未定乗数として現れる。このとき Osada 

[7] では次の minimizer の存在結果を得た。 
主結果 1([7], 𝝃𝝃𝟏𝟏

𝟏𝟏,𝟏𝟏(𝒂𝒂)  の  minimizer の存在性 ) 𝑁𝑁 ≤ 3, 1 < 𝑝𝑝 < 1 + 4
𝑁𝑁

 とし  (V1),(V2), 
(𝑉𝑉1,𝑉𝑉2,𝑉𝑉3) ≢ (0,0,0), 𝑎𝑎𝑗𝑗 > 0 (𝑗𝑗 = 1,2,3) を仮定する。このとき 𝜉𝜉1

1,1(𝑎𝑎) の任意の最小化列 
{𝐮𝐮𝑛𝑛}𝑛𝑛=1∞  に対して、部分列をとれば(部分列も同じ記号で表す) 𝜉𝜉1

1,1(𝑎𝑎) の minimizer 𝐮𝐮 ∈ 𝐻𝐻 
が存在して、�|𝐮𝐮𝑛𝑛 − 𝐮𝐮|�𝐻𝐻 → 0 (𝑛𝑛 → ∞) が成り立つ。 
 固定周波数問題に対しては、関数は実数値関数で考える。また、𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝑗𝑗 を改めて 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) 

と書く。(𝒫𝒫𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽) の解を臨界点として特徴付ける汎関数 𝐼𝐼𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽 を定義する。 

𝐼𝐼𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮) =  

1
2
�� 𝑖𝑖2�∇𝑢𝑢𝑗𝑗�

2 + 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑢𝑢𝑗𝑗2
ℝ𝑁𝑁

3

𝑗𝑗=1

−  
𝛽𝛽

𝑝𝑝 + 1
�� �𝑢𝑢𝑗𝑗�

𝑝𝑝+1

ℝ𝑁𝑁

3

𝑗𝑗=1

− 𝛼𝛼� 𝑢𝑢1𝑢𝑢2𝑢𝑢3
ℝ𝑁𝑁

. 

解を捕まえる空間は ℍ ∶= 𝐻𝐻1(ℝ𝑁𝑁) × 𝐻𝐻1(ℝ𝑁𝑁) × 𝐻𝐻1(ℝ𝑁𝑁) で考える。ここで 𝑁𝑁 ≤ 5, 2 ≤ 𝑝𝑝 <



2∗ − 1,𝛼𝛼,𝛽𝛽 > 0, 2∗ ≔ ∞ (𝑁𝑁 = 1,2), 2∗ ≔ 2𝑁𝑁
𝑁𝑁−2

 (𝑁𝑁 ≥ 3) である。 

 (𝒫𝒫𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽) の非自明解の中で汎関数 𝐼𝐼𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽 の値を最小にする関数を ground state という。さ

らに次の制約条件付き最小化問題を考える: 

𝑐𝑐𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽 = inf

𝐮𝐮∈𝒩𝒩𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽
𝐼𝐼𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮) ,𝒩𝒩𝜀𝜀

𝛼𝛼,𝛽𝛽 = {𝐮𝐮 ∈ ℍ ∖ {(0,0,0)}|𝐺𝐺𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮) = 0}, 

𝐺𝐺𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝐮𝐮) = �� 𝑖𝑖2�∇𝑢𝑢𝑗𝑗�

2 + 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥)
ℝ𝑁𝑁

𝑢𝑢𝑗𝑗2 − 𝛽𝛽�𝑢𝑢𝑗𝑗�
𝑝𝑝+1 − 3 𝛼𝛼� 𝑢𝑢1𝑢𝑢2𝑢𝑢3

ℝ𝑁𝑁

3

𝑗𝑗=1

. 

𝐮𝐮 が ground state であることと、最小化問題 𝑐𝑐𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽 の解であることは同値であることが知

られているので、ground state の存在を示すためには最小化問題 𝑐𝑐𝜀𝜀
𝛼𝛼,𝛽𝛽 の解の存在を示せ

ばよい。特異摂動問題の設定で次の主結果を得た。 
主結果 2([5], (𝓟𝓟𝜺𝜺

𝜶𝜶,𝟏𝟏) の ground state の存在性) 以下の (V1)′, (V2)′, (C1)𝛼𝛼 を仮定する。こ

のとき 

𝑐𝑐𝜀𝜀
𝛼𝛼,1 ≤ 𝑖𝑖𝑁𝑁( inf

𝑥𝑥∈ℝ𝑁𝑁
𝜌𝜌(𝑽𝑽(𝑥𝑥);𝛼𝛼) + 𝑜𝑜(1))  as  𝑖𝑖 → +0 

が成り立つ。さらに 𝑖𝑖 が十分小さいとき、(𝒫𝒫𝜀𝜀
𝛼𝛼,1) の非負の ground state が存在する。こ

こで 
(𝑉𝑉1)′ ∀𝑗𝑗 = 1,2,3,𝑉𝑉𝑗𝑗 ∈ 𝐿𝐿∞(ℝ𝑁𝑁)∩ 𝐶𝐶1(ℝ𝑁𝑁), 
(𝑉𝑉2)′ ∀𝑗𝑗 = 1,2,3, 0 < 𝑉𝑉𝑗𝑗,0 ≔ inf

𝑥𝑥∈ℝ𝑁𝑁
𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) < lim

|𝑥𝑥|→∞
𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) =:𝑉𝑉𝑗𝑗,∞ , 

(C1)α     inf
𝑥𝑥∈ℝ𝑁𝑁

𝜌𝜌(𝑽𝑽(𝑥𝑥);𝛼𝛼) < 𝜌𝜌(𝑽𝑽∞;𝛼𝛼)  

であり、𝑧𝑧0 ∈ ℝ𝑁𝑁 に対して 𝜌𝜌(𝑽𝑽(𝑧𝑧0);𝜶𝜶) は次の方程式の最小エネルギーである: 

�
−Δ𝑣𝑣1 + 𝑉𝑉1(𝑧𝑧0)𝑣𝑣1 = |𝑣𝑣1|𝑝𝑝−1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼𝑣𝑣2𝑣𝑣3,
−Δ𝑣𝑣1 + 𝑉𝑉1(𝑧𝑧0)𝑣𝑣1 = |𝑣𝑣1|𝑝𝑝−1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼𝑣𝑣2𝑣𝑣3,
−Δ𝑣𝑣1 + 𝑉𝑉1(𝑧𝑧0)𝑣𝑣1 = |𝑣𝑣1|𝑝𝑝−1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼𝑣𝑣2𝑣𝑣3.

 

最小エネルギーとは ground state が持っているエネルギーのことである。 
 固定質量問題と固定周波数問題で 𝑁𝑁, 𝑝𝑝 等の範囲の違いが現れるのは、制約条件の違いで

汎関数が下に有界であることを保証するための条件が異なるためである。本論文の目的は、

これら2つの最小化問題の解の存在および漸近挙動を変分法を用いて解析することである。 
以下、本論文の構成について説明する。第 1 部では固定質量問題を扱う。Chapter 1 で

は、Osada [7] の内容を基に、対称性を仮定しないポテンシャル 𝑉𝑉𝑗𝑗(𝑥𝑥) に対して、𝜉𝜉1
1,1(𝑎𝑎) の

解の存在性について述べている。この結果は対称性を仮定した Kurata-Osada [4] の結果

の拡張になっている。Chapter 2 では、Osada [6] の内容を基に、最小化問題 𝜉𝜉1
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑎𝑎) に

対して、𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝜅𝜅 としたときの 𝛽𝛽 → ∞ における 𝜉𝜉1
𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑎𝑎) の解の漸近挙動について述べてい

る。𝜅𝜅 の大きさに応じて 5 つの異なる漸近挙動の記述に成功した。さらに、𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝜏𝜏 とした

ときの 𝛼𝛼 → ∞ における漸近挙動についても考察した。これは 𝛽𝛽 = 1,𝛼𝛼 → ∞ とした [4] の
結果の拡張になっている。第 2 部では固定周波数問題を扱う。Chapter 3 では、



Kurata-Osada [3] の内容を基に、(𝑃𝑃1
𝛼𝛼,1) の ground state の 𝛼𝛼 → ∞ における漸近挙動に

ついて述べている。さらに、ある正定数 𝛼𝛼∗ が存在して、𝛼𝛼 > 𝛼𝛼∗ ならば、ground state は 
vector (すべての成分が 0 でない状態)になり、0 ≤ 𝛼𝛼 < 𝛼𝛼∗ ならば、scalar (1 つの成分のみ

0 でない状態)になるという結果を得た。Chapter 4 では、Osada [5] の内容を基に、(𝑃𝑃𝜀𝜀
𝛼𝛼,1) 

に対して特異摂動問題を考え、𝑖𝑖 が十分小さいときに ground state が存在することと、𝑖𝑖 →

+0 における漸近挙動について述べている。漸近挙動については 𝛼𝛼 が十分大きいときは 
ground state の 3 成分は同じ点に凝集し、𝛼𝛼 が十分小さいときはポテンシャル全体の最小

点に凝集するという 2 種類の異なる挙動があることを発見した。 
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