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集合 と性質
一 ツェルメロによる公理的集合論 に対す るワイルの批判

宮 川 弘 美

は じ め に

本 論 文 で は ・ ワ イル(H.Weyll885-1955)が 初期 の 著 作 『連 続体 』Das

Kontinuum(1918)で 展 開 して い る ツェル メ ロ(E.Zermelo1871-1953)に よ る

公 理 的 集 合 論 へ の 批 判 を取 り上 げ,こ れ を検 討 す る.周 知 の 通 り,集 合 論

は19世 紀 末 に カ ン トー ル(G.Cantor1845-1918)に よっ て提 唱 され た .当 初 カ

ン トー ル に よ る集 合 論 は公 理 的体 系 を持 っ てい なか っ た た め ,素 朴 集 合 論

と して,現 在 一 般 的 とな って い る公 理 的集 合 論 とは 区別 され る.素 朴 集 合

論 が 初 め て 公 理 的体 系 に ま とめ られ たの は,1908年 に ツ ェル メ ロ に よ って

発 表 され た論 文,「 集 合 論 の 基 礎 に 関す る研 究1」"Untersuchungenfiber

dieGnmdlagenderMengenlehreI"(以 下,1908a論 文 と略)に お い てで あ

る.集 合 論 が 公 理 化 され る こ と とな った そ もそ もの き っか け は ,20世 紀 初

頭,集 合 論 で 明 らか とな っ た,い わ ゆ る ラ ッセ ルパ ラ ドクス を は じめ とす

る一 連 の パ ラ ドクス に あ る.必 ず しもす べ て の研 究 者 が この パ ラ ドクス の

問 題 を重 視 した 訳 で は な い.し か し少 な く とも一 部 の 数 学 者,論 理 学 者 に

と っ て,そ れ らパ ラ ドクス の 出現 は,数 学 に 「危 機 」 を もた らす もの と し

て 認 識 され た.と い うの も,そ れ らパ ラ ドクス が 露呈 した もの は,集 合 論

あ る い は論 理 学 に の み 関 わ る問 題 に と ど ま らず,集 合 論 や 論 理 学 を基 盤 と

して 成 立 して い る 数学 の論 理 的 正 当性 を,そ の体 系 全 般 にわ た って脅 かす

《矛 盾 》 と して,深 刻 に受 け 止 め られ た か らで あ る.ツ ェル メ ロに とっ て

も,や は りパ ラ ドクス の 出現 は深 刻 な問 題 で あ っ た.諸 矛盾 の排 除 を 目指
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した こ とが,ッ ェ ル メ ロ に集 合 論 の 公 理 化 を促 した 重 要 な契 機 の 一 つ で あ

っ た と思 わ れ る.実 際 に ッ ェル メ ロが 行 な っ た の は,予 防策 を講 じる こ と

に よ り,パ ラ ドク ス を生 じる よ うな集 合 を前 も って そ の 体 系 か ら排 除 して

お くとい う もので あ る.こ の 予 防 策 は 一 つ の公 理 と して ツ ェ ル メ ロの 体系

の 中 に組 み 込 まれ た.そ れ が い わ ゆ る分 出 公 理 で あ る.ワ イ ルの ツ ェ ル メ

ロ批 判 は,ま さ に こ の分 出公 理 に 向 け られ た.ッ ェル メ ロ と ワ イ ル で は,

パ ラ ドクス に対 す る方 策 ない し,集 合 論 そ の もの につ い て の 見 解 が 著 し く

異 な っ て お り,そ の 相 違 が,分 出 公 理 をめ ぐる問 題 と して 噴 出す る.ワ イ

ル の観 点 か らす れ ば,ツ ェル メ ロの分 出公 理 は あ くまで応 急 処 置 に過 ぎず,

集 合 論 が 直視 すべ き根 本 的 な 問 題 の 解 決 に は繋 が っ て い ない.そ れ ど こ ろ

か,か え って 集合 論 の 抱 え る問 題 の所 在 を浮 き彫 りにす る もの で す らあ る.

で は,分 出公 理 につ い て の考 察 か ら明 らか とな る,ツ ェ ル メ ロに よ る公 理

的 集 合 論 の 問 題 とは い か な る もの だ と ワイ ル は考 え たの で あ ろ うか.こ れ

を明 らか にす る こ とが,本 論 文 の 目標 で あ る.

1ラ ッセ ル パ ラ ドク ス と包 括 公 理,ツ ェ ル メ ロ の 分 出 公 理

ワ イ ル は,ツ ェ ル メ ロ の 体 系(以 下,体 系Z)の 分 出 公 理 に 現 わ れ る

「確 定 的 ク ラス述 語 」 とい う表 現 の不 明瞭 さ を,自 身 の研 究 の 出発 点 と して

挙 げ て い る.そ こ で,ま ず ツ ェル メ ロ に よ って 与 え られ た分 出公 理 につ い

て,確 認 して お こ う.

公 理 皿(分 出公 理).ク ラ ス述 語KlassenaussageE(x)が,集 合Mの

す べ て の 要 素 につ い て確 定的definitで あ る場 合 は いつ で も,Mは 次 の

よ うな部 分 集 合,す な わ ち,E(x)が 真 とな る よう なMの 要 素xを 要 素

と して含 んで い る よ う な 部 分 集 合MEを 持 つ.(Zermelo[1908a〕202)

こ こで 述 べ られ た 内 容 を論 理 式 で 表 わす と,以 下 の よ うに な る:

∀mヨmε ∀x(x∈mE⇔x∈m〈E(x))

つ ま り言 い換 え る と,「 任 意 の集 合mに 対 して,『 ク ラ ス 述 語 』 あ る い は,

性 質E(x)を 成 り立 たせ る よ うなmの 元xの 全 体 か ら成 るmの 部 分 集 合mE

が存 在 す る.」 とな る.こ の公 理 に よっ て,我 々は我 々 に与 え られ た何 らか

の 集 合 か ら,そ の 集 合 の 部 分 集 合 を得 る こ とが 可 能 と な る.し か し,な
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ぜ こ の公 理 が 問題 とな る の で あ ろ うか.そ の こ とに つ い て 理 解 す る ため に

は,ま ず,こ の公 理 を設 定 した ツ ェ ル メ ロの 元 来 の 目的 と,そ の 出所 に遡

っ て み る必 要 が あ る.先 に も述 べ た通 り,ツ ェ ル メ ロが,カ ン トー ル以 来

の素 朴 集合 論 を公 理 化 す る に 当 た っ て,分 出公 理 を諸公 理 の一 つ と して設

定 した 直接 の 目的 は,ラ ッセ ルパ ラ ドク ス 等 の矛 盾 の 出 現 を防 ぐこ とに あ

っ た.ラ ッセ ルパ ラ ドクス は,集 合 論 で 明 らか とな った 一 連 の逆 理 の 中 で

も,最 も良 く知 られ て い る もの で あ り,既 に多 くの 研 究 が 為 さ れ て い る.

こ こ で この パ ラ ドク ス につ いて,そ れ らの研 究 成 果 も含 め,改 め て 詳 し く

述 べ る力 量 も余 裕 もな い が,本 論 文 の主 題 と関係 す るの で,今 少 し,そ の

概 略 を確 認 して お こ う.ラ ッセ ル(B.Russell1872-1970)が 書 簡 を通 じ,

自分 の 気付 い た集 合 論 のパ ラ ドクス につ い て フ レー ゲ(G.Fregel848-1925)

に伝 え た の は,1902年 の こ とで あ る.ま た こ れ とほ ぼ 同時 期 に,ツ ェ ル メ

ロ も,ラ ッセ ル と は独 立 に,こ の パ ラ ドクス につ い て あ る私 的 サ ー ク ル で

取 り上 げ て い た こ とが 知 られ て い る(Fraenke1-Bar-Hillel5).自 分 自身 を

要 素 と して 含 ま な い集 合 す べ て よ り成 る 集 合 に,自 分 自 身 を含 まな い 集 合

の集 合 そ の もの は,要 素 と して含 まれ る の か 否 か.論 理 的 に は,含 まれ る

こ と も,含 まれ な い こ と も帰 結 し,矛 盾 す る.こ れ が い わ ゆ る ラ ッセ ル

(あ る い は ラ ッセ ル ー ツェル メ ロの)パ ラ ドク スで あ る.

周 知 の通 り,こ の パ ラ ドクス は,フ レー ゲが 初 め て明 示 した と され る包 括

公 理 をめ ぐっ て明 らか とな っ た.包 括 公理 とは,大 まか に言 えば,集 合 を単

な る 諸 事 物 の 集 ま りで は な く,何 らか の 性 質 を満 たす もの た ち の集 ま り,

す なわ ち 《概 念 な い し性 質 の 外延UmfangeinesBegriffs》 と して捉 え る見

方 を定 式化 した もの で あ る.こ れ を論 理 式 で 表 記す る と,次 の よ うに な る.

包括 公 理:ヨe∀x(x∈e⇔E(x))

(「何 らか の 性 質E(x)を 成 り立 た せ るす べ て のxよ り成 る,あ る集 合eが

存在 す る.」)

カ ン トー ル に よ っ て最 初 に集 合 論 が 提 唱 され た 際,カ ン トー ル 自身 に よっ

て与 え られ た集 合 概 念,つ ま り,集 合 とは何 で あ るの か につ い て の概 念 は,

必 ず し も明 瞭 な もの で は なか っ た1》.今 や 我 々 は包 括 公 理 に よ り,そ れ を

1)Fraenkel‐Bar--HillelLま,包 括 公 理 を,カ ン トー ル の 素 朴 集 合 論 よ り導 か れ た も の と解

釈 し て い る(Fraenkel-:.-Hillel31>.
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明 示 す る手段 を得 た の で あ る.す な わ ち,集 合 を 《性 質 の外 延 》 とす る こ

の 見方 に従 い,性 質 に よ って集 合 が 決 定 され る とす る な ら,我 々 は,そ の

性 質 に よっ て 選 び 出 され る諸 対 象 を介 して,そ の 集 合 が い か な る もの で あ

るの か を明 確 に示 す こ とが で きる の で あ る.但 し,集 合 を得 るた め に は,

何 が そ の集 合 の要 素 とな る の か を厳 密 に決 定 で きる よ う な性 質 が,ま ず も

って与 え られ るの で な け れ ば な らな い.そ う して何 らか の 性 質 が特 定 され

た後,そ れ らの性 質 を持 つ と され た もの た ち に よ って,は じめ て 一 つ の 集

合 が成 立 す る.こ の 立 場 にお い て は,あ る対 象xが 《何 らか の 集合eに 属

す る》 とは,eが 性 質Eの 外 延 で あ る場 合 にそ の対 象xが 《性 質Eを 持

つ 》 とい う,ま さ にそ の こ とを意 味 す る の で あ る.従 って,集 合 を 《性 質

の外 延 》 とす る な らば,次 の書 き換 えが常 に可 能で な けれ ば な らな い:

E(a)⇔a∈lxlE(x)}

qaEe

す なわ ちt

表現DieAusdrUcke《 あ る対 象aが 性 質Eを 持 つ 》(つ ま り 《これ に

対 応 す る,空 所 を一 つ持 っ た判 断 図式E(x)が,x=aに つ い て真 》)

と,《aは 集 合(E)の 元 で あ る》 とは 同 義 で あ る.(Weyl[DK]13,

()内 及 び強 調原 文.)

と ころが,先 に述 べ た よ うに包 括 公 理 か らは,パ ラ ドクス の招 来 され る こ

とが 明 らか とな っ た.今 仮 に,こ の包 括 公理 に従 って,何 らか の性 質Eが

与 え られ た な らば,同 時 に性 質Eを 持 つxす べ て よ り成 る集合eelxl

E(x)}が 特 定 され る もの と しよ う.こ こで,性 質Eと して 一(x∈x)

を とれ ば,集 合R3{xlr(x∈x)}(性 質 一(x∈x)を 持 つxす べ

て よ り成 る集合)が 得 られ る.従 っ て,∀x(x∈R⇔ 一(x∈x))

とな るが,こ こでxをRで 例 化 す る こ とに よ り,R∈R⇔ 一(R∈R)

とな って,矛 盾 す る(《RがRの 要 素 で あ る》 こ と と,《RがRの 要素 で

は ない》 こ とが 同値 と なっ て し まって い る).こ れが ラ ッセ ルパ ラ ドクス の

構 図 であ る.こ こで我 々が仮 定 した の は,包 括 公 理 だ け であ った.従 っ て,

包 括 公 理 を保 持 しよ う とす る な らば,我 々 は ラ ッセ ルパ ラ ドクス を免 れ得

一 方で
,集 合 を単 なる諾事 物の集 ま りだ とす る立場 を,元 来の カ ン トー ルの考 え方に よ り即 し

た もの とす る見解 もあ る.(Wey1[1946]z,戸 田山49).こ の点 について は,Hallett38を 参照.
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な い の で あ る.

で は,ど うす れ ばパ ラ ドクス か ら逃 れ る こ とが で き る だ ろ うか.ま ず,

なぜ 包 括 公 理 か ら こ う したパ ラ ドクス が 生 じた の か,振 り返 って 整 理 して

み よ う。 す る と,そ の原 因 と して,次 の二 つ を指 摘 で きる.す な わ ち:

① そ もそ も集 合 を 《性 質 の外 延 》 と見 た こ と.

② 集 合 を 《性 質 の 外 延 》 とす る際,そ の性 質 と して,パ ラ ドクス に

結 び付 くよ うな もの が現 われ 得 る こ と.

そ こで 差 し当 た り,こ れ らの 原 因 そ れ ぞ れ に対 して,我 々が取 り得 る方 策

と して考 え られ るの は,

① 集 合 を もは や 《性 質 の外 延 》 と は捉 え な い こ と と し,包 括 公 理 を

放 棄 す る.

② 集 合 を 《性 質 の 外 延 》 とす る見 方 は変 えず,集 合 を 《性 質 の 外

延 》 と見 な し得 るそ の 性 質 に,パ ラ ドク ス に結 び付 くよ う な もの が

現 わ れ な い よ う,何 らか の基 準 を設 定 す る.こ の 際,基 本 的 に包 括

公 理 は保 持 され る.

我 々 は,①'と ②'の ど ち らの 方 法 を選 ぶ か に よっ て,異 な る集合 観 を取 る こ

とに な る.も し① を選 択 す る な ら,我 々 は,集 合 を 《性 質 の外 延 》 で は な

く,《 単 な る諸 事 物 の 集 ま り》 だ とす る立 場 を取 る こ と を余 儀 な くされ る.

で は,集 合 を 《単 な る諸 事 物 の集 ま り》 とす る 見 方 とは,ど の よ うな もの

だ ろ うか.集 合 を 《性 質 の 外 延 》 とす る立 場 と,《 単 な る 諸 事 物 の 集 ま

り》 と見 る立場 の相 違 につ い て,ワ イ ル は次 の よ うに 表現 して い る:

赤 いbeingredと い う性 質 や,奇 数で あ るbeingoddと い う性 質 は,全

て の 赤 い 物 体 の 集 合 や,全 て の 奇 数 の 集 合 よ り確 か に 先 立 っ て い る

priorto.反 対 に,も し一 袋分 の じゃが い もだ とか,紙 に鉛 筆 で 描 か れ

た 曲線 に関 して,そ の袋 の 中 に入 って い る とい う じゃが い もの性 質the

propertyofapotatotobeinthebag,あ る い は,そ の 曲線 上 に あ る と

い う点 の性 質thepropertyofapointtolieonthecurveが 導 入 され る な

ら,そ の場 合 集 合(な い し,そ の集 合 を表 わ して い る よ り具 体 的 な構

造)は,性 質 よ り先立 っ て い る.(Weyl[1946]2,()内 原 文)

集 合 を 《性 質 の 外 延 》 とす る見 方,す な わ ち,包 括 公 理 を保 持 す る集 合 観

に お い て は,「 性 質 が 集 合 に 先 立 っ て い る」.ま ず 何 らか の性 質 を特 定 し,
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当該 の性 質 を持 つ 対 象 が 決 定 され て は じめ て集 合 が 成 立 す る.こ れ に対 し,

今 一 つ の 集 合 の捉 え方,つ ま り集 合 を 《単 な る諸 事 物 の 集 ま り》 と して捉

え る 立場 で は,集 合 は た だの 《袋 》 で しか な い.そ の 《袋 》 の 中 に入 っ て

い る じゃが い もは,何 らか の 性 質 を持 つ こ とを条 件 に選 び 出 され た の で は

な い.集 合 と は,何 らか の 対象(必 ず しも複 数 で あ る必 要 は な い)を あ た

か も 《袋 》 に 入 っ て い る か の よ う に,単 に 一 つ の もの に ま とめ た だ け の も

の と見 なす とい う の で あ る.集 合 の 要 素 と な って い る もの が,い か な る性

質 を持 っ て い る の か は,も は や 問 わ れ な い.そ こ に は,対 象 の 入 っ た

《袋 》 が あ る だけ な の であ る.

我 々 は,ラ ッセ ル に よ って指 摘 され たパ ラ ドクス を前 に,① と②'の どち

らか を選択 す る よ う迫 られ る こ と とな っ た.集 合 は 《性 質 の外 延 》 な の か,

単 な る 《袋 》 なの か.②'を 選択 す るの で あ れ ば,パ ラ ドク ス を回避 す る為

に,集 合 を決 定 す る性 質 に,何 らか の 基 準 を設 け なけ れ ば な らな い.も し,

そ の 基 準 の設 定 が 首 尾 よ く行 なわ れ,パ ラ ドクス の 原 因 と な らな い よ う な

性 質 の 範 囲 を定 め る こ とが で きれ ば,そ れ らの性 質 を持 つ 諸 対 象 を通 じ,

我 々 は,集 合 が何 で あ る の か を明 瞭 に説 明 す る手 段 を確 保 で きる.但 し,

性 質 の 範 囲 を定 め る基準 の 設 定 は,容 易 な ら ざる課 題 で あ ろ う こ とが,予

想 され る.一 方,も し① を選 択 す る な らば,我 々 は,パ ラ ドクス の 直 接 の

原 因 か ら解 放 され,矛 盾 を含 ま ない 集 合 論 体 系 を,② よ りも単 純 な形 で構

築 で き る よ うに 思 わ れ る.だ が そ の 場 合 に は,も は や 集 合 を 《性 質 の外

延 》 と して 説 明 す る こ とは 許 され ず,諸 性 質 を持 つ 諸 対 象 を介 して集 合 へ

と至 る道 は 閉 ざ され る.そ の 結果,我 々 は,不 明 瞭 な集 合 概 念 を明 確 化 す

る とい う課 題 に再 び直 面 す る こ とに な り,集 合 につ い て,そ れ が 何 で あ る

の か を説 明 し得 ぬ ま ま,そ の存 在 だ け は 主 張 し続 け な け れ ば な らな い.ワ

イ ル は こ こで ② を選 択 し,集 合 を 《性 質 の外 延 》 とす る 立場 を決 然 と保 持

し続 け る.

フ レー ゲ が,… … 明確 に強 調 して い る よ うに,《 集 合 》 とは単 に あ る

概 念 の外 延 で あ り,《 対 応Zuordnung》 は,単 にあ る関 係 の 外 延,な

い し,彼 が 言 う よ う に,関 係 の 《値 の 範 囲Wertverlauf》 と理 解 して

差 し支 え な い.(Weyl[DK]35,《 》 内原 文)

で は,ツ ェル メ ロの解 決方 法 は,① と② の どち らに 当 た るで あ ろ うか.
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2Zermeloの 集 合 は 《性 質 の外 延 》 か

こ こで再 び,先 に見 た ツェ ル メ ロの分 出公理 を,そ の形 に注 意 しなが ら,

包 括 公 理 と比 較 して み よ う.す る と,

分 出公 理:∀mヨmE∀x(x∈m,⇔x∈m〈E(x))

包 括 公 理:ヨe∀x(x∈e⇔E(x))

分 出公 理 が,包 括 公 理 に,下 線 を付 した 「x∈m〈 」 の部 分,す な わ ち

《集 合m、 を形 成 す るxは,既 に与 え られ た何 らか の 集 合mの 要素 で あ る》

とい う制 限 を課 した もの で あ る こ とが理 解 され よ う.つ ま り,ツ ェル メ ロ

は,ま ず 「x∈m」 とす る こ とに よ って,集 合 論 の 対 象 とな る もの の範 囲

を,予 め 集 合 だ と認 め られ て い る もの に限 定 す る.し か る に,《 性 質 一

(x∈x)を 持 つxす べ て よ り成 る集 合R》 は矛 盾 を導 出す る.体 系Zで は,

ま さ にそ れ が 矛 盾 と な るが 故 に,Rを 集 合 だ と した こ との誤 りで あ った こ

とが 導 か れ る.よ って,集 合Rは 体系Zに お い ては集 合 とは見 な され ない2>.

従 っ て,ラ ッセ ルパ ラ ドクス の 原 因 とな っ たRは,変 項mの 範 囲(量 化 域)

か ら予 め 排 除 され る.こ う した 手 続 きを施 した上 で,体 系Zに お い て 集 合

と認 め られ た もの の 要 素 と な って い るxに つ い て の み,そ れ らが性 質Eを

持 つ か 否 か を問 題 にす る とい うの が,分 出公 理 の眼 目で あ る.で は果 た し

て,分 出公 理 は 本 当 に う ま く機 能 す るで あ ろ うか.念 の 為 に,体 系Zに お

い て,先 程 の ラ ッセ ルパ ラ ドク ス と同 じ問題 は 生 じない の か ど うか,確 認

して み よ う.今,体 系Zで 与 え られ る任 意 の 集 合mを と り,mの 要 素 で,

か つ 「自分 自 身 を要 素 と して含 まな い」 とい う性 質 を適 用 して得 られ るm

2)ま ず,体 系Zに お いて,先 の ラ ッセルパ ラ ドクス を引 き起 こ した ラ ッセル集合Rの 存

在 を仮 定 す る:

ヨR∀x(x∈R⇔ 一(x∈x))… …(A)

こ こで,.xをRで 例化 すれ ば,先 に見 た ラ ッセ ルバ ラ ドクス に至 る過程 と同様 に,矛 盾 が導 出

され る.も し包括 公理 ヨe∀X(x∈e⇔E(x)》 を,体 系Zに おい て も公理 と して採 用 し

て い れば,命 題(A)は,包 括 公 理の 「E」 に一(x∈x)を 代 入 した だけの もの であ るか ら,

これ を否 定す る こ とはで きな い.し か し,体 系Zに お い て,包 括 公理 は公 理 では な く,命 題

(A)は,あ くまで仮定 であ った.よ って,先 程 ここか らラ ッセ ルパ ラ ドクス に陥 ったの とは異

な り,我 々は仮 定 した命 題(A)を 否定す ることが で きる:

一ヨR>x(x∈R⇔ 一(x∈x))

従 って,体 系Zで は ラ ッセル集合 の存在 は否定 され る.す なわ ち,性 質 一(x∈x)を 持つ も

のすべ て よ り成 る集合 は,体 系Zに おいて は集合 とは認 め られ ない.
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の部 分 集 合 ω を分 出す る こ と を考 え る.分 出公 理 に よ り,mの 部分 集 合 で,

次 の 条件 を満 たす よ うな ω の存 在 が保 証 され る.す なわ ち,

∀XIX∈ ω ⇔X∈m〈 一(X∈X)}

こ こでxを ωで 例化 す る と,

ω ∈ω ⇔ ω ∈m〈 一(ω ∈ω)

続 い て,双 方 向矢 印 「⇔ 」 の左 辺 か ら右 辺 へ の 演繹 に よっ て,

{wEw}...{1)

さ らに こ こか ら,

一(ω ∈m)…(2)

が 導 か れ る.(1)よ り,集 合mの 部 分 集 合 ω は,ω 自身 を要 素 と して 含 まな

い こ と,か つ,(2}よ り,ω は集 合mの 要 素 で は ない こ と(す な わ ち,集 合

mに 要 素 と して 含 まれ な い 集 合 ω の 存 在)が 帰 結 す る.集 合mは,体 系Z

の任 意 の集 合 で あ っ た.従 っ て,体 系Zに お い て 集 合 と認 め られ た どの 集

合 に対 して も,上 の よ うな ω が 存 在 す る こ と に な る.よ っ て,体 系Zの い

ず れの 集 合 も,全 て の 集 合 を要 素 と して 含 む こ と は ない.ラ ッセ ル パ ラ ド

ク ス は,一 般 に全 集 合 の 集 合 か らの 分 出 に よ っ て生 じる もの と して 定 式 化

され る.つ ま り,も しmが 全 集 合 の集 合 で あ り得 た とす れ ば,ω は 実 際 に

は 先 の ラ ッセ ル ク ラスRと 同様 に,パ ラ ドク ス を引 き起 こす こ と と な っ た

で あ ろ う.し か し,mは,全 て の 集 合 の 集 合 で はあ り得 ない の で あ るか ら,

上 の様 なmの 部 分集 合 ω に よっ て ラ ッセ ルパ ラ ドクス が生 じる こ とは な い.

こ う して 分 出公 理 に よ って,体 系Zに お い て 先 程 の よ う な矛 盾 を導 出 す る

集 合 が 形 成 され る可 能 性 は な くな り,パ ラ ドクス の 出現 は 阻 止 され る こ と

に な る.

… … 集合 は ,こ の公 理 に よ る と,独 立 して 定義 され る ので な く,常 に,

既 に与 え られ た 集 合 か ら,部 分 集 合 と して分 出 され るbeseparatedの

で なけ れ ば な らない;こ う して 「あ らゆ る集 合 の集 合 」 「あ らゆ る順 序

数 の集 合」 とい った 矛盾 を含 む諸 概 念 や,… 「超 限パ ラ ドクスu.ltrafinite

paradoxes」 は排 除 され る.(Zermelo[19Q8a]202,強 調 原 文)

つ ま り,ッ ェ ル メ ロの分 出 公 理 は,形 の 上 で は包 括 公 理 に修 正 を加 えた も

の と な って お り,一 見 した 限 りで は,包 括 公 理 を保 持 し,ワ イ ル と同様 に

集 合 を 《性 質 の外 延》 とす る立 場 を取 っ て,② の 方 法 を選 択 して い るか の
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よ うに 解 釈 で き る.こ の こ と は また,ツ ェル メロが 包 括 公 理 とい う容 易 に

パ ラ ドク ス と結 び付 く問 題 含 み の 公 理 を廃 棄 せ ず,敢 え て制 限 を加 えて ま

で 体 系Zに 残 して い る とい う,そ の こ と 自体 か ら も,裏 付 け られ る よ うに

思 わ れ る.だ が,ッ ェ ル メ ロが 分 出公 理 を設 定 した の は,集 合 を 《性 質 の

外 延 》 とす る見 方 を保持 す る ため だっ た の だ ろ うか.

現在,〔 集 合論 とい う〕 この分 野 の存 在 そ の もの が,あ る特 定 の諸 矛 盾

な い し 「ア ンチ ノ ミー」 に よ っ て脅 か され て い る.… こ れ らの 矛 盾 に

対 して,完 全 に 十分 な解 決 は まだ見 つ け られ て い ない.特 に,「 ラ ッセ

ル ア ンチ ノ ミー」,… とい う観 点 か らす る と,今 日,任 意 の,論 理 的 に

確 定 し得 るあ る概 念 に,そ の 外 延 と して あ る集 合 な い しク ラス を割 り

当 て る こ と は もはや 許 され ない よ うに思 わ れ る.集 合 に つ い て の カ ン

トー ル に よ る元 来 の 定 義(1895),す な わ ち 「我 々 の 知 覚 な い し思 考

の,何 らか の 十 分 に識 別 され たwell。distinguished諸 対 象 を,一 つ の

全 体 に集 め た集 ま り」 とい う定 義 は,従 って 確 か に 何 らか の 制 限 を必

要 とす る.(Zermelo[1908a]200,〔 〕 内 は引 用者)

確 か に,こ の 引用 の 最 後 の 部分 か ら明 らか な よ うに,ツ ェ ル メ ロは,カ ン

トー ル に よ る元 来 の 集 合 の 定義 に 「制 限」 の 必 要 が あ る と述 べ て い る.こ

こで 一 つ 断 わ って お くと,ッ ェ ル メ ロは包 括 公 理 を,カ ン トー ル の 素 朴 集

合 論 に お け る,元 来 の 集 合 の 定 義 の 定 式 化 と捉 えて い た.従 っ て,こ の 引

用 にお い て ツ ェル メ ロが 制 限す べ き だ と した もの は,直 接 に は包 括 公 理 を

指 して い る と解 釈 す べ きで あ り,分 出公 理 が,あ る意 味 で 包 括 公 理 に制 限

を加 え た もの で あ る とす る理 解 と一 致 す る.そ れ で は,ツ ェ ル メ ロは,包

括 公 理 を修 正 した 上 で,そ の元 来 の 意 味,す なわ ち集 合 を 《性 質 の外 延 》

だ とす る 立 場 を取 っ た の で あ ろ うか.し か し,す ぐに気 付 か れ る よ う に,

ツ ェル メ ロ は 同 じこの 引 用 中程 の 部分 で,「 任 意 の,論 理 的 に確 定 し得 るあ

る概 念 に,そ の外 延 と して あ る集 合 ない しク ラ ス を割 り当 て る こ と」 つ ま

り,集 合 を 《性 質 の 外 延 》 と見 る こ とが 「もは や 許 され ない 」 もの で あ る

と,明 確 に述 べ て い るの で あ る.ッ ェ ル メ ロは,集 合 を 《性 質 の外 延》 と

見 る立 場 を守 っ た の か,放 棄 した の か?

だ が,こ こで こ の問 題 に結論 を出す の は やや 性 急 に過 ぎ よ う.我 々 に は,

ま だ判 断材 料 が 不 足 して い る.そ こで 視 点 を 変 え,ツ ェ ル メ ロ に対 す る ワ
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イ ル の批 判 につ いて 検 討 し,ッ ェル メ ロの体 系 が い か な る もの で あ るの か,

今 少 し詳 しく分析 して み よ う.

3ツ ェルメロの体系 におけ る問題点の指摘

一一 「確定的」性質の不明瞭性 一

は じめ に確 認 した よ う に,ワ イ ル は,ツ ェ ル メロの 分 出 公 理 につ い て の

問 題 を,自 身 の研 究 の 出発 点 と して い る:

私 は 元 々,ツ ェル メ ロの 集 合 論 に つ い て の 諸 公 理 か ら出 発 した.… …

私 に と っ て 重 要 な の は,ッ ェ ル メ ロ が,重 要 な 《部 分 集 合Unter-

mengen》 につ い て の公 理IIIの 中 で用 い て い る 《確 定 的 ク ラ ス述 語 》 と

い う概 念 を,ッ ェ ル メ ロ に よっ て 行 わ れ て い る 以 上 に正 確 に記 述 す る

こ とで あ る.ツ ェ ル メ ロの説 明 は,私 に は不 十 分 とunbefriedigend思

わ れ た の であ る.(Weyl[DK]36,強 調 及 び 《 》 内 原 文)

ツ ェル メ ロの説 明 に よれ ば,あ る確 定 した 言 明Aussageと は,そ れ が

成 立 す るか ま た は不 成立 で あ るか が,一 意 に,か つ 恣 意 的 で な く,集

合 論 の 諸対 象 の 間 に存 立 して い る根 本 的 関 係 ε 〔要 素 関係 の こ と.以

後,引 用 以外 は 「∈」 で 表 記 す る.〕 に基 づ き決 定 され得 る もの の こ と

で あ る.… … 「一 意 に,か つ 恣 意 的で な くその 成立 が 決定 す る」 とい う

表 現 は,私 に は あ ま りに 漠 然 と して い る よ うに思 わ れ る の で あ り,こ

の 点 に 限 って 言 えぱ,さ らに もっ とず っ と厳 密 化 す べ きもの で あ る.

(Weyl[1910]304,〔 〕 内引 用 者)

こ こで ワイ ル が 指摘 して い る の は,本 稿 第1章 の 冒頭 で 引 用 した,ツ ェ ル

メ ロ に よ る分 出 公 理 の記 述 に お い て 見 られ た 「《確 定 的 ク ラ ス 述 語 》 とい

う概 念 」 が 「不 十 分 」 で あ り,さ らに,こ の概 念 につ い て,ツ ェル メ ロ の

説 明 す る,「 あ る確 定 した 言 明」 が 「一 意 に,か つ 恣 意 的 で な くそ の 成立 が

決 定 す る」 とい う表 現 が 曖 昧 だ とい うこ とで あ る.こ れ ら ワイ ル か らの 引

用 に対 応 す る,「 ツ ェル メ ロの説 明」 の箇 所 を 見 てみ よ う.問 題 とな っ て い

る この 箇 所 で,ッ ェ ル メ ロは,次 の よ うに こ の 「確 定 的 」 とい う概 念 を定

義 して い る:

あ る問 い,な い し言 明assertionEが 確 定 的 だ と言 わ れ るの は,そ の領
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域 の根 本 的 諸 関係 が,諸 公 理,及 び普 遍 的 に妥 当 な論 理 諸 法 則 に よ っ

て,恣 意性 の 余 地 な くEが 成 立 す るか しな い か を確 定 す る場 合 で あ る.

同様 に 「ク ラス述 語 」E(x)… が確 定 的 だ と言 わ れ る の は,E(x)が,ク

ラスRの どの 一 つ の 個 体xに つ い て も確 定 的 で あ る場 合 で あ る.例 え

ば,aεbで あ る か ない か とい う問 い は,M⊆Nで あ る か な い か とい

う問 い と同様 に,常 に確 定 的 であ る.(Zermelo[1908a]201)

ッ ェ ル メ ロ は,上 の 引 用 箇 所 に 先 立 ち,我 々 に 許 され る 「根 本 的 諸 関係 」

と して,「a=b」 及 び 「a∈b」 とい う関係 に のみ言 及 して い る(Zermelo

[1908a]201).つ ま り,上 の 引 用 箇 所 にお い て ツ ェル メ ロ は,そ れ ら 「根

本 的 諸 関係 」 で あ る 「aeb」 及 び 「a∈b」 に よって構 成 され た単純 な原

子 的 述 語 に関 して は,「 そ の領 域 の」 す べ ての 対 象 につ い て,そ の真 偽 が 確

定 し得 る もの で あ る こ と を宣 して い るの で あ る.ま た一 般 に,原 子 的 述 語

が,今 述 べ た 意 味 で 確 定 的 な もの で あ れ ば,そ れ らの原 子 的述 語 を論 理 結

合 子 に よっ て 結 合 した複 合 的 述 語 に つ い て も,皆 確 定 的 で あ る と見 な され

る.そ れ 故,そ れ ら 「=」 と 「∈」 を含 ん だ 単純 な 諸述 語 に加 え,そ れ ら

の 単純 な述 語 か ら,現 在 一 般 に論 理 定 項 と して考 え られ る,否 定(一),か

つ(〈),ま た は(〉),な らば(⇒)及 び量 化 子 な ど を適 用 す る こ とに よ

っ て得 られ る複 合 的 諸 述 語 も,す べ て先 と同 じ意 味 で確 定 的 で あ る とい う

こ とが 導 か れ るで あ ろ う.だ が,1908a論 文 の こ の箇 所 で 述 べ られ た ,ッ ェ

ル メ ロの 「確 定 的 」性 質 とい う概 念 の 不 明 瞭 で あ る こ とは,ワ イ ル以 後 も,

多 くの研 究 者 に よ って しば しば 指 摘 され て い る(Fraenkel-Bar-Hillel37f.
,

Heijenoort[FG]199,285,Skolem292f. ,Fraenkel286).特 に,フ レ ン

ケ ル(A.A.Fraenkell891-1965)及 び ス コ ー レ ム(T.Skoleml887-1963)

は,ほ ぼ 同 時 期 に(1921及 び1922),そ れ ぞ れ 独 立 に こ の 「確 定 的 」 性 質 に

関 す る 曖 昧 さ を 修 正 し,ツ ェ ル メ ロ の 分 出 公 理 に 代 え て,置 換 公 理 を設 定

し た(田 中151,Fraenkel-Bar-Hillel37).で は,こ こ で 述 べ られ て い る

「確 定 的 」 性 質 は,い か な る 意 味 で 曖 昧 な の か.

3.1「 確 定 的」 性 質 の 不 明 瞭性 一 体系Zに おける特定言語の欠如

まず 指 摘 す べ きで あ る の は,ツ ェ ル メ ロ が,我 々が こ こで 用 い る こ との

で きる 言語 を特 定 して い な い,と い う点 で あ る.ツ ェ ル メ ロの上 の 引用 箇
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所 か ら見 る限 り,ツ ェル メ ロ は 《諸 公 理 》 と 《論 理 諸 法 則 》 に訴 え て は い

る もの のs実 際 に体 系Zで い か な る 言 明 が 形 成 され 得 るの か に つ い て は,

あ たか も 自明 で あ る か の よ うに述 べ て い る のみ で あ る.確 か に ツェ ル メ ロ

は,「a=b」 及 び 「a∈b」 とい う関係 を,我 々に 許 され る 「根 本 的 諸 関

係 」 と して定 め て は い る.し か し,ツ ェル メ ロが この論 文 全体 で 記 述 して

い る こ とか らは,我 々 は確 定 的 な 言 明 は お ろ か,ど ん な言 明 を も得 る こ と

は で きな い.な ぜ な ら,我 々が こ こで用 い て よい 言語 が 実 際 に は特 定 され

て い ない ため,い か な る 言 明 の 形 成が 可 能 で あ る の か 決 定 で き ない か らで

あ る.一 般 に,何 らか の理 論 を成 立 させ よ う とす る時,そ の理 論 で 扱 わ れ

る 言 明 の 範 囲 が 定 め られ ね ば な らな い で あ ろ う.そ の た め に は,ま ず 対 象

言 語 を特 定 す る手続 きが必 要 で あ る.ツ ェル メロの1908a論 文 に は,現 在 で

は 当然 と さえ言 え る こ う した視 点 が 欠 け て い る.

ワイ ル の批 判 の 一 つ は,ツ ェ ル メ ロの 「確 定 的 」 な る 言 明 につ い て の 不

明 瞭 さが,こ う した 言 語 特 定 の 欠 如 と結 び 付 い て い る とい う点 に 向 け られ

た もの で あ る,と 解 釈 で き よ う.ワ イ ル は,論 理 学 が 数学 に と って 必 要 不

可 欠 な もの で あ り,極 め て重 要 な役 割 を果 た す もの で あ る こ と を,当 時 既

に,は っ き りと認 識 して い た.よ り具 体 的 に 言 え ば,数 学 研 究 とい う我 々

の 活 動 が,あ る意 味 で 言 語 を手 段 とす る もの で あ る とい うこ と,さ らに,

言 語 に よ って 表現 され る各 命 題 間 の 推 論 規 則 を抜 きに して は,数 学 が 成 立

し得 な い とい う こ とへ の 洞 察 か ら,そ れ らの推 論規 則 を研 究 対 象 と して扱

う論 理学 の重 要性 が 十 分 に意 識 され て い た とい うこ とで あ る.

論 理 的推 論 が 持 つ,認 識 論 的 方 法 上 の 意 義Dieerkenntnistechnische

Bedeutungは,明 白 な もの で あ り,か つ既 に広 く知 られ る と こ ろ と な

って い る.そ して また,演 繹 的 方 法 が,ま さ に数 学 に対 して 果 たす 役

割 につ い て も周 知 の こ とで あ る.(Weyl[DK]10)

ワ イルが,『 連続 体 』 を出版 す る に先 立 ち,1910年 に行 った講 演 にお い て も,

論 理 学 を 重 視 す る と い う基 本 的 姿 勢 は,明 確 に提 示 され て い る(Weyl

[1910]).1910年 代 当 時,フ レー ゲ や ラ ッセ ル,ホ ワ イ トヘ ッ ド(A.N.

Whitehead1861-1947)等 の 論 理 主 義 的 プ ロ グ ラ ム を除 い て(Russell-

Whiteheadの 『プ リ ンキ ピア 』 は1910-133}),数 学 と論 理 学 との 関 係 付 け

を主 張 した研 究 は,余 り知 られ て い な い.先 に触 れ た フ レ ンケ ル や ス コー
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レム らの研 究 が,い ず れ も1920年 代 に入 って か ら発 表 され た もの で あ る こ

と を思 え ば,特 に数学 者 の 立場 か ら,数 学 研 究 を行 な うため の 必 須 の手 段

と して 論 理 学 を捉 えて い た とい う点 で の ワイ ル の先 駆 性 は,注 目に値 す る

と言 え よ う.こ う した ワ イル の立 場 か らす れ ば,ツ ェル メ ロ に よる集 合 論

に論 理 学 的 考 察 の 欠如 して い る こ とは,看 過 す る こ との で きな い欠 陥 の 一

つ で あ っ た に違 い な い.ツ ェ ル メ ロ の 「確 定 的性 質 」 に 関 す る曖 昧 さは ,

一 つ に は こ う した特 定 言語 の 欠如 に由 来す るの で あ る
.

3.2《 性 質 》 と要 素関 係

だ が,ワ イル が ツ ェ ル メ ロの 「確 定 的性 質 」 に 関す る不 明 瞭 さ を指 摘 し

た の は,特 定 言 語 の 欠 如 とい う点 を批判 す る ため だ けで は な い.恐 ら くッ

ェル メ ロ に と って も,言 語 に関 す る こ う した 批 判 は,彼 の体 系Zの 持 つ 本

質 的 な 問題 を突 い た重 要 な指 摘 で あ る とは,受 け取 られ なか った で あ ろ う.

上 で見 た通 り,我 々 もこの 問 題 に 関 して は,ツ ェル メ ロの 体 系 に対 して 十

分 に好 意 的 な解 釈 を与 え る こ とが可 能 で あ った.ま た実 際,ス コー レムが,

許 容 され る述 語 を一 階 の 言 語 に 限定 した こ と も,体 系Zに お け る こ う した

言 語 特 定 の 問 題 に対 して,ワ イ ル と共 通 した 意 図 に基 づ くもの か 否 か は別

と して も,一 応 の 決 着 を与 え た もの と解 釈 で き る(Skolem ,Heijenoort

[FG]285,Shapiro177ff.).こ れ に対 しこ こで さ らに注 目 した いの は,先

に確 認 した よ うに,ッ ェ ル メ ロが 自身の 体 系 に お け る 「根 本 的 関係 」 の 一一

つ と して,要 素 関係 を導 入 した とい う点 で あ る.こ の こ とは何 を意 味 す る

で あ ろ うか.

この 問 題 を考 察 す る に 当 た り,ワ イ ル と ツ ェ ル メ ロの 体 系 を比 較 して,

そ れ ぞ れ の体 系 にお け る要 素 関 係 の 位 置付 け に関 す る違 い を見 る こ とに し

よ う.ま ず ワイ ル の 立 場 にお い て は,集 合 と は 《性 質 の 外 延 》 で あ り,い

か な る 集 合eも,何 らか の性 質Eに 基 づ い てe={xlE(x)}と して導

入 され る.ま た従 って,ワ イル の体 系 に お い て あ る式 が,何 らかの 集 合 を

表 示 す る単 純 な 名前 を含 ん で い た と した ら,そ の 式 は必 ず 採1Φ(X)}

とい う形 に書 き換 え られ るので なけれ ば な らない.す な わ ち,

3)Russell,B.andWhitehead,A.N.PrincipiaMathematica,CambridgeUniv.Press ,
1910-13.
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a∈e⇔a∈lxlE(x)}

す る と包 括公 理 に基 づ き,さ らに次 の書 き換 えが可 能 で あ る:

E(a)⇔a∈1xlE(x)}

この式 の 右 辺 は,対 象aが 性 質Eの 外 延 の 要素 で あ る こ と を表 わ して い る.

左 辺 で は,対 象aが 性 質Eに よ って 述 語 付 け られ て い る.ワ イ ル に とっ て

要 素 関係,つ ま りあ る対 象aが 《何 らか の集 合eの 要 素 で あ る》 と は,そ

の対 象aが 《性 質Eを 持 つ 》 とい う こ と を言 い換 え た に過 ぎ ない.ワ イ ル

の体 系 に お い て は,与 え られ た集 合 を規 定 す る性 質 が た とえ要 素 関 係 を表

わす 記 号 「∈」 を含 ん だ形 で 定 式化 され て い て も,上 の書 き換 え に よ って,

最 終 的 に そ れ らの 「∈」 の す べ て が 消 去 可 能 で あ る.つ ま り どの性 質 も,

「∈」 を全 く含 まない 形 で表 示 され 得 る ので あ るか ら,性 質 は 本 来要 素 関係

か らは構 成 され な い筈 で あ る.ワ イ ルの 体 系 で は 要 素 関 係 そ れ 自体 は根 本

的 関係 で は な く,対 象 と性 質(の 外 延)を 結 ぶ 「繋 辞copula」 に過 ぎない 。

「繋 辞 」 εは,語 られ た 文 「6は 素 数 で あ る 」 に お け る,「 で あ るis」

に相 当す る.(Weyl[1946〕4)

例 え ば今,空 集 合 φにつ い て考 え よ う.ワ イ ル の体 系 で は,集 合 が何 らか

の 性 質 の外 延 で あ る とい う原 理 は,当 然 空 集 合 に対 して も適 用 され る こ と

に な る.そ こで,0見 空 疎 で は あ る が,空 集 合 と は 《空 集 合 の 要 素 で あ

る》 とい う性 質 を持 つ もの た ち の集 ま りで あ る と考 え よ う.す る と ひ と ま

ず 空 集 合 は,φ={xlX∈ 副 と して 表 わ され る.さ らに,《 空 集 合 の

要 素 で あ る 》 と い う性 質 を 「member-Empty」 に よ っ て 示 す とす れ ば,

《aが 空 集 合 の 要 素 で あ る》 こ と を表 わ す 「a∈ φ」 は,上 の 書 き換 え に

従 い,次 の よ う に表 記 され よ う:

member-Empty(a)⇔a∈{xlx∈ φ}

この 式 だ け で は,右 辺 に お い て 空 集 合 を規 定 す る性 質 が 「x∈ φ」 に よ っ

て 表 示 され て い る ため,性 質 「member-Empry」 が,本 質 的 に要 素 関係 を

含 ん だ もの で あ る か の よ う に思 わ れ る.し か し ワ イル の体 系 にお い て,空

集 合 は 《自己 同 一 的 で な い 》 とい う性 質 の外 延 で あ る.す な わ ち,い か な

る対 象 も持 ち得 な い こ とが証 明 可 能 で あ る よ う な性 質 の外 延 と して捉 え る

の で なけ れ ば,そ もそ も空 集 合 とは何 で あ るの か理 解 され得 な い の で あ る.

す る とφ=#XlrX2X}で あ るか ら,aが 空集合 の要素で ある とは結 局,
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member-Empty(a)⇔a∈#xIrx=x}

⇔ 一a=a

と なる.か く して初 め に与 え られ た,《aが 空集 合 の要 素 で あ る》 こ とを表

わ した 論 理 式 「a∈ φ」 か ら,「ra=a」 へ の変 形 に よ って,「 ∈」 が 消

去 され た.ワ イ ル の体 系 にお い て は,他 の い か な る集 合 につ い て も空 集 合

の場 合 と同 様 に,要 素 関係 の 含 まれ ない 性 質 を用 い て 規 定 で きる ので な け

れ ば な らな い.ワ イ ル に と って 要 素 関係 そ れ 自体 は,性 質 そ の もの の構 成

に 与 らせ るべ き根 本 的 関係 で は な く,あ くまで性 質(の 外 延 〉 と対 象 と を

繋 ぐ役 割 を果 たす に過 ぎな い.

「 方 ツ ェル メ ロの体 系 で 空 集合 とは,そ もそ も公 理 「ヨy∀X(rX∈

y)」 に よ って その 存 在 が措 定 され る もの で あ り,何 らか の性 質 を元 に導 入

され るの で は ない.だ が こ こで ワ イ ルの 場 合 と比 較 す る ため に,ッ ェ ル メ

ロの体 系 にお い て 《aが 空 集 合 の 要 素 で あ る》 こ と を,あ え て上 の 表 記 法

に合 わせ て 表 わす とす れ ば,以 下 の よ うに な ろ う(Sは 何 らか の集 合 とす

る):

member-Empty(a)⇔a∈lz∈siヨy[∀x(rx∈y〈z∈y)」 ……i)

また こ こか ら,次 式へ と変 形 して み よ う:

member-Empty(a)⇔ ヨy[∀x(rx∈y〈a∈y)]… …--)

i)か らii)への こ の書 き換 え に よ って,ワ イ ルの場 合 と同様,i)に お いて 「a」

と 「#Z∈Slヨy[∀x(rx∈y〈z∈y)]}」 と を繋 い で い た 「∈」

は消 去 され た か に 見 え る.だ が,ii)の 右 辺 にお い て 《空 集 合 の要 素 で あ

る》 とい う性 質 を表 わす 複 合 述 語 「ヨy[∀x(rx∈y〈 ξ∈y)]」 に

まだ 残 っ て い る他 の 「∈」 に つ い て,こ こか ら さ らな る消 去 は で き ない.

「ξ ∈y」 の 「∈」 を消 去 す る ため に は,「y」 か ら 「#WIΦ(W)}」 とい

う形 へ の 書 き換 えが 可 能 で なけ れ ば な らな いが,「y」 は,こ の複 合 述語 全

体 をス コー プ どす る存在 量 化 に よ って 束 縛 され てお り,こ の 書 き換 えが不

可 能 だ か らで あ る.こ れ に対 し,i)とii)に 基 づ き

member-Empty(a)⇔ra=a… …iii)

が 証 明可 能 で あ る と言 われ る か も しれ な い.し か し既 に述 べ た通 り,こ の

体系 で 空 集合 とは,公 理 「ヨy∀x(rx∈y)」 に よ って,つ ま り 《い か

な る要 素 も含 まな い よ う なあ る 一意 に定 ま る集 合 》 と して規 定 され る もの
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で あ っ て,性 質 《自己 同 一 的 で な い 》 の 外 延 な の で は な い.《 空 集 合 の 要

素 で あ る》 こ と と,《 自己 同 一 的 で ない 》 こ と とが 同値 で あ る こ とを示 す

iii)の式 が成 り立 つ の は,性 質 《空 集 合 の 要 素 で あ る》 を持 つ もの も,《 自

己 同一 的 で ない 》 を持 つ もの も一切 存 在 せ ず,こ れ ら二 つ の性 質 の 共 外 延

的 で あ る こ とが 証 明 され るか らに 過 ぎな い.

こ こで取 り上 げ た性 質 《空 集 合 の 要 素 で あ る 》 に 限 らず,ツ ェ ル メ ロの

体 系 で は根 本 的 関 係 と して 要 素 関 係 と同0性 しか設 定 され て い ない た め,

分 出 に用 い られ る,ツ ェ ル メ ロが 「確 定 的」 だ と した性 質 は,原 則 的 に 要

素 関係 に よ って構 成 され て い る こ と とな る.そ して,そ の 要 素 関 係 は決 し

て 還 元 され る こ とが な く,式 に現 われ る 「∈」 は決 して消 去 され な い.体

系Zで は,例 え ば 「a∈{x∈slΦ(x)}」 とい っ た 式 が 登 場 して も,

「a」 と[x∈slΦ(x)}」 を繋 ぐ 「∈」 は,ワ イル の 言 う 「繋 辞 」 で は

な い.ま た 従 って,{x∈slΦ(x)}自 体,性 質 Φ の(Sに 制 限 され た)

外 延 と見 な し得 る よ う な もの で は ない.か く して,体 系Zに お け る集 合 は,

決 して 《性 質 の外 延 》 とは な って い な い.確 か に分 出公 理 は,形 式 的 に は

包 括 公 理 に制 限 を加 え た もの で あ り,そ の 制 限 に よ って ラ ッセ ルパ ラ ドク

ス が 防 止 され た の で あ っ た.だ が 我 々 は,包 括 公 理 と分 出公 理 の形 式 上 の

類 似 の み な らず,こ れ ら二 つ の公 理 が,《 性 質 の 外 延 》 と して の 集 合 と,

単 な る 《袋 》 と して の 集 合 とい う相 反す る集 合 観 をそ れ ぞ れ 反 映 した もの

で あ る こ とに も注 目す べ きで あ る.ツ ェ ル メ ロは,要 素 関係 を根 本 的 関 係

とす る こ とで 集 合 を単 な る 《袋 》 とす る見 方 を選 択 しs包 括 公 理 を実 質 的

に は放 棄 して い る.し か しそ の 一 方 で は,各 集 合 を何 らかの 集 合 の 部 分 集

合 と して分 出 す る に際 し,性 質 を用 い て 各 集 合 を規 定 す る とい う方 法 を取

り続 け て い るの で あ る.

3.3ワ イル の ツ ェル メ ロ批判

ツェ ル メ ロの 分 出公 理 に つ い て の 以 上 の 検 討 を通 じ,こ こ まで の とこ ろ

で 明 らか とな っ たの は,次 の二 点 で あ る:

1)ツ ェル メ ロ は包 括 公 理 を放 棄 し,集 合 を 《性 質 の外 延》 とは捉 え て

い ない.

2)体 系Zで は,要 素 関係 が 根 本 的 関係 と して性 質 を構 成す る.
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ワ イ ル は,こ れ ら二つ の 点 の いず れ に対 して も批 判 を向 け て い る .そ の ポ

イ ン トと は:

1')集 合 は 《性 質 の外 延 》 とすべ きで あ る.

2')要 素 関 係 は 《性 質 》 を構 成 す る根 本 的 関 係 で は な く,体 系Zの 性

質 は 《性 質》 と して認 め られ な い.

以 下,こ れ らの ワ イル に よる ツ ェル メ ロ批 判 の 根 拠 を順 に検 討 し,分 出公

理 に対 す る総 括 的評 価 を確 認 しよ う.

1')ワ イ ル が ラ ッセ ルパ ラ ドクス を前 に しな が ら,な お も集 合 を 《性 質

の外 延 》 とす る見 方 を保 持 した の は,そ もそ も集 合 を他 の概 念 で は捉 え ら

れ な い と考 え たた め で あ る.恐 ら くそ の根 底 に は,集 合 に 関 す る実 在 論 の

受 け入 れ を拒 否 す る とい う ワ イル の 基 本 的姿 勢 が あ る.か とい っ て,ワ イ

ル は 集 合 の存 在 を完 全 に否 定 す る訳 で は な く,性 質 を介 した 上 で の 集 合 の

存 在 は 認 め て い る.集 合 に対 す る こう した ワ イル の 立 場 を,中 世 の 普 遍 論

争 に お け る,実 在 論 と唯 名 論 の 中道 と して の 概 念 論 に準 え る こ と もで きよ

う4).も し集 合 を 《性 質 の外 延 》 とす る 見 方 を放 棄 す る の で あ れ ば,集 合

が 何 で あ る の か につ い て の 別 の 説 明 が 必 要 と な る.し か しツ ェ ル メ ロの体

系 で は,集 合 は諸 公 理 を満 た す 対 象 とい う以 外 に 説 明 の 手 段 を持 た な い.

ワイル に とって この説明 は,集 合の存在 を認め るの に不 十分 なので あ る.

2')だ が,集 合 を 《性 質 の外 延 》 とす る立 場 を維 持 す る な らば ,今 度

は パ ラ ドク ス に対 処 す る ため の手 段 が必 要 と な る.そ の ため に ワ イル が 取

っ た方 策 とは,《 性 質》 の構 成 方 法 を厳 密 に定 義 し,本 来外 延 を と って は

な らな い よ う な,正 当 な らざ る性 質 が もは や 出現 しな い よ う に集 合 論 ,と

りわ け解 析 学 を構 築 す る こ とで あ っ た.ワ イル が 要 求 す る性 質 の 正 当性 に

は,① 原 初 的 と認 め られ た性 質,及 び そ れ らの性 質 の み か ら 自身 の定 め る

厳 密 な構 成 法 に則 して得 られ た もの で あ る こ と,② 外 延 を と って もパ ラ ド

クス が 生 じな い と保 証 され る こ と,と い う二 つ の 条 件 が あ る と言 え る.条

件 ① を満 た す 諸 性 質 の 範 囲 を,過 不 足 な く,完 全 に条 件 ② の性 質 の 範 囲 と

一 致 させ られ る の か とい う問 題 は置 くと して
,い ず れ にせ よ ワ イル は,(性

質 に つ い て の 自身 の 定 め る構 成 法 が 適 正 で あ る と前 提 した上 で)少 な くと

4)W .V.0.ク ワ イ ン,20-22頁.
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も条件 ① に基 づ く限 り,パ ラ ドク ス は生 じな い と考 え る.こ の基 準 に照 ら

して現 行 の 集 合 論 ・解 析 学 を見 る と,重 要 な 定 理 と して通 用 して い る諸 言

明 の 内 に は,直 接 パ ラ ドクス と結 び付 か な い まで も,正 当 とは認 め られ な

い性 質 か ら成 る ものが 数 多 く紛 れ 込 ん で い るの だ と ワイ ル は主 張 す る.そ

の 典 型 が,い わ ゆ る非 可 述 的 と呼 ば れ る2階 量 化 を含 ん だ形 で 表 わ され る

も ので あ る.例 え ば 自然 数Nに 関 す る次 の 定 義 は,典 型 的 な 非可 述 的 定 義

の 例 で あ る:

Nx⇔ ∀Fl[FO〈 ∀y(Fy⇒FSy)]⇒Fx}

こ こ で は,定 め られ るべ き当 の 性 質N自 身 が,右 辺 のFの 一 例 と してそ の

量 化 域 に既 に含 まれ て お り,そ の 量 化 域 に対 す る量 化 を行 な う こ とで 性 質

Nの 定 義 が与 え られ て い る.ワ イ ル は こ う した 形 の 言 明 を悪 循 環 と見 な し,

実 質 的 な定 義 とは認 め ない.そ して,ラ ッセ ル パ ラ ドクス を引 き起 こ した

性 質 一(x∈x)も,や は り非 可 述 的 定義 の 典 型 例 の0つ で あ り,誤 っ た

生 成 過 程 を経 て得 られ た もの と考 え られ る.と こ ろ が,ッ ェル メ ロ の体 系

に お い て与 え られ る重 要 な性 質 の大 部 分 は,い ず れ も こ う した 非 可 述 的 な

形 で しか 表 わ され得 ない.こ こで は そ の仕 組 につ い て 詳論 で き ない が,大

まか に 言 えば,そ れ は ツェ ル メ ロが,前 節 で 見 た通 り,要 素 関 係 を根 本 的

関 係 と して設 定 した こ とに起 因す る.こ の こ とに よ り,ツ ェル メ ロ に よっ

て 与 え られ る"性 質"は,も は や ワ イ ル に と っ て の性 質 で は な く,ま た要

素 関係 も,ツ ェル メ ロの 体系 に お い て は対 象 と性 質(の 外 延 〉と を繋 ぐ 「繋

辞 」 と は なっ て い ない.そ れ に も拘 わ らず ッェ ル メ ロは,そ れ ぞ れ の集 合

の 分 出 に当 た り,"性 質"を 用 いて 規 定 す る とい う方 策 を取 る.分 出 公 理が

集 合 論 の公 理 と して 自然 で あ り,か つ 説 得 力 を持 つ もの と受 け 止 め られ る

の は,こ の 公 理 が 形 式 的 に は包 括 公 理 に制 限 を加 え た に 過 ぎな い もの で あ

り,ッ ェ ル メ ロが 集 合 を性 質 の外 延 とす る 見方 を保 った か に見 え る か らで

あ る.し か し,ッ ェ ル メロ の体 系 にお い て 集 合 は,実 際 に は性 質の 外 延 と

は な っ て い な い.こ う した 問 題 を抱 え る以 上,ワ イ ル に とって ッェ ル メ ロ

の 理 論 は,包 括 公 理 か らなぜ パ ラ ドクス が 生 じる こ と に な っ た の か,つ ま

り,集 合 論 そ の ものが 抱 える根 本 的 な問 題 の構 造 の 解 決 を何 ら提 示 した こ

と に は な らな いで あ ろ う.ツ ェル メ ロの 理 論 に対 す る こ う した批 判 的 見解

は,ワ イ ルが そ の 後 直 観 主 義 的,及 び形 式 主 義 的 思 想 変 遷 を経 た 後 も尚,
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一 貫 した問 題 意識 と して保持 し続 けた もの と見 て差 し支 え ない
.

Zの よ うな体 系 に対 し,そ れ は幾 つ か の ア ンチ ノ ミー の諸 原 因 につ い

て の真 の 洞 察 に基 づ い て い るの で は な く,周 知 の 諸 矛 盾 を避 け るの に

必 要 な最 低 限 の譲 歩 に よ っ て,カ ン トー ルの 元 来 の 考 え を一 時 的 に取

り繕 っ て い る の だ と して,反 対 す る こ と もで き よ う.実 際,今 の と こ

ろ は そ こか らいか な る 矛盾 も出 て きて い な い,と い う経 験 的事 実 以 外

に,Zが 無 矛盾 で あ るconsistencyこ と を保 証 す る もの は ない.

tWeyl[194b]11)

性 質 を集合 に 変換 す るconversionに 当た っ て,何 らか の制 限,す な わ

ち,ラ ッセ ル パ ラ ドク ス を防 ぐの に 十 分 な だ け厳 格 な,し か し,数 学

に対 して は で き る限 りの 自由 を提 供 す る よ うな制 限が 課 せ られ ね ば な

ら ない.こ う した態 度 は,全 実 用 主 義 的 で あ る;目 に 見 え る症 状 の 手

当 て は す るが,根 底 にあ る病 気 の 診 断 も しなけ れ ば治 療 も しな い.こ

う した 公 理 的 方 法 の 例 と して,真 っ先 に 挙 げ られ るの は ツ ェル メ ロの

体 系 で あ る(1908)… …(Weyl[1949]231,()内 原 文)

4ま と め

ワ イ ル は,分 出 公 理 につ い て の批 判 検 討 を通 じ,ツ ェ ル メ ロの体 系 の 抱

え る 以 上 の 問 題 点 を明 らか に した.で は,ワ イ ル 自身 の体 系 は実 際 に は ど

の よ う な もの で あ ろ うか.そ して そ れ は,ツ ェ ル メ ロの 体 系 以上 に我 々 に

豊 か な 内容 を提 供 す る,説 得 力 の あ る もの と な っ て い るか.と い うの も,

現在 の一 般 的 評価 に従 う な ら,ッ ェ ル メ ロ の体 系 は 豊 富 な数 学 的 対 象 を提

供 し得 る,強 力 な 集 合 論 体 系 とな っ て い るの で あ る.こ う した 点 も含 め,

ワ イ ルの 体 系 につ いて の検 討 は 次 な る課 題 と し,別 の 機 会 に改 め て 報 告 し

た い と思 って い る.

Nエ エーElectron■cL■brarySery■ce



TheSocietyofPhilosophyofTokyoMetropolitanUniversity

集合と性質 49

文 献 表

Weyl,H.【DK】DasKontinuum-Kritischei,1「"舵75μcl!媚8e而 わε而 εGμ 川 伽8ε"dε ア

Analysis,Veit,Leipzig,1918.

[TC]T'heContinuum-ACriticalExaminationoftheFoundationofAnalysis,#r.

byS.Pollard&T.Bole,NewYork:DoverPublications,Inc.,1987.

【GA】HermannWeylGesammelteAわ 加 π4'川18ε'1.1く.Chandrasekharan

(Hg.),Berlin:Springer-Veriag,1968.

[1910]"UberdieDefinitionendermathematischenGrundbegriffe,"

MathematischnaturwissenschaftlicheBlatter7,93-95and109-113,rep.

in[GAJVol.1,pp.298-304.

【1946】"MathematicsandLogic-ABriefSurveyServingasPrefaceto

aReviewofThePhilosophyofBertrandRussell,"AmericanMathematical

Monthly53,pp.2-13,rep.in[GASVol.IV,pp.268-279.

[1949]PhilosophyofMathematicsandNaturalSceience,Princeton:

PrincetonUniv.Press.菅 原 正 夫 他 訳 『数 学 と 自 然 科 学 の 哲 学 』 岩 波 書

店,1968.

Zermeio,E.[1908a)"lnvestigationsintheFoundationsofSetTheoryI(1908a),"

inHeijenoort[FG],pp.139-141.

Fraenkel,A.A.,Bar-Hillel,Y.etal.FoundationsofSetTheory.Amsterdam:

North-Holland,1984(1958}.

Hallett,M.CantorianSetTheoryandLimitationofSize.OxfordUniv.Press,

1984.

Heijenoort,J.v.(ed.}[FGJFromFregetoGodel.A.SourceBookinMathematical

Logic,HarvardUniv.Press,1879-1931.

Shapiro,S.FoundationswithFoundationatisni-ACaseforSecond-order

Logic,Oxford:ClarendonPress,1991.

Skolem,T."SomeRemarksonAxiomatizedSetTheory(1922},"inHeijenoort

[FG],pp.290-301.

W.V.O.ク ワ イ ン 『論 理 的 観 点 か ら 一 論 理 と 哲 学 を め ぐ る 九 章 』 飯 田 隆 訳,勤

草 書 房,1gg6(1gg2).

岡 本 賢 吾 「論 理 主 義 は 何 を す る の か 」 『科 学 哲 学 』34-1,日 本 科 学 哲 学 会2001,

7。19頁.

田 中 尚 夫 『選 択 公 理 と 数 学 』 遊 星 社,1990.

戸 田 山 和 久 「〈つ く ら れ た も の 〉 と し て の 集 合 」 『哲 学 』5,1988年 冬 号,哲 学

書 房,49-64頁.

Nエ エーElectrOnicLibraryService


