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1

第1章

序論

1.1研 究背景

近年 の情報通信 ネ ッ トワーク技術の目覚 ましい発展 と普及 に伴 い,個 人が場所や時間を問わ

ずインターネッ トに接続で きるデバイスを常に携帯 す るこ とが当た り前になっている.ま た,

ソー シャルネ ッ トワーキングサービスなどの利用の高 ま りよって巨大な社会ネ ッ トワー クの構

造 を観測す るこ とが可能 になっている 国.そ の ような巨大で複雑 なネ ッ トワー クは複雑ネ ッ

トワー クと呼ばれ,複 雑ネ ッ トワー クを対象 とした研究は一つの研究学問 として多 くの研究者

を魅了 し,情 熱を注がせ る対象であ る[2].複 雑ネッ トワー クは数学,社 会学,生 物学な ど様 々

な分野か ら研究対象 としてアプローチされている[3,4].そ の中で も,グ ラフ理論 を基礎 とし

たネッ トワー ク分析 に対するアプローチはネッ トワークグラフの普遍的な性質を明 らかにす る

のに効果的な手法である[5,6,7].

グラフ理論での グラフとは,ノ ー ド(点)と リンク(辺)に よってネ ッ トワー クを記述 した も

ので ある(図1.1).グ ラフ理論は1736年 にオイラーがケーニ ヒスベ ル ク問題 を証 明す る際に

グラフを用いた ことによって切 り開かれた分野である[8,9].グ ラフ理論 によって グラフの解

析 的な取 り扱 いが可能 にな り,1959年 にエルデシュ とアルフレッ ド ・レーニ ィが考案 した ラ

ンダム グラフ(ERモ デル)な どは興味深い性質を有 していた[10】.

一方で
,現 実社会 のネ ッ トワー クの構造(社 会ネ ッ トワー ク)を 探 る研究 は社会学分野 を中

心 に行われた.1960年 代 にハーバー ド大学の社会心理学者 ミル グラムによる大量 のサ ンプル

実験によってスモールワール ド現象を確認 した実験 が行われた.こ の実験 は全 く面識のない二

人が何人の知人を辿 ってい くとつなが ることがで きるか を調 べた社会実験で,平 均で6人 の

知人 を介す るだけでつ なが るこ とがで きるとい う結果を得た.こ れは 「六次の隔た り」 といわ

れ,最 も有名なスモールワール ド現象の一i例である[11】.

また1970年 代 にハーバー ド大学の大学院生の グラノベ ッターの転職 に関す る実験 に よって

も社会ネ ットワー ク分析は発展 をみせ た.こ れは,人 々が職探 しをする際に有効な紹介者,情
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図1.1=ノ ー一ドと リンクに よっ て記述 された ネ ッ トワー ク

報提供者 となることが多いのは,家 族や会社の同僚の ような普段親密 に接 してい る身近 な人間

とのつなが りであ る 「強い紐帯 」で はな く,学 生時代の古い友入や取 引先の数回 しか話 した こ

とのない ような普段 あま り接す ること無 い人間 とのつなが りで ある 「弱い紐帯」であることを

明 らか に した.こ れは 「弱い紐帯の強み」 と言われる[12】.

社会 学分野で様 々な社会 ネ ッ トワー クに共通す る性質が発見 され る一方 で,1990年 代 に

コーネル大学の大学院生のワ ッツ と同大学教官のス トロガッツによって 「ワッツ ・ス トガ ッツ

モデル」(WSモ デル)と い うグラフの数学モ デルが考案 され る.こ れ はスモール ワール ド現

象への理論的な解析を試み ることを可能に したそれ以前にはない数学 的手法 を取 り入れた研究

であ る.こ れは現実社会の様 々なネ ッ トワー クに対 して共通な性質である,ス モー一ルワール ド

性 と 「友達 の友達 は友達」 といった クラス タ性 の両方 の性質 を満 たす数学モデルであ る[13].

このモデルの構築 は様 々な分野でのネッ トワー クを考 える上で大 きな注目を集 め,複 雑ネ ッ ト

ワー クの研究,グ ラフ理論 においてひ とつのブレイ クスルー となった.



1.2研 究目的3

さらに,ほ ぼ同時期 にバ ラバ シによって 「バ ラバ シ ・アルバー トモデル」(BAモ デル)が 考

案され る.現 実の複雑ネ ッ トワー クが もつスモール ワール ド性 とクラス タ性以外の重要 な性質

であるスケールフ リー性 をもつ グラフの数学モデルである[14].ス ケールフ リー性 とはグラフ

の次数分布 に関す る性質である.グ ラフの次数 とは各ノー ドが もつ リンク数であ る.グ ラフの

次数kと 正の定 数 α とす る と,次 数分布P㈹ がP(k)(xk一 αに比例 す るときスケール フ

リー性 を もつ(ス ケール フリー グラフ).ス ケールフ リー性 を有 するネ ッ トワー クは様 々な具

体例が見つかっている.男 女の性的関係,WWW,学 術論文の共同執筆数な どでが あ り,こ の

モデルは前述のWSモ デルに比べ,社 会学的なネ ッ トワー ク構造の観点か ら意義 の強いモデ

ルであるといえる.

WSやBAモ デルの もつ性質はネッ トワー クの性質は社会ネ ッ トワー ク以外の様 々な分野の

大規模複雑ネ ッ トワー クにも確認 され,様 々なネ ッ トワー ク研究 の基礎 となっている.グ ラフ

理論 は生物学,化 学,物 理学,社 会学な ど,分 野 を問わず様 々なネ ッ トワークを考 える上で応

用 されている[21,22,23].

1.2研 究 目的

スペ ク トル グラフ理論ではラプラシアン行列 と呼ばれ るネ ッ トワー クの グラフ構造 を含んだ

行列の固有値,固 有ベ ク トルが グラフ分析に利用 され る[15].行 列の固有値や固有ベ ク トルを

利用 したグラフ分析 の基礎 はホフマンと ドナー トらによって考案 された[16].

スペク トル グラフ理論で は0で ない最小固有値 と固有ベ ク トルが グラフの連結性 を示す指

標 として知 られてい る.例 えば,第2章 で も論 じるが,ラ プラシアン行列の最小の固有値は0

にな り,最 小固有値 の重複数がグラフの連結数に一致す ることが知 られてい る.さ らに,2番

目に小 さい0で ない固有値 に属 する固有ベ ク トルはフィー ドラーベ ク トル(Fiedlervector)と

呼ばれ る.フ ィー ドラーベ ク トルを分析することである特定の リンクを抽出す ることがで きる

[17,18,19].フ ィー ドラーベ ク トルはグラフの クラスタ構造 を抜 き出す ことがで き・ グラフ分

割問題 にも応用 される[20].

また,フ ィー ドラーベ ク トルに よって抽出で きるリンクは社 会ネ ッ トワー ク分析 に利用 さ

れ,上 述 した社会学 的に重要 なクラスタ間を結ぶ リンク(弱 い紐帯)の 特定 に利用す るこ とが

できる.

ラプラシアン行列の小 さな固有値や フィー ドラーベク トルを用 いた社会 ネッ トワー ク分析へ

の応用が進んでい る一方で,ラ プラシアン行列の大 きな固有値や それに属す る固有ベ ク トルの

社会ネ ッ トワーク分析への応用 は十分に行われていない といえる.そ れは,未 だにラプラシア

ン行列の固有値や固有ベ ク トルの性質 と対応す る社会ネ ッ トワー クを記述 した グラフ構造 との

関係の理解が不十分 な為 だ と考え られる.

そ こで,本 稿ではラプラシアン行列の正の最大固有値に属す る固有ベ ク トルを分析 し,実 際
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のグラフ構造 との関係 を明 らかにすることを 目的 とす る.

1.3構 成

本論文 の構 成 は以下 の通 りであ る.第2章 では,ラ プ ラシア ン行 列の概要 につ いて述べ,

ネ ッ トワー クグラフを代数的に取 り扱 う方法を述べ る.ま た ラプラシアン行列の固有値や固有

ベ ク トルを分析す ることで得 られ るグラフの性質について も述べ る.さ らにラプラシアン行列

の固有値 問題 とラプラシア ン行列の二次形式の関係について論 じる.第3章 では,ラ プラシア

ン行列の固有値問題 を踏 まえ,ラ プラシアン行列の最大固有値 に属 す る固有ベ クトルが どのよ

うなグラフの構造 を表 しているかを実験 によって調査 した結果を示す.第4章 では,ラ プラシ

アン行列の固有値 問題 とパ スグラフの ノー ドの重みの最適配置を証明を行 う.第5章 に結論 を

述べ る.
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第2章

ラプラシアン行列の概要

本章では,本 稿 で用 い るラプラシア ン行列の定義や性質 につ いて[15]に 基づ き述べ る.次

に,ラ プラシアン行列のスペ ク トル とノー ドの重みの関係 に関 して述べ る.

2.1ラ プラ シアン行 列 の基礎

2.1.1ラ プ ラ シア ン行 列 の 定義

グ ラ フを代 数 的 に扱 う方 法 の一 つ と して 行 列 を用 い て グ ラ フ構 造 を表 現 す る方 法 が 存 在

す る.本 稿 で は 無 向 グ ラ フを分 析 に用 い る.無 向 グ ラフ をGと し,n佃 の ノー ドの集 合 を

V={0,1,_,n-1},リ ン クの集 合 をEと す る.ノ ー ドiか ら ノー ド」 をつ な ぐリン クが

存 在 す る とき(i,の ∈Eで あ る.こ の とき隣接 行列(adjacencymatrix)Aは 以下 の よ うに定

義 され る.

ん・一{1撫i二E (2.1)

隣接 行 列 は グ ラ フGの リン ク情 報 を記 述 した行列 で あ る.例 え ばAk(k=0,1,2,3,...)の

(i,」)成 分 は,グ ラ フG上 の ノー ドiか ら ノー ド 」へ の長 さkの 経路 数 を表 して い る.図2.1

の よ うな グ ラフの ノー ド0か ら ノー ド4へ の長 さ2の 経 路 数 は 図2.1の 隣 接 行 列 の式2.3の

(1,5)成 分 を見 れ ば 知 る こ とがで き る.式2・3の(1,5)成 分 は3な の で ノー ド0か らノー ド4

へ の長 さ2の 経 路 数 は3で あ る.実 際 の経路 は図2.2で あ る.
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図2.1:グ ラ フ
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(a)経 路1 (b)経 路2

(c)経 路3

図2.2:長 さ2の ノー ド0か ら ノー ド4へ の経路

この よ うに,隣 接 行 列 は グラ フの性 質 を代 数 的に調 べ る こ とに利用 可 能 で あ る.

次 に,ノ ー ドi(i=0,1,_,n-1)の 次 数 をdiと した とき,次 数 行 列(degreematrix)D

は以下 の よ うに定 義 され る.

Diゴ=diδiゴ

δ乞ゴ は ク ロネ ッ カ ー の デ ル タで,

喝一{1翻

となる関数であ り,単 位行列1の 成分である.

以上の隣接行列 と次数行列か らラプラシアン行列 五 は以下のように定義 される.

(2.4)
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五:=五)-A(2.5)

ラプ ラ シ ア ン行 列 は グ ラ フ ラプ ラシ ア ン(graphlaplacian)と も呼 ばれ る.ラ プ ラシ ア ン行 列

も隣接 行 列 同様 に,グ ラ フの 性 質 を代 数的 に調 べ る際 に有 用 な行 列 で あ る.図2.3は ノー ド数

4の グ ラフか らな る ラ プ ラシア ン行 列の例 で あ る.

ー
0

0

0

り
4

例

0

0

3

0

列

フ

一丁そ

ラ

0

2

0

0

数

グ

3

0

0

0

次

の
ー

の

く

く

=D

ー
■⊥

0

1
⊥

0

1

1

0

1

列行

1

0

1

0

接隣

0

1
↓

■⊥

-
⊥

ー

切(

=/1

ー
　
　

　
　

一
〇

一
2

列

1

1

1

行

一

「
3

一

ンア

d

2

d

o

"プ

3

d

d

4

ラ

ー

の(

=ム

図2.3:ラ プ ラシア ン行 列 の例

2.1.2ラ プ ラ シ ア ン行 列 の性質

無 向グラフか ら定義 され るラプラシアン行列は実対称行列 とな る.実 対称行列の性質 として

以下の ものがあ る.

● 固有値は,重 複す る(縮 退 する)場 合で も区別 して数えれば,全 て実数で η個存在する.

● 異なる固有値 に属す る固有ベ ク トルは直交す る.

● 同 じ固有値 に属 す る固有ベ ク トルも,適 当な方法で直交化す ることができ,π 本 の長 さ

1の 固有ベ ク トルはn次 元空間の正規直交基底 を張 る.

さらに ラプラシアン行列の他 の性質を以下 に示す.

ラプラシアン行列の0固 有値 の重複(縮 退)に ついて,以 下の式

五記=λ 忽 (2.6)
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につ いて考 察 す る.ラ プ ラシア ン行列 の定 義 よ り,各 行 の行 和が0に な るの で,x=

t(1
,1,1,...,1)は 固有値0の 固有ベ ク トルである.グ ラフGが 非連結である とき,ラ プラシ

ァン行列の成分 を連結成分 ご とに ブロ ック対角化できるので,固 有値0の 重複数 はグラフG

の連結成分数 に等 しくな る.

また,固 有値 の範囲につ いて,ラ プラシアン行列の固有値 は全て0以 上の実数で与 えられ,

以下の ように示す こ とがで きる.ノ ー ドi(iニ0,1,_,n-1)に 重みCiを 与 え,隣 接 する

ノー ド(i-」)の 重みの差(Xi一 餌ゴ)を考える.グ ラフG全 体での重みの差の自乗和 を以下の

ように定義す る.

F({Vi})・ 一 Σ(Xi-xゴ)2≧0(2・7)

(i"')∈E

和の範囲(i,の はGの 全ての リンクに関する和 を表す.次 に各 ノー ドの重 みを成分に もっ列

ベク トル 忽 を以下の ように定義す る.

X:=t(XO,ω1,ω2,_,Xn_1)

こ こ でt(・)は 転 置 を表 して い る.ま た,2Xirj=ω 乞賜+銑 賜 と分 解 す る と

F({Vi})一 Σ((Vi)2+@ゴ)2-2鋤)

(z,3)∈E

一Σdi(Xi)2一 Σ ・・吻 一 Σ 雛

i∈E(t,3)∈E(i,ゴ)∈E

す な わ ちF({ci})は ラプ ラシ ア ン行 列 の二次 形 式(quadraticform)で

F({ω 乞})=txLx

(2.8)

(2.9)

と記 述 で き る.式(2.7)か らラ プ ラシ ア ン行 列Lは 固 有 値 が 全 て 非 負 で あ る非 負 定 値 行 列

(non-negativedefine)で あ る.

2.2ラ プラシアン行列の固有値問題

本節で は,本 稿の分析 の主題であるラプラシアン行列の最大の固有値 に属す る固有ベク トル

と式(2.7)の 対応 関係 について述べ,本 稿の主題で もあ るラプラシアン行列 の最大固有値 に属

する固有ベ ク トルを分析 す る意義 について論 じる.

ノー ドの重 みを成分 に もつ ベ ク トルxの 大 き さをlxl=1と した制約条 件下 にお け る
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F({Xi})の 停留値問題 を考え る.ラ グランジュ未定乗数法 を導入 し

を定 義 し,

で あ る.

Φ(x・λ):-F({Ci})一 λ(ぴ 一1)

一晶 幅 声一λ(Σ ω…-1

i∈v)

∂Φ/∂ri=0と ∂Φ/∂λ=0を 解 けばよい.こ こで λ はラグランジュの未定乗数

∂響 一黒2幅)-2Axi-・

∂響 一ぴ 一1-・

こ こで,∂ 乞は ノー ド 乞の 隣接 ノー ドの集 合 で あ る.整 理す る と

Σ(伽 ㊥ 一λXi,Σ ω暑一1
ゴ∈∂ii∈v

さ ら に

Σ@仁 吻 一DiXi一 Σxゴ ー λVi

ゴ∈∂乞 ゴ∈∂芭

とな るので,ラ プラシアン行列 を用いる と制約条件1副=1の もとで

Lx=λx(2.10)

を満たす λ と 記 を求 める問題 に,す なわちラプラシアン行列の固有値問題 に帰着する.ラ グ

ランジュの未定乗数 λ は ラプラシア ン行列の固有値 になってお り,最 大固有値 と最小固有値

はそれ ぞれF({Ci})の 最 大値 と最小値に対応す る.ま た,式(2.10)を 満たすxは 固有値 λ

に属す る固有ベ ク トルである.

本稿では,ラ プラシアン行列の最大固有値 とそれに属す る固有ベク トルについて グラフ構造

との関係 を調査す る実験 を行 う.ま た,関 数F({Xi})と ラプラシア ン行列の固有値 問題 との

対応 関係 によって実験結果 の理論的考察 を行い,ラ プラシアン行列の固有ベ ク トル とグラフ

構造 との対応関係を明 らかにする.

2.3代 数 的連結性 とフィー ドラーベ ク トル

本節では,ラ プラシア ン行列の固有ベ ク トル を用 いた グラフ構造 の分析例 として,「 代数的

連結性」 とラプラシアン行列の0で ない最小固有値 とそれに属す る 「フィー ドラーベ ク トル」
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と呼ばれ る固有ベ ク トルに関 して述べ,ラ プラシアン行列の小 さい固有値 に属す る固有ベ ク ト

ルの分析例 とグラフ構造の関係 について紹介する.

ある無 向グラフGに つ いて考 える.(7ラ プラシアン行列 の固有値 を小 さい順に番号 をっ

けて

0=λo≦ λ1≦ λ2≦ … ≦ λn_1

とする.も しグラフGが 連結である場合,ラ プラシアン行列の固有値0の 重複数は1,λo=0,

λ1>0と なる.こ の λ1と それに属す る固有ベ ク トルに関 して,グ ラフの連結性 を変化 させ

た ときの値の変化 を分析 する.

仮 に,リ ンクを除去 することによってグラフGを2つ に分割 した とす る.す るとグラフの

連結成分 は2で あ り λ1=0と なるはずである.強 固に結びつ いた グラフで は λ1の 値 は大 き

く,2つ の クラスタ同士 を結ぶ リンクが1本 しか ないような分割 が容易 に行 え るグラフでは

λ1が 小 さ くなる.つ ま り,λ1は グラフの連結 の強 さを表す指標 としてみなす ことがで きる.

連結 であるグラフの0で ない最小 固有値 λ1は 代数的連結性(algebraicconnectivity)と 呼ば

れ る[17].

図2.4は 図2.5の ように グラフの連結性の強 さを変化 させた ときの代数的連結性 λ1の 値の

変化 を示 したものであ る.連 結性の強 さに応 じて λ1が 変化 してお り,最 終的に完全 に分割 さ

れたグラフでは代数的連結性 の値が0に なる様子 を示 してい る.
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(a)グ ラ フA (b)グ ラ フB

(c)グ ラフC (d)グ ラフD

図2.5:連 結 性 の変 化

また,λ1に 属 す る固 有ベ ク トル は フ ィー ドラーベ ク トル と呼 ばれ る.フ ィー ドラー ベ ク ト

ル を分析 す る こ とで クラス タ構造 を抽 出 した り,ク ラス タ問 を結 ぶ リン クを特定 す る こ とが で

き る.図2.6,2.7は フ ィー ドラーベ ク トルの 分析 例で あ る.図2.6の グ ラ フに対 す る フ ィー ド

ラーベ ク トル の計 算結 果 が 図2.7で あ り,ベ ク トル成 分 を各 ノー ドの 対応 して 並べ た もので あ

る.ベ ク トル成 分 は3つ の グルー プに分か れ てい る.図2.7の フ ィー ドラー ベ ク トル に よ る グ

ル ー プが 図2.6の ク ラス タ群 に対応 して い る.

グラ フ構 造 の観 点で は フ ィー ドラー ベ ク トルを利用 した分 析 が広 く知 られ,グ ラフ分割 は画

像 処 理 な どの様 々 な分 野 に応 用 され て い る[24].
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図2.6:3つ の ク ラス タか らな る グラ フ

14
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第3章

ラプラシアン行列の最大固有値に属

する固有ベク トルが表すグラフ構造

の実験的考察

本章で は,ラ プラシア ン行列の最大固有値に属す る固有ベ ク トルが表 すグラフ構造を実験 に

よって調査,考 察 した結果 を述 べる.

3.1リ ンクの存在 に関 する予想 と実験

ラプラシアン行列の最大固有値 に属 する固有ベ ク トルの性質 として以下の性 質が成 り立つ と

予想 した.

● ラプラシア ン行列の最大固有値に属する固有ベ ク トルについて,そ の要素が最大 と最小

となる要素に対応す るノー ド間には リンクが存在 している.
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図3.1:グ ラ フC
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図3.2:モ デ ルC最 大 固 有 値 に属 す る 固 有 ベ ク トル

図3.1の グラフを用 いて実験の手順 と見方 につ いて説明する.図3.1の グラフに対応 するラ

プラシア ン行列 を作 り,最 大固有値 に属する固有ベク トルを計算す る(数 値計算にはPytllon
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の拡張モ ジュールNumPyで 行 った).図3.2は 計算 した固有ベ ク トルをソー トしてプロ ッ ト

した ものである.た だ し,図3.2の 横軸 は固有ベク トルの要素 と対応 するノー ドのIDで あ る.

その固有ベ ク トル要素の最大 と最小に対応するノー ド間に リンクが存在するかを確認す る.図

3.2の 最大要素に対応す るノー ドIDは ノー ド3,最 小要素に対応す るノー ドIDは4で ある.

図3.1で 確認 す ると実際 に固有ベ ク トルの最大 と最小要素の ノー ド3-4間 に リンクが存在 し

ているこ とが確認 できる.

以上の ように様 々なノー ド数や トポ ロジで リンクの存在に関す る実験 を行 った結果を次節で

示す.

3.2リ ンクの存在 に関する実験結果

本節では3.1節 に従 い,様 々なグラフで ラプラシアン行列の最大固有値 に属 す る固有ベ クト

ルの最大 と最小要 素に対応す るノー ド間に リンクが存在 することを確認 した実験結果を示す.

実験 はそれぞれ,ノ ー ド数や トポロジの異なる15の グラフに対 して行った.

図3.3～ 図3.33は 実験 を行 った15の グラフとそれぞれの最大固有値 に属 す る固有ベ ク トル

をプロ ッ トした結果 である.ま た実験結果の確認項 目を表3.1に まとめた.

図3.3:グ ラ フモ デル1
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図3.4:モ デル1最 大固有値 に属す る固有ベ ク

トル
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図3.5:グ ラ フモ デ ル1.2
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図3.7:グ ラ フモ デ ル1.3
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図3.9:グ ラフモデ ル2
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図3.11:グ ラフモ デル3
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図3.12:モ デル3最 大固有値 に属す る固有ベ ク トル
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図3.13:グ ラ フモ デ ル4
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図3.14:モ デル4最 大固有値に属す る固有ベ ク トル
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図3.15:グ ラ フモ デ ル5
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図3.16:モ デ ル5最 大 固有値 に属 す る固 有 ベ ク トル
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図3.17:グ ラフモデ ル6
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図3.19:グ ラ フモ デ ル7
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図3.20:モ デル7最 大固有値に属す る固有ベ ク トル
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図3.21:グ ラフモデ ル8
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図3.22:モ デル8最 大固有値 に属す る固有ベ ク トル
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図323:グ ラ フモデ ル9
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図3.24:モ デル9最 大固有値 に属す る固有ベク トル
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図3.25:グ ラフモデ ル10

eigenve⊂tor
O.4

0.2

0.0・

-O .2

-O .4

-0.6・

-0 .8

-1 .0213761289111631910511517181440

NodelD

図3.26:モ デル10最 大 固有値 に属 す る固有 ベ ク トル
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図3.27:グ ラフモ デル11
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図3.28:モ デル11最 大固有値に属する固有ベ ク トル
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図3.29:グ ラ フモ デ ル12
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図3.30:モ デ ル12最 大 固有 値 に属 す る固有 ベ ク トル
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図3.31:グ ラフモ デ ル13
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図3.32:モ デ ル13最 大 固 有 値 に 属 す る 固 有 ベ ク ト ル
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図3.33:グ ラ フモ デ ル14
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図3.34:モ デ ル14最 人 固 有 値 に 属 す る 固 有 ベ ク ト ル

図3.25～ 図3.28は,そ れ ぞれ ノー ド数20と30で 生成 したBAグ ラ フで あ る.図3.25,図

3.27の グ ラ フは どち ら とも次 数分 布 が ・P(k)(xk一 α(α=2)に 従 う よ う生成 した.さ らに,図



34第3章 ラプラシアン行列の最大固有値に属する固有ベクトルが表すグラフ構造の実験的考察

表3.1:各 グラフモデルの実験結果

グラフモデル1 固有ベ ク トル最小 固有ベ ク トル最大 対応 ノー ド間の リンク

1 1 2 有

1.2 3 4 有

1.3 7 8 有

2 2 1 有

3 1 2 有

4 6 1.2 有

5 1 2 有

6 0 3 有

7 0.4 1.3 有

8 2 4 有

9 4 6 有

10 2 0 有

11 0 3 有

12 9 3 有

13 8 18 有

14 9 0 有

3.25の ノー ド0と ノー ド2,図3.27の ノー ド0と ノー ド3は それぞれの グラフのハ ブノー ド

(最大次数 ノー ド)で あ る.

図3.29～ 図3.32は,そ れぞれノー ド数20と30で 生成 したWSモ デルである.図3.29,図

3.31の グラフはどち らとも初期次数4で リンクの張 り替え確率0.2の パ ラメー タで生成 した.

図3.33は ノー ド数20,2点 間の接続確率0.3の パ ラメータで生成 した ランダム グラフで

ある.

どの実験結果において も固有ベク トル要素の最大 と最小要素に対応 するノー ド問 にリンクが

存在 していることが確認で きる.実 験 によって確認 した全ての結果で,ラ プラシアン行列の最

大固有値 に属 する固有ベ ク トル要素の最大 と最小 に対応するノー ド間に リンクが存在す ること

がいえ る.

また,本 稿に示 した実験 よ りノー ド数の大 きい大規模 グラフでの実験結果 は確認済みではあ

るが,結 果を視覚的に分か りやす く確認するために適切でないこと,ま たその結果 を視覚的に

分か りやす く表示す る方法は グラフの ノー ド配置問題の領域で あ り,本 稿の 目的 とは外れ るた

めノー ド数30以 上での グラフモデルでの実験結果 は本稿では割愛す る.
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第4章

最大固有値に属する固有ベク トルと

グラフ構造の関係に関する予想

本章では,第2章 で述べたラプラシアン行列の二次形式 と固有値 とそれに属す る固有ベ ク ト

ルの対応関係を踏 まえ,ラ プラシアン行列の固有値が最大になる ときの固有ベ ク トルの条件を

パスグラフに対 して証明す る.

4.1ラ プラシアン行列の最大固有値 に関する予想

第3章 で,ラ プラシアン行列の最大固有値に属する固有ベ ク トルについて,そ の要素が最大

と最小 となる要素 に対応す るノー ド間には リンクが存在 している.と いう予想 を実験に よって

確認 した.

さらに,パ スや ツ リーなどの循環 しないグラフ構造においては固有ベ ク トル要素 はグラフの

中心か ら順 に絶対値で大 き くなる傾向 もみ られた.

また,BAモ デルによって生成 した図325,図3.27で は生成 アルゴ リズムの性質 より,ノ ー

ド番号の小 さい ノー ドがハ ブにな りやすい.ハ ブノー ドに対応す るベ ク トル要素が絶対値で最

大 にな ることか ら,グ ラフの何 か意味のあ る,な ん らかの 中心的 な指標 を多 くもっ ノー ドが

ラプラシア ン行列の最大固有値に属 する固有ベ ク トルの最 大,最 小値 として表れ る と考 えら

れ る.

次節では,「 ラプ ラシアン行列の最大固有値に属 する固有ベ ク トルについて,そ の要素が最

大 と最小 とな る要素に対応す るノー ド間には リンクが存在 してい る.」 とい う予想を最 も単純

なグラフ構造であるパ スグラフを用いて証明 した.
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4.2パ スグ ラフにおけるラプラシアン行列の最大固有値 に属す

る固有ベ ク トル

式(2.9)の ラ プ ラ シ ア ン行 列 の二 次 形 式 と固 有値 の関係 と第2.3節 よ り関 数F({Xi})を 最

大 にす る重 み 錫 の 配置 問 題 をパ ス グ ラフで 考 え る.

今,そ れ ぞれ重 み を与 え られた2n個 の ノー ドか らパ ス グラフを 作 る こ とを考 え る.パ ス グラ

フの 重 み は グ ラ フの対 称性 か ら重 みの正 負 に よって 図4.1の よ うな2つ の集 合 に分 け る こ とが

で き る.正 の重 み をVi(iニ1,2,_,n),負 の重 み をyi(i=1,2,_,n)と す る.正 の重 み

ノー一ドの集 合 をVxニ{Xl,x2_,Xn}負 の 重 み ノー ドの 集合 をV,」={-Yl,-Y2_,-Yn}

とす る.

正の重み ノー ドの集合Vx

●
X1

●
x2
● ●

● ●9

負の重 み ノー ドの集合V}一

● ● ●
-V2

9● ● 勲

図4.1:重 み付 きノー ドの集 合

ノー ドの重みの大小関係 は以下 のように決めてお く.

Xl≧x2≧1;11≧ … ≧Xn_1≧O

Y1≧Y2≧IJ3≧ … ≧Yn_1≧0

2つ の 集 合 の いず れ かか ら1つ ず つ ノー ドを選 択 して い き,図4.2の よ うにパ ス グ ラ フを拡 張

して 作 る こ とを考 え る.

(1)ノ ー ド数2の とき

関 数F({Xi,yi})を 最 大 にす るノー ドの選 び 方 は明 らか に重 みの最 大 と最 小 のXlと 一Y1の

組 み合 わせ で あ る.図4.3,そ の とき

F({Vi,yi})■(x、 一(一 〃、))2(4・1)

(2)ノ ー ド数3の とき



4.2パ スグラフにおけるラプラシアン行列の最大固有値に属する固有ベク トル37
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9● ●、 ●9QVi● ● ● 戴

、
、
、
も
、
馬
㌔
、 、
、 ヤぬ

●トー● ■レ ●一一● ・● ■レ ● 一一● 一{}一 ●

図4.2:パ ス グ ラフの 作成 イ メー ジ

的
XI-VI

図4。3:ノ ー ド数2の 重 みの差 の 自乗 和最 大 配 置

ノー ドの選 び方 は残 りの ノー ドのrliiで重 みが 最大 か 最小 の ノー ドの いず れ かで,仮 に図4.4

の左側 の よ うに 玲 か らノー ドを選 択 し,最 大 の重 みx2の ノー ドを先 に加 え る とす る と,そ

の とき

F({Vi,3/i})一@一(-Yi))2+←y、 一.z'・)2(4・2)

●一●・● ● ・● 一●
X1-YlX2-Y2Xl-y1

図4.4:ノ ー ド数3の 重 み の差 の 自乗和 最 大配 置検 討

(3)ノ ー ド数4の と き

ノー ドを加 え る場所 は図4.5の2通 り考 え られ る..z'1≧ ω2よ りXl側 に加 えて パ ス グ ラ フ

を拡張 した 方 が加 え る ノー ド関係 な くF({Xi})を よ り大 き くす る.さ ら に ノー ドの選 択 の仕
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方 は明 らか に残 りの ノー ドの 中で 重み が最 小 の 一馳 の ノー ドを選 ん だ ときで あ る.そ の とき

F({li,Z/i})一(-Y2-x、)2+(x、 一(一 〃1))2+(一 〃・-x2)2(4・3)

すな わ ち,ノ ー ド数4ま で の パ ス グ ラフで は中心 か ら絶 対値 で重 み の大 きい順 に ノー ドを配 置

して い くと.F({Vi,瞬)を 最 大化 で き る.

パ タ ー ン1 パ タ ー ン2

● ・●一● 一●
-y2Xl-ylX2

●一●-o・ ●
XI卿ylX2-y2

図4.5:ノ ー ド数4の 重みの差の 自乗和最大配置検討

(4)ノ ー ド数5の とき

(2)の とき と同様 に残 りの ノー ドをVxか ら選択 し,最 大の重 みx3の ノー ドを加 える とす

る.ま た,(3)よ りノー ド数4で は重みを中心か ら絶対値で大 きい順 に配置 した方が最大 にな

るので,考 えるべ き重みの差 の自乗和 を最大化する配i置は図4.6の2通 りに絞 られ る.図4.6

のパ ター ン1,パ ター ン2の 配i置の ときの重みの差の 自乗和をそれぞれFlF2と し,2つ の配

置パ ター ンの ときの関数 を比較す る.

パ ター ン1

o・ ●一●一●一●
X3-V2X!-VlX2

パ ターン2

●一●一●一●o
X2-y2×1-ylX3

図4.6:ノ ー ド数5の 重みの差の 自乗和最大配置検討

F、 一(X3-(一 〃、))2+(一 〃2一 記、)2+@、 一(一 〃・))2+(一 〃・-X2)2

F2-@2-(一 〃2))2+(-y,-2'1)2+(X、 一(-y・))2+(-y・-X・)2

差 を とると

F1-F2=2{(x39/2十2'2Yl)一(ω2～ ノ2十a'33/1)}

==2{x2(2/1-Y2)十x3(2/2-!ノ1)}

=2{(y、-Y2)(ω2-x3)≧0

(4.4)
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よって,ノ ー ド数5の とき,図4.6の パ ター ン1の 配置 の とき,す なわ ち 中心 か ら絶 対値 で 重

み の大 きい順 に ノー ドを配置 す る とF({Ci,厨)を 最 大化 で きる.

(5)ノ ー ド数6の とき

(3),(4)の 結 果か らノー ドを加 え る場所 は図4.7,加 え るノー ドは 一一Y3に 決 ま り,そ の とき

F({Xi,yi})を 最 大 化 で き る.

●一●一●一●一●一●
Xll-V2X量 ・V】X2-Vl;

図4.7:ノ ー ド数6の 重み の差 の 自乗和 最 大 配置

(6)ノ ー ド数2K一 の とき

中心 か ら絶 対値 で 重 み の大 きい順 に ノー ドを配 置す る とF({.z'i,ILIi})を 最 大化 で き る と仮定

す る.図4.8

●一● トー… 一一●H● 一一… 十 ●
Xk-Vk-1Xl-VlXk-1-Vk

げ ♂ ♂

図4.8:ノ ー ド数2K"の 重 み の差 の 自乗和 最 大配 置

(7)ノ ー ド数2た+1の とき

加 え るノー ドを残 りの ノー ドの 中か ら最 大 の重 みXK-+1を 加 え る とす る と,(4)の とき と同

様 の議 論 か ら

Fl-F2=2{(3/k_1-3Jk)(L'K・-XK・+1)≧0(4.5)

●一ひ 一… 一●一●一 … 十 ●・●
Xk.yk・1×1-ylXk-1-YkXk-1

図4.9:ノ ー ド数%+1の 重 み の 差 の 自 乗 和 最 大 配 置

(8)ノ ー ド数2k十2の と き
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(6),(7)の 結 果 か ら ノー ドを加 え る場 所 は図4.10,加 え るノー ドは 一Yk+1に 決 ま る.

● ・● ト{膨 一一 … 一 ● 一● 一一… 一 ● 一 ● 脚 ●
-Yk ・+lXk-Yk-1Xl-ylXk ・1-ykXk・1

図4.10:ノ ー ド数2た+2の 重 み の 差 の 自乗 和 最 大 配 置

(6)～(8)よ り,ノ ー ド数nの とき中心 か ら絶対値で重 みの大 きい順に ノー ドを配置 した と

き各隣接 ノー ドの重みの差の 自乗和F({.Ti,紛)が 最大になる.

以上 によ り,パ ス グラフにおいてはラプラシアン行列の最大固有値 に属す る固有ベ ク トルに

ついて,最 大 と最小要素 に対応す るノー ド問にはリンクが存在 してい るが示 された.
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第5章

結論

本稿で はラプラシアン行列の最大固有値 に属 する固有ベク トル とグラフ構造の関係性 にっい

て分析 し,「 ラプラシアン行列の最大固有値 に属 する固有ベ ク トルにつ いて,そ の要素が最大

と最小 となる要素に対応す るノー ド間にはリンクが存在 して いる」 とい う予想を様々な トポロ

ジに対す る実験 とパ スグラフ構造 による証明 によ り明 らかに した.ま ず,実 験 によって様々な

ノー ド数,ト ポロジの グラフを生成 し,各 グラフの ラプラシアン行列の最大固有値 に属 する固

有ベ ク トル との比較,分 析 を行った.そ の結果,最 大固有値 に属す る固有ベ ク トル要素の最大

値 と最小値に対応 するノー ドの間には リンクが存在することを実験的試行 によって明 らか にし

た.さ らにパ スグラフを用 いて,ラ プラシアン行列の二次形式 と固有値問題を関連付け,グ ラ

フの各隣接 ノー ド間の重みの差の自乗和 を考 えるこ とでパスグラフにおいて重みの差の 自乗和

を最大にす る最適な重みの配置について明 らかに した.

先行研究で行われて いた ラプラシア ン行列の小 さな固有値やそれ に属 す る固有ベ ク トル とグ

ラフ構造 との関係の理解が進んでいた一方で,大 きな固有値 とそれ に属 す る固有ベ クトル とグ

ラフ構造 との関係の理解が不十分であった.本 稿では,ラ プラシアン行列の大 きな固有値 とそ

れに属する固有ベ ク トル とグラフ構造 との理解を進めた.

また,今 後 はパス グラフ以外の限定 的な トポロジだけでな く,循 環があ る格子状 グラフや リ

ング構造 を含 むような様 々な トポロジで各 ノー ドに対応す る固有ベ ク トルの関係を明 らかにす

ること,ラ プラシア ン行列 の最大固有値 に属 する固有ベ ク トルの最大 と最小要素 に対応 す る

ノー ドはグラフ全体か ら見て どのよ うな意味をもつ ノー ドに対応 してい るのかの調査を今後の

課題 とする.
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