
スピノル群の極大対蹠的部分群について

鈴木 類
(首都大学東京理工学研究科数理情報科学専攻)

目 次

1 序文 1

2 Riemann対称空間 2

3 極地と対蹠集合 3

4 Pk(n)の極大対蹠的部分集合 5

5 P4(n)の極大対蹠的部分集合 13

6 スピノル群 25

7 スピノル群の性質 26

8 スピノル群の極大対蹠集合 29

9 P (n)の極大対蹠的部分集合の分類 34

9.1 P (4)～P (8)の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

9.2 P (9)の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

9.3 P (10)の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

9.4 P (11)の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

10 結論 117

11 課題 118

1 序文

M が Riemann対称空間とは連結 Riemann多様体M の任意の点 p ∈ M

に対して、点対称 sp という対合的等長変換で p が sp の孤立不動点となる

ものが存在することをいう。Riemann対称空間M の部分集合 S が対蹠集合
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であるとは、任意の 2点 p, q ∈ S に対して、sp(q) = q が成立することをい

う。対蹠集合の濃度の上限をM の 2-numberという。2-numberは有限であ

り、2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合という。これらの概念は Chen

- Nagano[1]によって導入された。また、コンパクト連結 Lie群は Riemann

対称空間になることが分かり、本修士論文ではコンパクト連結 Lie群である

スピノル群 Spin(n)の対蹠集合の性質を考察することにした。そこで田崎博

之氏 [10]による有向実グラスマン多様体の極大な対蹠的部分集合の分類や鈴

木絢人氏 [11]による Spin(n)の極大対蹠的部分集合と位数が 4の倍数の部分

集合全体 P (n)の極大対蹠的部分集合との対応等の研究を参考にし、P (n)の

極大対蹠的部分集合の分類を詳しく考察した。結果として次が得られた。(記

号の説明は 14, 35, 40, 62ページを参照)

n P (n)の極大対蹠的部分集合

4, 5 A(4, 4)

6 A(4, 6)

7 B(4, 7)

8, 9 A15,1

10 A15,1, A15,2

11 A15,1, A15,2, A15,3

これにより、n = 11までの Spin(n)の極大対蹠的部分群の合同類を全て得る

ことができ、P (n)の極大対蹠的部分集合と Spin(n)の極大対蹠的部分群が対

応していることが分かった。さらにこの分類により n = 11まで Spin(n)の極

大対蹠的部分群が全て同じ元の個数を持つことが分かった。また、n = 10, 11

の場合に互いに合同にならない大対蹠集合が見つかった。

2 Riemann対称空間

定義 2.1 M を連結 Riemann多様体とする。M がRiemann対称空間であ

るとは任意の p ∈ M に対して、点対称なる spが存在することである。spが

pにおける点対称とは、sp がM の対合的等長変換であり、pが sp の孤立不

動点となることである。

例 2.1 Rn は p ∈ Rn に対して sp(x) = 2p − x (x ∈ M) と定義することで

Riemann対称空間になる。

例 2.2 n次元球面 Snは x ∈ Snに対して sx(y) = −y+2⟨x, y⟩x (y ∈ Sn)と

定義することで Riemann対称空間になる。ここで、⟨, ⟩は Rn+1 の標準内積

を表わしている。

命題 2.1 Gをコンパクト連結 Lie群とする。このとき、Gは Riemann対称

空間になる。
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証明 e ∈ G を単位元とする。se(x) = x−1 と定める。任意の p ∈ Gにおけ

る点対称は、

sp(x) = Lp ◦ se ◦ Lp−1(x) = px−1p

と定める。よって

s2p(x) = sp(px
−1p) = p(p−1xp−1)p = x

となり、sp は対合的である。また、

sp(p) = pp−1p = p

そして、 (dsp)p を計算すると、∀v ∈ TpG に対し、

(dsp)p(v) = (dLp)e ◦ dse ◦ (dLp−1)p(v)

= −(dLp)e ◦ (dLp−1)p(v)

= −v

となり、pは sp の孤立不動点となるので、点対称となり、Gは Riemann対

称空間になる。 �

3 極地と対蹠集合

定義 3.1 M を Riemann対称空間とし、sx を点 x ∈ M における点対称と

する。S ⊂ M が対蹠集合であるとは、任意の x, y ∈ S に対して, sx(y) = y

が成り立つことである。M の対蹠集合の濃度の上限を 2-numberといい、

♯2M と表す。2-numberを与える対蹠集合をM の大対蹠集合という。

2-numberが有限であることは後で示す。

例 3.1 n次元球面 Snの点 xに対して、{x,−x}が Snの大対蹠集合になる。

定義 3.2 M をコンパクト Riemann対称空間とする。点 x ∈ M における点

対称 sx の固定点全体 F (sx,M)を次のような連結成分の合併に分解する。

F (sx,M) =
r∪

k=0

M+
k

この連結成分の一つ一つをM の極地という。極地が一点のみからなるときは

極という。

例 3.2 n次元単位球面 Sn の点 xに対して不動点集合は、{x,−x}になるこ
とから、Sn の xに関する極地は {x}と {−x}であり、共に極である。
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命題 3.1 コンパクトRiemann対称空間M とその極地M+
0 ,M+

1 , . . . ,M+
r に

対し、

♯2M ≤
r∑

k=0

♯2M
+
k

が成り立つ。

証明 点 o ∈ M に関する極地をM+
0 ,M+

1 , . . . ,M+
r とする。oを含むM の

対蹠集合を S とすると S ⊂ F (so,M)が成り立つので、

S =

r∪
k=0

(S ∩M+
k )

となる。S ∩M+
k はM+

k の対蹠集合になるので次が得られる。

♯S =
r∑

k=0

(S ∩M+
k ) ≤

r∑
k=0

♯2M
+
k

sup♯S = ♯2M より、

♯2M ≤
r∑

k=0

♯2M
+
k

が成り立つ。 �

命題 3.2 コンパクト Riemann対称空間の対蹠集合は有限集合になる。また、

2-numberも有限になる。

証明 Sをコンパクト Riemann 対称空間M の対蹠集合とする。点 x ∈ Sと

すると S ⊂ F (sx,M)が成り立つ。xは F (sx,M)の孤立点であるので、xは

S の孤立点になる。よって、S は離散集合となるので、有限集合になる。

命題 2.1 より、M+
0 ,M+

1 , . . . ,M+
r をM の極地とすると

♯2M ≤
r∑

k=0

♯2M
+
k

が成り立つ。このM+
k が極の場合は ♯2M

+
k = 1であるので、極地をとる操作

が終了する。M+
k が極でない場合、ok ∈ M+

k をとり、さらに極地

F (sok ,M
+
k ) =

rk∪
j=0

(M+
k )+j

を定める。すると同様に

♯2M
+
k ≤

rk∑
j=0

♯2(M
+
k )+j

が成り立つ。Riemann 対称空間に対し、その極地は次元が小さくなるので、

このような極地をとる操作を有限回続けると極になる。よって、♯2M < ∞
であることがわかる。 �
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命題 3.3 Sをコンパクト Riemann 対称空間M の大対蹠集合としたとき、S

は極大な対蹠集合である。

証明 Aを S ⊂ A を満たすM の対蹠集合と仮定する。よって、♯S ≤ ♯A が

成り立つ。また、S は大対蹠集合であったので ♯2M = ♯S であることから、

♯S = ♯A である。したがって、仮定の S ⊂ A より A = S である。 �

系 3.1 ([11]) .

(A) X :=




±1

. . .

±1


∣∣∣∣∣対角成分の− 1が偶数個


は SO(n)の大対蹠集合である。

(B) 任意の SO(n)の対蹠集合に対し、それを含むような SO(n)の大対蹠集

合が存在する。

(C) SO(n) の単位元を含むような任意の大対蹠集合は (1) の X と共役で

ある。

補題 3.1 ([1]) .

Gをコンパクト連結リー群とし、SをGの単位元 eを含む対蹠集合とする。

このとき、次が成り立つ。

(1) 任意の x ∈ S に対し、x = x−1 が成立。

(2) S の任意の 2つの元は可換。

証明 (1) Sは対蹠集合なので、任意の x ∈ S に対して se(x) = x となる。

また、コンパクトリー群の点対称の定義より、se(x) = ex−1e = x−1 と

なる。したがって x = x−1 が成立。

(2) Sは対蹠集合なので、任意の元 x, y ∈ Sに対して、sx(y) = y が成り立

つ。また、コンパクトリー群の点対称の定義より、sx(y) = xy−1x が成

り立つ。したがって y = xy−1xとなり、x−1y = y−1x となる。ここで

(1)を用いると、xy = yx となる。

�

4 Pk(n)の極大対蹠的部分集合

ここで田崎博之氏の有向実グラスマン多様体の対蹠集合 ([10]) について少

し触れたい。
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まず記号の定義をしておく。

Inck(n) := {α : {1, 2, · · · , k} → {1, 2, · · · , n} | α(1) < α(2) < · · · < α(k)}
Pk(n) := {A ⊂ {1, 2, · · ·n} | ♯A = k}
したがって、α ∈ Inck(n) と {α(1), · · ·α(k)} ∈ Pk(n) を対応させることで、

Inck(n)と Pk(n)を同一視することができる。

定義 4.1 α, β ∈ Pk(n) が対蹠的であるとは、♯(β − α) の位数が偶数個であ

ることである。

また Pk(n)の部分集合 Aが対蹠的であるとは、Aの任意の元 α, β ∈ A が対

蹠的であることである。

また、G̃k(Rn)は Rn の k 次元部分有向ベクトル空間が構成する有向実グ

ラスマン多様体を表わしている。また、G̃k(Rn)は外積
∧k Rnへの自然な埋

め込みを持つので次が成り立つ。

補題 4.1 G̃k(Rn)の任意の対蹠集合Sに対して、Rnの正規直交基底 v1, . . . , vn

が存在し、

S = {±vα(1) ∧ . . . ∧ vα(k) | α ∈ Inck(n)},

を満たす。

Rn の正規直交基底 v = {v1, . . . , vn}と Pk(n)の部分集合 Aに対して、

Av(A) = {±vα(1) ∧ . . . ∧ vα(k) | α ∈ A}.

と定義する。

定理 4.1 (1) v1, . . . , vn を Rn の正規直交基底とし、Aを Pk(n)の極大対

蹠的部分集合とする。このとき、Av(A)が G̃k(Rn)が極大対蹠集合と

なる。

(2) G̃k(Rn)の極大対蹠集合 S に対して、Rn の正規直交基底 v1, . . . , vn が

存在し、S = Av(A)を満たすような Pk(n)の極大対蹠的部分集合Aが

存在する。

(3) Pk(n)の極大対蹠的部分集合の合同類全体と、G̃k(Rn)が極大対蹠集合

の合同類全体が全単射の関係となる。

証明 (2)から示す。補題 4,2から存在が分かっているA ⊂ Pk(n)が極大な対

蹠的部分集合であることを示す。Av(A)は G̃k(Rn)の対蹠集合であったので

Aは対蹠的部分集合である。B ⊂ Pk(n)を A ⊂ B を満たす対蹠的部分集合

とする。A ⊂ B ⊂ Pk(n)ならばAv(A) ⊂ Av(B)であり、Av(A)は G̃k(Rn)

の極大対蹠集合であったので、Av(A) = Av(B)である。よってA = Bとな
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り、Aは Pk(n)の極大な対蹠的部分集合となる。

次に (1)を示す。Av(A)は G̃k(Rn)の対蹠集合である。S を Av(A)を含む

G̃k(Rn) の極大対蹠集合とする。すると (2) より Rn の正規直交基底 ṽ =

ṽ1, . . . , ṽnが存在し、S = Aṽ(B)を満たすような Pk(n)の極大対蹠的部分集

合Bが存在する。よって S = Aṽ(B) ⊂ Av(A) = Aṽ(Ã)となる Ãが存在す

る。Ã ⊂ B ⊂ Pk(n) ならば Ã = B であればよいので、Ãが Pk(n)の極大対

蹠的部分集合であることを示す。ここで次を用意する。

補題 4.2 A ⊂ Pk(n)が極大対蹠的であるという性質は合同変換で不変

よって、Pk(n)の部分集合Aと Ãが合同であることを示せればよい。つまり

次の補題が成り立つことを示す。

補題 4.3 v = v1, . . . , vn, ṽ = ṽ1, . . . , ṽn を Rn の正規直交基底とし、A, Ã ⊂
Pk(n)とする。このとき

Av(A) ∼= Aṽ(Ã) ⇔ A ∼= Ã

が成り立つ。

証明 (⇐):

仮定より、gv = ṽを満たす g ∈ O(n)が存在する。よって

Aṽ(Ã) = {±ṽα(1) ∧ · · · ṽα(k) | α ∈ Ã}

= {±gvα(1) ∧ · · · ∧ gvα(k) | α ∈ Ã}

= g{±vα(1) ∧ · · · ∧ vα(k) | α ∈ Ã}

= g{±vα(1) ∧ · · · ∧ vα(k) | σβ ∈ σ(A)}(β ∈ A)

= g{±vσβ(1) ∧ · · · ∧ vσβ(k) | β ∈ A}

= gσ{±vβ(1) ∧ · · · ∧ vβ(k) | β ∈ A}

= gσ(Av(A))

となる。また基底の一つ一つの向きを変えられるので gσ ∈ SO(n)と取れる。

よって

Av(A) ∼= Aṽ(Ã)

が成り立つ。

(⇒):

A = {α1, . . . , αk}, Ã = {β1, . . . , βk}とする。仮定より、

Av(A) = {±vα(1) ∧ · · · ∧ vα(l) | α ∈ A}

= {±vα1(1) ∧ vα1(l), . . . ,±vαk(1) ∧ vαk(l)}

Aṽ(Ã) = {±ṽβ(1) ∧ · · · ∧ ṽβ(k) | β ∈ Ã}

= {±ṽβ1(1) ∧ ṽβ1(l), . . . ,±ṽβk(1) ∧ ṽβk(l)}
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となり、これらは合同であるから、ある g ∈ SO(n)が存在し、

σ(Av(A)) = gAṽ(Ã)

= {±gṽβ(1) ∧ · · · ∧ gṽβ(k) | β ∈ Ã}

を満たす。よって基底を {gṽ1, . . . , gṽn}と取りなおすことで、

Av(A) = Aṽ(Ã)

として議論してよい。

ここで {±vα1(1) ∧ vα1(l), . . . ,±vαk(1) ∧ vαk(l)}がそれぞれ張る部分空間を
V ±
1 , · · · , V ±

k とする。同様に {±ṽβ1(1) ∧ ṽβ1(l), . . . ,±ṽβk(1) ∧ ṽβk(l)}
が張る部分空間をそれぞれ Ṽ ±

1 , · · · , Ṽ ±
k とする。このとき、

Rn = (V1 ∧ · · · ∧ Vk)⊕ (V1 ∧ V ⊥
2 ∧ V3 ∧ · · · ∧ Vk)⊕ · · · ⊕ (V ⊥

1 ∧ · · · ∧ V ⊥
k )

Rn = (Ṽ1 ∧ · · · ∧ Ṽk)⊕ (Ṽ1 ∧ Ṽ ⊥
2 ∧ Ṽ3 ∧ · · · ∧ Ṽk)⊕ · · · ⊕ (Ṽ ⊥

1 ∧ · · · ∧ Ṽ ⊥
k )

と分解でき、一致していることが分かる。そして各部分空間の中で直交変換

を施して、二つの基底を重ね合わせることができる。この直交変換により、

Av(A)及び Aṽ(Ã)の元は固定されていることから、あとは基底の順序の違

いが残っているので A ∼= Ãである。(σ ∈ Sym(n)が存在し、σ(A) = Ãを満

たす。) �

よって補題 4.3が成り立つので、定理 4.1の (2)が成立する。(3)は (1), (2)

から分かる。 �

Pk(n)における極大対蹠的部分集合の全ての合同類を分類していきたい。

補題 4.4 ([10]) . Pk(n) の部分集合 Aに対し、

A ⊂ Pk(n)が対蹠的⇐⇒ Ac = {αc | α ∈ A} ⊂ pn−k(n)が対蹠的である。

が成立する。さらに

Aが Pk(n)の極大対蹠的部分集合⇐⇒ Acが Pn−k(n)の極大対蹠的部分集合

が成立する。

証明 (⇒) 仮定から任意の α, β ∈ A に対し、♯(α∩β) が偶数となる。また任

意の α, β ∈ Pk(n) に対して、β − α = αc − βc が成り立つので、♯(β − α) =

♯(αc − βc) となり ♯(αc ∩ βc) は偶数になる。

(⇐)仮定より任意の α, β ∈ Aに対し、♯(αc∩βc)は偶数になる。β−α = αc−βc

が成り立つので ♯(α ∩ β) が偶数となる。 �
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定義 4.2 Pk(n)の 2つの部分集合X,Y ∈ Pk(n)が合同であるとは、X を Y

に写すような Sym(n)の元が存在することである。

ここで Pk(n) の極大対蹠的部分集合を求める手順を決めたい。

(1) まず Pk(n) の最小元 A1 を取る。

(2) 次に Ai に対して、 Ai+1 を次の手続きで定める。

(3) 固定部分群 S(Ai) := {g ∈ Sym(n) | g(Ai) = Ai} とする。

(4) A(Ai) = {α ∈ Pk(n)−Ai | Ai ∪ {α}が対蹠的である } とする。

(5) A(Ai) =
∪

1≤a≤j

Oa と S(Ai) の軌道の和に分解する。

(6) 1 ≤ a ≤ j を選び、Oaの最小元 αaとすると Aiに付け加えて Ai+1,α :=

Ai ∪ {αa} が得られる。

(7) これを Ai が Pk(n) の極大対蹠的部分集合になるまで繰り返す。すな

わち、A(Ai) = ϕ となるまで繰り返す。

補題 4.5 ([10]) . 上の手続きにより Pk(n) の合同類が全て得られる。

証明 A : Pk(n) の極大対蹠的部分集合とする。まず、A1 ⊂ g(A) となる

g ∈ Sym(n)が存在する。ここで、Aと g(A)は合同であるから、極大対蹠的

部分集合の合同類を決定するためには、A1 ⊂ Aと仮定しても一般性を失わな

い。次に αaをA(A1)の S(A1)の軌道Oaの最小元とする。よって αa ∈ g(A)

を満たす g ∈ S(A1)が存在する。またこの g ∈ S(A1) に対しても A1 ⊂ Aよ

り、A1 = g(A1) ⊂ g(A)が成り立つので A2,α = A1 ∪ {αa} ⊂ Aである。こ

の手続きをAi = A(i = ♯A)となるまで繰り返すことができるので、Pk(n) の

合同類を全て得ることができる。 �

系 4.1 ([10]) . A(Aj) の部分集合 Bが Bの任意の元と B以外の他の元とも

対蹠的である場合、Aj に付け加えることができ、Aj+♯B = Aj ∪B とできる。

命題 4.1 ([10]) . {{1}} は P1(n) の極大対蹠的部分集合になり、P1(n) の全

ての極大対蹠的部分集合はこれと合同である。

命題 4.2 ([10]) . l を自然数とし、 A(2, 2l) をつぎのようにおく。

A(2, 2l) = {{1, 2}, {3, 4}, . . . , {2l − 1, 2l}}

こう定義すると A(2, 2[n/2]) は P2(n) の極大対蹠的部分集合になり、P2(n)

の全ての極大対蹠的部分集合はこれと合同である。
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証明 異なる 2 つの元 α, β ∈ P2(n) が対蹠的であるとは、α ∩ β = ϕ となる

ことから、まず A1 = {{1, 2}} をとり、 A(A1) = P2({3, . . . , n}) となる。こ
れは S(A1) の軌道になっているので、 A(A1) の最小限 {3, 4} をとり、 A1

に付け加えられる。よって A2 = {{1, 2}, {3, 4}} が得られる。この手続きを

{{1, 2}, {3, 4}, . . . , {2[n/2]− 1, 2[n/2]}}

となるまで行えるので、これが P2(n)の極大対蹠的部分集合になる。またど

の P2(n)の極大対蹠的部分集合もこれと合同になる。 �

次にP3(n)の極大対蹠的部分集合をみていく。異なる 2つの元α, β ∈ P3(n)

が対蹠的であるとは、♯(α ∩ β) = 1 である。ここで次の 3 つの集合を定義す

る。

A(3, 2l + 1) = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, . . . , {1, 2l, 2l + 1}}
B(3, 6) = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}}
B(3, 7) = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}, {1, 6, 7}, {2, 5, 7}, {3, 4, 7}}
これらはそれぞれ P3(2l+1) , P3(6) , P3(7) の対蹠的部分集合になっており、

次の包含関係を満たしていることが分かる。

A(3, 5) ⊂ B(3, 6) ⊂ B(3, 7)

A(3, 5) ⊂ A(3, 7) ⊂ B(3, 7)

これより、次の定理の主張で A(3, 2l + 1)が P3(2l + 1)と P3(2l + 2)の中で

対蹠的であることをいうが、A(3, 5) ⊂ P3(6) と A(3, 7) ⊂ P3(7), P3(8)は極

大性を満たさないので例外であることが分かる。

定理 4.2 ([10]) . l = [(n− 1)/2]とする。このとき P3(n)の極大対蹠的部分

集合は次のようになる。

n

3, 4 A(3, 3)

5 A(3, 5)

6 B(3, 6)

7, 8 B(3, 7)

8 < n A(3, 2l + 1), B(3, 7)

また、P3(n)のどの極大対蹠的部分集合もこれらと合同になる。

注意 ここで記号の定義をしておく。任意の部分集合A,B ⊂ Xで A∩B = ϕ

を満たすものに対して、

Pk(A)× Pl(B) := {α ∪ β | α ∈ Pk(A), β ∈ Pl(B)} ⊂ Pk+l(X)

と定義する。２つ以上のXの部分集合に対しても同様にPk1(A1)×· · ·×Pkl
(Al)

と定義する。
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証明 手順に従って示す。まず A1 = {{1, 2, 3}}を取る。よって

A(A1) = P1({1, 2, 3})× P2({4, . . . , n})

となる。ここで n ≤ 4の場合はA(A1) = ϕとなるのでA1 = A(3, 3)が P3(n)

の極大対蹠的部分集合になる。

次に n ≥ 5の場合を考える。S(A1) = Sym({1, 2, 3})× Sym({4, . . . , n})と
なるので A(A1)は S(A1)の軌道になる。よって A(A1)の最小元 {1, 4, 5} を
取り、A1 に付け加えて A2 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}} = A(3, 5)が得られる。

A(A2) = {α ∈ A(A1)− {1, 4, 5} | αと {1, 4, 5}が対蹠的 }

= P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, . . . , n})

∪ P1({1})× P2({6, . . . , n})

となるので n = 5の場合は A(A2) = ϕとなるので A2 = A(3, 5)が P3(5)の

極大対蹠的部分集合になる。

次に n ≥ 6の場合を考える。S(A2)は 1を固定し、{{2, 3}, {4, 5}}の置換
を表わしているので、P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, . . . , n})と P1({1})×
P2({6, . . . , n})に推移的に作用していることが分かる。つまりこれらは S(A2)

の 2つの軌道になっている。n = 6の場合、2つ目の軌道が空集合になるので

A(A2) = P1({2, 3})×P1({4, 5})×P1({6})となる。A(A2)の最小元 {2, 4, 6}
を取り、A2 に付け加えて A3,1 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}}が得られる。

A(A3,1) = {α ∈ A(A2)− {{2, 4, 6}} | αと {2, 4, 6}が対蹠的 }

= {{3, 5, 6}}

となるので A3,1 に付け加えて

{{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}} = B(3, 6)

が得られ、これが P3(6)の極大対蹠的部分集合になる。

次に n ≥ 7の場合を考える。先ほどの S(A2)の 2つの軌道

P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, . . . , n})

P1({1})× P2({6, . . . , n})

を場合分けして見ていく。
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(1) P1({2, 3})×P1({4, 5})×P1({6, . . . , n})の最小元 {2, 4, 6}を取りA2に

加え、

A3,1 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}}

が得られる。

A(A3,1) = {α ∈ A(A2)− {{2, 4, 6}} | αと {{2, 4, 6}}が対蹠的 }

= {{3, 5, 6}}

∪ P1({2})× P1({5})× P1({7, . . . , n})

∪ P1({3})× P1({4})× P1({7, . . . , n})

∪ P1({1})× P1({6})× P1({7, . . . , n})

= {{3, 5, 6}}

∪ {{2, 5}, {3, 4}, {1, 6}} × P1({7, . . . , n})

ここで {{3, 5, 6}}は A(A3,1)の他のどの元とも対蹠的なので A3,1に付

け加えられる。よって

A4,1 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}} = B(3, 6)

が得られる。そして

A(A4,1) = {{2, 5}, {3, 4}, {1, 6}} × P1({7, . . . , n})

である。S(A4,1) は {{2, 5}, {3, 4}, {1, 6}} の置換を表わしているので
A(A4,1)に推移的に作用している。つまりこれが S(A4,1)の軌道になっ

ていることが分かる。A(A4,1)の最小元 {1,6,7} を取り A4,1 に加え、

A5,1 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}, {1, 6, 7}}

が得られる。そして

A(A5,1) = {{2, 5, 7}, {3, 4, 7}}

である。この 2つの元は対蹠的なので A5,1 に付け加えられる。よって

{{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}, {1, 6, 7}, {2, 5, 7}, {3, 4, 7}}

= B(3, 7)

が得られ、これは n ≥ 7の場合の P3(n)の極大対蹠的部分集合になる。

(2) P1({1})× P2({6, . . . , n})の最小元 {1, 6, 7}を取り A2 に加え、

A3,2 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}}
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が得られる。

A(A3,2) = P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, 7})

∪ P1({1})× P2({8, . . . , n})

S(A3,2)は 1を固定し、{{2, 3}, {4, 5}, {6, 7}}の置換を表わしているの
で P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, 7}) と P1({1})× P2({8, . . . , n}) に
推移的に作用していることが分かる。つまりこれらは S(A3,2)の 2つの

軌道になっている。

n ≤ 8の場合は 2つ目の軌道は空集合になり、A(A3,2) = P1({2, 3}) ×
P1({4, 5})× P1({6, 7})となる。最小元 {2, 4, 6}を取り A3,2 に加え、

A4,2 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {2, 4, 6}}

が得られる。そして

A(A4,2) = {{2, 5, 7}, {3, 4, 7}, {3, 5, 6}}

であり、これらは互いに対蹠的なので A4,2 に付け加えられ B(3, 7)を

得る。(1)と同様にこれも極大対蹠的部分集合になり、これで n ≤ 8の

場合の全ての P3(n)の極大対蹠的部分集合の合同類を得られた。

n ≥ 9の場合を考える。S(A3,2)の 2つの軌道

P1({2, 3})× P1({4, 5})× P1({6, 7})

P1({1})× P2({8, . . . , n})

を場合分けして見ていく必要がある。1つ目の最小元 {2, 4, 6}を取ると先
ほどと同様にB(3, 7)に行き着く。したがって P1({1})×P2({8, . . . , n})
の最小元 {1,8,9}を取り、A3,2 に付け加え

A4,3 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {1, 8, 9}}

が得られる。そして

A(A4,3) = P1(1)× P2({10, . . . , n})

となる。S(A4,3)は 1を固定し、{ {2,3} , {4,5} , {6,7} , {8,9} } の置
換を表わしているので A(A4,3)に推移的に作用している。この手続き

を l = [(n− 1)/2]としたとき、A(3, 2l+1)まで繰り返すことが出来る。

よって全ての P3(n)の極大対蹠的部分集合の合同類が得られた。

�
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5 P4(n)の極大対蹠的部分集合

次に P4(n)の極大対蹠的部分集合についてみていく。ここで 3つの対蹠的

部分集合を定義しておく。

A(4, 2l) = {α ∪ β ∈ P4(2l) | α, β ∈ {{1, 2}, {3, 4}, . . . , {2l − 1, 2l}}}
B(4, 7) = Bc(3, 7) = {αc | α ∈ B(3, 7)}
B(4, 8) = B(4, 7)×B(3, 7)× {{8}}
これらが対蹠的部分集合であることは定理 6,1と補題 6.1からすぐ分かる。ま

た次に述べる定理で A(4, 2l)が P4(2l), P4(2l+1)において極大対蹠的部分集

合であることをいうが、A(4, 6) ⊂ P4(7)と A(4, 8) ⊂ P4(8), P4(9)の場合は

例外である。なぜなら

B(4, 7) ⊃ {α ∪ β ∈ P4(7) | α, β ∈ {{2, 3}, {4, 5}, {6, 7}}}

であり、この部分集合は P4(7)においてA(4, 6)と合同なので極大性が満たさ

れないためである。また

B(4, 8) ⊃ {α ∪ β ∈ P4(7) | α, β ∈ {{2, 3}, {4, 5}, {6, 7}, {1, 8}}}

であり、この部分集合も P4(8)においてA(4, 8)と合同なので極大性がみたさ

れないことが分かり、P4(9)においても同様である。

注意 定理を述べる前にいくつか定義しておく。

• 部分集合A ⊂ Pk(n)が Pk(n− 1)のどの部分集合とも合同でないとき、

Aは Pk(n)で fullであるという。

• 整数mに対して、A+m := {{α(1) +m, . . . , α(k) +m} | α ∈ A}

また、今後極大対蹠的部分集合のことをMAS と記すことがある。

定理 5.1 ([10]) . P4(n)の極大対蹠的部分集合は次のようになる。

n

4, 5 A(4, 4)

6 A(4, 6)

7 B(4, 7)

8, 9 B(4, 8)

10 < n A(4, 10), B(4, 8)

n > 10の場合は、A(4, 2[n/2]), B(4, 7) ∪ [a full MAS in P4(n − 7) + 7] と

B(4, 8)∪ [aMAS inP4(n−8)+8]が極大対蹠的部分集合になる。また、P4(n)

のどの極大対蹠的部分集合もこれらと合同になる。
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証明 n ≤ 10の場合を手順に従って示す。まず A1 = {{1, 2, 3, 4}}を取る。
よって

A(A1) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, . . . , n})

∪ P4({5, . . . , n})

となる。n ≤ 5の場合は A(A1) = ϕとなるので、A1 = A(4, 4)が P4(n)の極

大対蹠的部分集合になる。

n ≥ 6の場合を考える。S(A1) = Sym({1, 2, 3, 4})× Sym({5, . . . , n})とな
るので P2({1, 2, 3, 4}) × P2({5, . . . , n})と P4({5, . . . , n})は S(A1)の軌道に

なっている。よって 2通りの場合分けが必要になる。

(1) P2({1, 2, 3, 4})×P2({5, . . . , n})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A1に付け

加え、A2,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}}が得られる。そして

A(A2,1) = {α ∈ A(A1)− {{1, 2, 5, 6}} | αと {1, 2, 5, 6}が対蹠的 }

= {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({7, . . . , n})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, . . . , n})

∪ P2({5, 6})× P2({7, . . . , n})

∪ P4({7, . . . , n})

= {{3, 4, 5, 6}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, . . . , n})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, . . . , n})

∪ P4({7, . . . , n})

となる。A(A2,1)において {3, 4, 5, 6}と他の元は対蹠的なので A2,1 に

付け加えられ、

A3,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}} = A(4, 6)

が得られる。また、

A(A3,1) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, . . . , n})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, . . . , n})

∪ P4({7, . . . , n})

となる。S(A3,1)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}の置換を表わしているので、
それぞれに推移的に作用していることが分かる。つまりこれらはS(A3,1)

の軌道になっている。n = 6の場合、A(A3,1) = ϕとなるので A3,1 が

P4(6)の極大対蹠的部分集合である。
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(1.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, . . . , n})の最小元 {1, 3, 5, 7}
を取り、A3,1 に加え

A4,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}}

が得られる。そして

A(A4,1) = {α ∈ A(A3,1)− {{1, 3, 5, 7}} | αと {1, 3, 5, 7}が対蹠的 }

= {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8, . . . n})

∪ {{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}} × P1({8, . . . n})

∪ P4({8, . . . , n})

となる。A(A4,1)において {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}と他の元
は対蹠的なので A4,1 に付け加えられ、

A7,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

が得られる。

ここで

Ac
7,1 = {αc | α ∈ A7,1}

= {{5, 6, 7}, {3, 4, 7}, {1, 2, 7}, {2, 4, 6},

{2, 3, 5}, {1, 4, 5}, {1, 3, 6}}

はB(3, 7)と合同になることが分かる。よってA7,1とB(4, 7) = Bc(3, 7)

が合同である。そして

A(A7,1) = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}} × P1({8, . . . , n})

∪ P4({8, . . . , n})

= Ac
7,1 × P1({8, . . . , n})

∪ P4({8, . . . , n})

となる。またB(3, 7)はファノ平面を表わしており、それの射影変換群は

それそれの元に推移的に作用するので S(A7,1)はAc
7,1 ×P1({8, . . . , n})

に推移的に作用することが分かる。P4({8, . . . , n})にも推移的に作用し
ているので Ac

7,1 × P1({8, . . . , n}) , P4({8, . . . , n})が S(A7,1)の 2つの

軌道になっている。n = 7 の場合は A(A7,1) = ϕ となるので A7,1 が

P4(7)の極大対蹠的部分集合になる。よって n ≥ 8の場合を考える。
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(1.1.1) Ac
7,1 × P1({8, . . . , n})の最小元 {1,2,7,8}を取り A7,1 に加え

A8,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 7, 8}}

が得られる。そして

A(A8,1) = {{5, 6, 7}, {3, 4, 7}, {2, 4, 6}, {2, 3, 5},

{1, 4, 5}, {1, 3, 6}} × {{8}}

∪ P4({9, . . . , n})

となる。

{{5, 6, 7}, {3, 4, 7}, {2, 4, 6}, {2, 3, 5}, {1, 4, 5}, {1, 3, 6}} × {{8}}は
A(A8,1)において他の元と対蹠的なので A8,1 に付け加えられ、

A14 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 7, 8}}

∪ {{5, 6, 7}, {3, 4, 7}, {2, 4, 6}, {2, 3, 5},

{1, 4, 5}, {1, 3, 6}} × {{8}}

= A7,1 ∪Ac
7,1 × {{8}}

が得られ、これはB(4, 8)と合同である。よってA(A14) = A(B(4, 8)) =

P4({9, . . . , n}) となり、n = 8, 9, 10, 11 の場合は A(A14) = ϕ である

ので A14 が P4(n) の極大対蹠的部分集合になる。n > 11 の場合は

P4({9, . . . , n})の極大対蹠的部分集合Bに対して、A14 ∪Bが P4(n)の

極大対蹠的部分集合になる。

(1.1.2) P4({8, . . . , n})の最小元 {8, 9, 10, 11}を取り、A7,1 に加え

A8,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {8, 9, 10, 11}}

が得られる。そして

A(A8,2) = Ac
7,1 × P1({12, . . . , n})

∪ P2({8, 9, 10, 11})× P2({12, . . . , n})

∪ P4({12, . . . , n})

となる。

また S(A8,2) = S(Ac
7,1)× Sym({8, 9, 10, 11})× Sym({12, . . . , n})より

Ac
7,1 × P1({12, . . . , n})

P2({8, 9, 10, 11})× P2({12, . . . , n})

P4({12, . . . , n})
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に推移的に作用していることが分かり、S(A8,2)の 3つの軌道になって

いる。したがって Ac
7,1 × P1({12, . . . , n})と

P2({8, 9, 10, 11})×P2({12, . . . , n}) , P4({12, . . . , n})の 2つの場合を考

える必要がある。

(1.1.2.1) n ≥ 12の場合、Ac
7,1 × P1({12, . . . , n})の最小元 {1, 2, 7, 12}を取り、

手続きを行うと P4({1, . . . , 7} ∪ {12})の極大対蹠的部分集合 B(4, 8) ∪
{P4({8, 9, 10, 11} ∪ {13, . . . , n})の極大対蹠的部分集合 }となるので、
これは (1.1.1)の結果に帰着される。

(1.1.2.2) P2({8, 9, 10, 11})×P2({12, . . . , n}) , P4({12, . . . , n})の最小元を取って
手続きを行うが、Ac

7,1 × P1({12, . . . , n})の元を取った場合は (1.1.2.1)

に帰着される。よって

A8,2 ∪ P2({8, 9, 10, 11})× P2({12, . . . , n}) ∪ P4({12, . . . , n})

⊂ A7,1 ∪ P4({8, . . . , n})

より、P4({8, . . . , n})の極大対蹠的部分集合Bに対して、P4(n)の極大

対蹠的部分集合は A(7, 1) ∪B に行き着くはずである。

ここでBが P4({8, . . . , n})で fullでないと仮定する。すると、Bのど

の元にも属さないm ∈ {8, . . . , n}が存在する。そして

A(7, 1) ∪B ⊂ A7,1 ∪ (Ac
7,1 × {{m}}) ∪B

が成り立つが、A7,1∪(Ac
7,1×{{m}})∪Bは対蹠的部分集合であるから、

A(7, 1)∪Bの極大性が失われる。よってBは P4({8, . . . , n})で fullで

ある。

つまりBが P4({8, . . . , n})で fullならば、A7,1 ∪Bは P4(n)の極大対

蹠的部分集合である。

また、A7,1 ∪Bが P4(n)の極大対蹠的部分集合でないと仮定したとき、

A7,1 ∪B のどの元とも対蹠的な α /∈ A7,1 ∪B が存在する。また

α ∈ A(A7,1) = Ac
7,1 × P1({8, . . . , n}) ∪ P4({8, . . . , n})

より、仮に α ∈ P4({8, . . . , n})とした場合、これは B の極大性に矛盾

する。また、α ∈ Ac
7,1 × P1({8, . . . , n})ならば、♯(α ∪ {8, . . . , n}) = 1

となる。B は帰納的に B(4, 7), B(4, 8), A(4, 2l)の和の形になっている

はずであり、さらに B は P4({8, . . . , n})で fullなので、♯(α ∪ β) = 1

を満たす β ∈ B が存在する。しかし、これは対蹠的の定義に反するの

で矛盾する。よって A7,1 ∪B は P4(n)の極大対蹠的部分集合である。

(1.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}×P2({7, . . . , n})の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A3,1

に加えると

A4,2 = A(4, 6) ∪ {{1, 2, 7, 8}}
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を得る。そして

A(A4,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, . . . , n})

∪ P2({7, 8})× P2({9, . . . , n})

∪ P4({9, . . . , n})

となる。{{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}はA(A4,2)のどの元とも対蹠的なので

A4,2 に加え

A6,1 = A(4, 6) ∪ {{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}} = A(4, 8)

が得られる。S(A6,1)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}}の置換を表わして
いるので、　

P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({9, . . . , n})

P4({9, . . . , n})

に推移的に作用し、これらは S(A6,1)の軌道になっている。よって 3通

りの場合分けが必要になる。

(1.2.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8})の最小元 {1, 3, 5, 7}を
取り、A6,1 に加え

A7,2 = A(4, 8) ∪ {{1, 3, 5, 7}}

が得られる。ここで

Ev8 = {{i1, i2, i3, i4} | ij ∈ {2j − 1, 2j}(1 ≤ j ≤ 4),

偶数番号の数が偶数 }

としたとき、

A(A7,2) = (Ev8 − {1, 3, 5, 7}) ∪ P4({9, . . . , n})

となる。Ev8 の全ての元と A(A7,2)の他の元は対蹠的なので A7,2 に付

け加えられる。よって

A(4, 8) ∪ Ev8
= A14

を得る。後は (1.1.1)に帰着する。
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(1.2.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({9, . . . , n})の最小元 {1, 2, 9, 10} を
取り、A6,1 に加え

A7,3 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 9, 10}}

が得られる。そして

A(A7,3) = {{3, 4, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({11, . . . , n})

∪ P2({9, 10})× P2({11, . . . , n})

∪ P4({11, . . . , n})

となる。{{3, 4, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}は対蹠的で、A(A7,3)の

他の元とも対蹠的なので A7,3 に付け加えられる。よって

A10 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

= A(4, 10)

が得られる。また

A(A10) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} × P2({11, . . . , n})

∪ P4({11, . . . , n})

となる。ここで、この場合に得られる P4(n)の極大対蹠的部分集合を

M とする。するとM −A10 ⊂ A(A10)より、 M = A10 ∪M1 ∪M2を

みたすような

M1 ⊂ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} × P2({11, . . . , n})

M2 ⊂ P4({11, . . . , n})

が存在する。また

N1 = {β ∈ P2({11, . . . , n}) | α = {2j − 1, 2j}に対しα ∪ β ∈ M1

(1 ≤ j ≤ 5)}

とすると、N1 は P2({11, . . . , n})の対蹠的部分集合になる。よって
Sym({11,. . . ,n}) の作用から

N1 = {{11, 12}, {13, 14}, . . . , {2m− 1, 2m}}

とできる。N1の任意の元とM2の任意の元は偶数個の共通部分がある

ので、A(4, 2m) ∪M2 が対蹠的であることまで分かる。また

M = A10 ∪M1 ∪M2 ⊂ A(4, 2m) ∪M2
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が成り立ち、M が P4(n)の極大対蹠的部分群なので、M = A(4, 2m)∪
M2 である。

{1, 2, 11, 12}, {1, 2, 13, 14}, . . . と加えて手続きを行うと、A(4, 2m) と

なり、

A(A(4, 2m)) = {{1, 2}, . . . , {2m− 1, 2m}} × P2({2m+ 1, . . . , n})

∪ P4({2m+ 1, . . . , n})

となる。先ほどと同様に、M = A(4, 2m) ∪M3 ∪M4 を満たすような

M3 ⊂ {{1, 2}, . . . , {2m− 1, 2m}} × P2({2m+ 1, . . . , n})

M4 ⊂ P4({2m+ 1, . . . , n})

が存在する。ここでM3 ̸= ϕと仮定する。すると 1 ≤ a ≤ m, 2m+1 ≤
b, cを満たすような {2a−1, 2a, b, c}が存在する。{b, c}とM4の任意の元

は偶数個の共通部分があるので、{1, 2, b, c} と M4の任意の元は対蹠的

であり、{b, c} ∈ N1となり、これは矛盾。よってM3 = ϕとなり、M =

A(4, 2m)∪M4である。つまり、M4は P4({2m+1, . . . , n})の極大対蹠
的部分集合であるので、帰納的にM4は B(4, 7), B(4, 8), A(4, 2l) + 2m

の和になっているはずである。ここで、A(4, 2l) + 2mが存在すると仮

定する。

A(4, 2m) ∪ (A(4, 2l) + 2m) ⊂ A(4, 2(m+ l))

が成り立ち、A(4, 2l) + 2m と M4 の任意の元は対蹠的であるので、

A(4, 2(m + l))とM4 の任意の元も対蹠的である。つまり A(4, 2(m +

l)) ∪M4 は対蹠的で

M = A(4, 2m) ∪ (A(4, 2l) + 2m) ∪M4 ⊂ A(4, 2(m+ l)) ∪M4

が成り立つのでM の極大性に反する事が分かり、矛盾している。よっ

てM4はB(4, 7)とB(4, 8)の和になっている。つまり、M4 = ϕならば

M = A(4, 2m)となり、M4 ̸= ϕならばM は B(4, 7)か B(4, 8)を含ん

でいる。これらはそれぞれ (1.1.2.2)と (1.1.1)に帰着されていく。

(1.2.3) P4({9, . . . , n})の最小元 {9, 10, 11, 12}を取り、A6,1 に加え

A7,4 = A(4, 8) ∪ {{9, 10, 11, 12}}

を得る。そして

A(A7,4) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({9, 10, 11, 12})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({13, . . . , n})

∪ P2({9, 10, 11, 12})× P2({13, . . . , n})

∪ P4({13, . . . , n})
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となり、S(A7,4)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}}と {9, 10, 11, 12}の置
換を表わしているから、それぞれに推移的に作用する。つまりこれらが

S(A7,4)の 5つの軌道であり、5通りの場合分けが必要になる。

(1.2.3.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8})の最小元 {1, 3, 5, 7}を
取る。これは (1.1)に帰着する。

(1.2.3.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}} × P2({9, 10, 11, 12})の最小元 {1, 2, 9, 10}
を取る。これは (1.2.2)に帰着する。

(1.2.3.3) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}}×P2({13, . . . , n})の最小元 {1, 2, 13, 14}を
取る。これも (9, 13)(10, 14)の置換作用により (1.2.2)に帰着する。

(1,2,3,4) P2({9, 10, 11, 12})×P2({13, . . . , n}), P4({13, . . . , n})の軌道について考
える。この場合、(1,2,3,1) 、 (1,2,3,2) 、 (1.2.3.3)の軌道から元を一

つ取ったときは (1.1) 、 (1.2.2) に帰着するので P2({9, 10, 11, 12}) ×
P2({13, . . . , n}), P4({13, . . . , n})から元を取ってくることを考えればよ
い。任意の極大対蹠的部分集合M に対して、M = A(4, 8) ∪M1 を満

たすような P4({9, . . . , n})の極大対蹠的部分集合M1が存在するはずで

ある。しかし、定理を述べる前に書いた通り A(4, 8)は P4(8)の極大対

蹠的部分集合ではないのでこれは成り立たない。

(1.3) P4({7, . . . , n})の最小元 {7, 8, 9, 10}を取り、A3,1 に加え、

A4,3 = A(4, 6) ∪ {{7, 8, 9, 10}}

を得る。そして

A(A4,3) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({11, . . . , n})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({11, . . . , n})

∪ P2({7, 8, 9, 10})× P2({11, . . . , n})

∪ P4({11, . . . , n})

となり、S(A4,3)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}と {7, 8, 9, 10}の置換を表わ
しているから、それぞれ推移的に作用する。つまりこれらが S(A4,3)の

5つの軌道であり、5通りの場合分けが必要になる。

(1.3.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({11, . . . , n})の最小元{1, 3, 5, 11}
を取り、A4,3に加える。この場合は (7 11)の置換作用より (1.1)に帰着

する。

(1.3.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10}) の最小元 {1, 2, 7, 8} を取り、
A4,3 に加える。これは (1.2)に帰着する。
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(1.3.3) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}×P2({11, . . . , n})の最小元 {1, 2, 11, 12}を取り、
A4,3 に加える。これは (7 11)(8 12)の置換作用より (1.2)に帰着する。

(1.3.4) P2({7, 8, 9, 10})× P2({11, . . . , n})の最小元 {7, 8, 11, 12}を取り、A4,3

に加え、

A5 = A(4, 6) ∪ {{7, 8, 9, 10}, {7, 8, 11, 12}}

を得る。そして

A(A5) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({13, . . . , n})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({13, . . . , n})

∪ {{9, 10, 11, 12}}

∪ {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}} × P2({13, . . . , n})

∪ P1({7, 8})× P1({9, 10})× P1({11, 12})× P1({13, . . . , n})

∪ P4({13, . . . , n})

となる。A(A5)において {9, 10, 11, 12}と他の元は対蹠的なので A5 に

加え

A6,2 = A(4, 6) ∪ (A(4, 6) + 6)

が得られる。よって

A(A6,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({13, . . . , n})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}

×P2({13, . . . , n})

∪ P1({7, 8})× P1({9, 10})× P1({11, 12})

×P1({13, . . . , n})

∪ P4({13, . . . , n})

となる。S(A6,2)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}と {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}
の置換や、これらを入れ替えたりする作用なのでそれぞれに推移的に

作用する。したがって S(A6,2)の軌道は次の 4つになる。

P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({13, . . . , n})

∪ P1({7, 8})× P1({9, 10})× P1({11, 12})× P1({13, . . . , n})

{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}

{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}, {11, 12}} × P2({13, . . . , n})

P4({13, . . . , n})

よって、4通りの場合分けが必要になる。
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(1.3.4.1)

P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({13, . . . , n})

∪ P1({7, 8})× P1({9, 10})× P1({11, 12})× P1({13, . . . , n})

の最小元 {1, 3, 5, 13}を取り、A6,2に加える。これは (1.1)に帰着する。

(1.3.4.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}, {11, 12}} の最小元 {1, 2, 7, 8}
を取り、A6,2 に加える。これは (1,3,2)に帰着する。

(1.3.4.3) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}, {11, 12}}×P2({13, . . . , n})の最小
元 {1, 2, 13, 14}を取り、A6,2 に加える。これは (1.2)に帰着する。

(1.3.4.4) P4({13, . . . , n}) の場合を考える。この場合、(1,3,4,1) 、 (1,3,4,2) 、

(1.3,4.3)の軌道から元を一つ取ったときは (1.1) 、 (1.3.2) 、 (1.2)に

帰着するので P4({13, . . . , n})から元を取ってくることを考えればよい。
任意の極大対蹠的部分集合M に対して、M = A6,2 ∪M1を満たすよう

な P4({13, . . . , n})の極大対蹠的部分集合M1 が存在するはずである。

しかし、A6,2 = A(4, 6) ∪ (A(4, 6) + 6)は P4(12)の極大対蹠的部分集

合ではないのでこれは成り立たない。

(1.3.5) 軌道P4({11, . . . , n})を考える。この場合、(1,3,1)、 (1,3,2)、 (1.3,3)、

(1.3.4)の軌道から元を一つ取ったときは既に述べたのでP4({11, . . . , n})
から元を取ってくることを考えればよい。任意の極大対蹠的部分集合

M に対して、M = A4,3 ∪M1 を満たすような P4({11, . . . , n})の極大
対蹠的部分集合M1 が存在するはずである。しかし、A4,3 = A(4, 6) ∪
{{7, 8, 9, 10}};は P4(10)の極大対蹠的部分集合ではないのでこれは成

り立たない。

(2) P4({5, . . . , n})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A1 に加え、

A2,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}}

が得られる。そして

A(A2,2) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, . . . , n})

∪ P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, . . . , n})

∪ P4({9, . . . , n})

となる。S(A2,2)は {1, 2, 3, 4}と {5, 6, 7, 8}の置換や、これらを入れ替
えたりする作用なので推移的に作用する。したがって S(A2,2)の軌道は
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次の 3つになる。

P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, . . . , n})

∪ P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, . . . , n})

P4({9, . . . , n})

よって、3通りの場合分けが必要になる。

(2.1) P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A2,2に加

える。これは (1)に帰着する。

(2.2) P2({1, 2, 3, 4})×P2({9, . . . , n})∪P2({5, 6, 7, 8})×P2({9, . . . , n})の最
小元 {1, 2, 9, 10}を取り、A2,2 に加える。これは (1)に帰着する。

(2.3) P4({9, . . . , n})の最小元 {9, 10, 11, 12}を取り、A2,2 に加える。この場

合、(2.1) 、 (2.2) の軌道から元を一つ取ったときは既に述べたので

P4({9, . . . , n})から元を取ってくることを考えればよい。任意の極大対蹠
的部分集合Mに対して、M = A2,2∪M1を満たすようなP4({9, . . . , n})
の極大対蹠的部分集合 M1 が存在するはずである。しかし、A2,2 =

{{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}}は P4(8)の極大対蹠的部分集合ではないのでこ

れは成り立たない。

�

例 5.1 P4(11)の極大対蹠的部分集合は

A(4, 10), B(4, 8), B(4, 7) ∪ (A(4, 4) + 7)

となる。また P4(12)の極大対蹠的部分集合は

A(4, 12), B(4, 7), B(4, 8) ∪ (A(4, 4) + 8)

となる。

6 スピノル群

スピノル群を定義するため、まずクリフォード代数 Cl(Rn)を定義する。

定義 6.1 1, e1, . . . , en, e1e2, . . . , eiej(i < j), . . . , ei1 · · · eik(i1 < · · · < ik),

. . . , e1 · · · en からなる 2n個の元を R -基底とする Rベクトル空間 Cl(Rn)に

おいて、基底の積を

(ei1 · · · eik)(ej1 · · · ejl) := ei1 · · · eikej1 · · · ejl

と定義する。ここで

25



(A) 積の単位元を 1とする

(B) e2i = −1

(C) eiej = −ejei(i ̸= j)

(D) 分配法則が成立

を満たすとする。この積に関してCl(Rn)は 2n次元 R -多元環となり、Cl(Rn)

をクリフォード代数という。

ここで定めた基底 1, e1, . . . , en, e1e2, . . . , eiej(i < j), . . . , ei1 · · · eik(i1 <

· · · < ik), . . . , e1 · · · en が正規直交基底となる内積を定める。まず、p, q ∈
Cl(Rn) に対し、p = a0 +

∑
ai1···ikei1 · · · eik , q = b0 +

∑
bi1···ikei1 · · · eik

とし、

⟨u, v⟩ := a0b0 +
∑

ai1···ikbi1···ik

と定義する。また、p ∈ Cl(Rn) に対し、∥ p ∥:=
√
⟨u, u⟩ と定義し、u, v ∈

Cl(Rn) の距離 d(u, v) :=∥ u−v ∥ と定義すれば、Cl(Rn)は距離空間になり、

R2n と距離空間として同型である。

また、次の 3つの R-線型写像を Cl( Rn )の基底に対して定義する。
t1 := 1, t(ei1 · · · eik) := eik · · · ei1
1s := 1, (ei1 · · · eik)s := (−1)k(ei1 · · · eik)
(ei1 · · · eik)∗ := t(ei1 · · · eik)s

これらは距離位相で連続となる。

(x1, . . . xn) ∈ Rn と x1e1 + · · ·xnen ∈ Cl(Rn)を同一視することで、Sn−1 ⊂
Rn ⊂ Cl(Rn)とみなせるので、スピノル群を次のように定義する。

定義 6.2 Spin(n) := {α ∈ Cl(Rn) | α = a1 · · · am, ai ∈ Sn−1,mは偶数 } と
したとき、Spin(n) をスピノル群やスピン群という。

定理 6.1 p : Spin(n) → SO(n) を p(α)x := αxtα (x ∈ Rn) と定義したと

き、この pは連続な上への準同型写像になり、pの核は {±1}である。よって
Spin(n)/{±1} ∼= SO(n) となる。また、この pは 2重被覆写像である。

命題 6.1 T1 := {t(θ1) · · · t(θn) ∈ Cl(R2n) | t(θi) := cos θi + e2i−1e2i sin θi,

i = 1, 2, · · · , n, θi ∈ R}
T2 := {t(θ1) · · · t(θn) ∈ Cl(R2n+1) | t(θi) := cos θi + e2i−1e2i sin θi,

i = 1, 2, · · · , n, θi ∈ R}
とおいたとき、T1は Spin(2n)の極大トーラスになり、T2は Spin(2n+1)の

極大トーラスになる。
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7 スピノル群の性質

スピノル群はコンパクトリー群より、コンパクトリーマン対称空間になる

ので、性質を見ていきたい。

補題 7.1 ([11]) .

クリフォード代数 Cl(Rn) において次が成り立つ。ただし、k = 1, 2, · · · , n
とする。

(A) (ei1 · · · eik)2 = (−1)
1
2k(k+1)

(B) eik · · · ei1 = (−1)
1
2k(k−1)ei1 · · · eik

(C) sei1 ···eik = seik ···ei1

(D) sei1 ···eik = s(−ei1 ···eik )

証明 (A)

(ei1 · · · eik)2 = ei1 · · · eikei1 · · · eik
= (−1)ei1 · · · eik−1

ei1eikei2 · · · eik
...

= (−1)k−1ei1 · · · eik−1
ei1 · · · eik−1

eikeik

= (−1)k−1ei1 · · · eik−1
ei1 · · · eik−1

(−1)

= (−1)kei1 · · · eik−1
ei1 · · · eik−1

= (−1)k(−1)k−1ei1 · · · eik−2
ei1 · · · eik−2

...

= (−1)
1
2k(k+1)

(B)

eik · · · ei1 = (−1)eik · · · ei1ei2
...

= (−1)k−1ei1eik · · · ei2
= (−1)k−1(−1)k−2ei1ei2eik · · · ei3
...

= (−1)
1
2k(k−1)ei1 · · · eik

(C) 任意の α ∈ Spin(n) に対し、

sei1 ···eik (α) = ei1 · · · eikα−1ei1 · · · eik
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であり、(B)より、ei1 · · · eik = ±eik · · · ei1 であることから、ei1 · · · eik =

eik · · · ei1 の場合は成り立つ。
次に ei1 · · · eik = −eik · · · ei1 の場合を考える。

sei1 ···eik (α) = (−ei1 · · · eik)α−1(−ei1 · · · eik)

= ei1 · · · eikα−1ei1 · · · eik
= seik ···ei1 (α)

となるので、この場合も成り立つので (C)は成り立つ。

(D) 任意の α ∈ Spin(n) に対し、

sei1 ···eik (α) = ei1 · · · eikα−1ei1 · · · eik
= (−ei1 · · · eik)α−1(−ei1 · · · eik)

= s(−ei1 ···eik )(α)

が成り立つので (D)は成り立つ。

�

また、この補題から次が分かる。

補題 7.2 ([11]) . Spin(n)において次が成り立つ。

(ei1 · · · eik)2 = 1 ⇐⇒ kは 4の倍数

証明 (=⇒)

(ei1 · · · eik)2 = 1 としたとき、前の補題より、(ei1 · · · eik)2 = (−1)
1
2k(k+1) で

あったので　 1
2k(k+1)　が偶数であることが分かる。Spin(n)の定義より k

は偶数である。k = 2mとすると、1
2k(k+1) = m(2m+1)である。1

2k(k+1)

　は偶数であったので、mも偶数でなければならないので、kは 4の倍数で

ある。

(⇐=)

k = 4m(m ∈ N)とすると、 1
2k(k + 1) = 2m(4m+ 1) より　 (ei1 · · · eik)2 =

(−1)2m(4m+1) = 1 である。 �

補題 7.3 ([11]) .

{i1, · · · , i2k}, {j1, · · · , j2l} ⊂ {1, 2, · · · , n} に対し、
t := ♯({i1, · · · , i2k} ∩ {j1, · · · , j2l})と定義する。このとき

sei1 ···ei2k (ej1 · · · ej2l) = (−1)k−l+tej1 · · · ej2l

が成り立つ。
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証明 補題 3.1を用いると、

sei1 ···ei2k (ej1 · · · ej2l) = ei1 · · · ei2k(ej1 · · · ej2l)−1ei1 · · · ei2k
= ei1 · · · ei2k(ej2l · · · ej1)ei1 · · · ei2k
= (−1)tej2l · · · ej1ei1 · · · ei2kei1 · · · ei2k
= (−1)t(−1)k(2k+1)(−1)l(2l−1)ej1 · · · ej2l
= (−1)2k

2+2l2+k−l+tej1 · · · ej2l
= (−1)k−l+tej1 · · · ej2l

�

したがって次が分かる。

sei1 ···ei2k (ej1 · · · ej2l) =


(−1)tej1 · · · ej2l

(
k, l両方が奇数

k, l両方が偶数

)

(−1)t−1ej1 · · · ej2l

(
kが偶数で lが奇数

kが奇数で lが偶数

)

補題 7.4 ([11]) . 任意の　 α, β ∈ Spin(n)に対して、

sα(−β) = −sα(β)

が成り立つ。

証明 α = a1 · · · a2k, β = b1 · · · b2l(ai, bi ∈ Sn−1)　とすると、

sα(−β) = sa1···a2k
(−b1 · · · b2l)

= a1 · · · a2k(−b1 · · · b2l)−1a1 · · · a2k
= −a1 · · · a2k(b2l · · · b1)a1 · · · a2k
= −a1 · · · a2k(b1 · · · b2l)−1a1 · · · a2k
= −sα(β)

となる。 �

8 スピノル群の極大対蹠集合

ここでは、スピノル群の極大対蹠集合の性質を見ていきたい。

命題 8.1 ([11]) .

S を Spin(n)の任意の極大対蹠集合としたとき、任意の元 a ∈ S に対し

て、−a ∈ S となる。
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証明 任意の b ∈ S に対して、

s(−a)(b) = (−a)b−1(−a) = ab−1a = sa(b) = b

となるので、S ∪ {−a} は Spin(n)の対蹠集合であることが分かる。また、S

は Spin(n)の極大対蹠集合と仮定していたので、S = S ∪ {−a} である。し
たがって、−a ∈ S である。

�

補題 8.1 ([11]) .

M1,M2をコンパクトRiemann対称空間とする。f : M1 → M2 を準同型写

像としたとき、SをM1の対蹠集合とすれば、f(S)はM2の対蹠集合になる。

証明 任意の p, q ∈ f(S) に対し、p = f(s), q = f(t)(s, t ∈ S) とおく。この

とき、

sp(q) = sf(s)(f(t))

= f(ss(t))

= f(t)

= q

となるので、f(S)はM2 の対蹠集合になる。 �

補題 8.2 ([11]) .

Spin(n) の単位元を含む任意の対蹠集合 S に対し、 g ∈ Spin(n)で

gSg−1 ⊂ {±ei1 · · · ei2k | i1 < · · · < i2k, 1 ≤ k ≤ [
n

2
]} ∪ {±1}

を満たすものが存在する。

証明 p : Spin(n) → SO(n) を射影としたとき、pは準同型写像より、補題

5.1から p(S)は SO(n)の対蹠集合であることが分かる。また、系 2.1より、

p(S)を含む SO(n)の大対蹠集合 A が存在し、そして g′Ag′−1 = X を満た

す g′ ∈ SO(n) が存在する。また、p は全射であるから, p(g) = g′ を満た

す g ∈ Spin(n) が存在するので、p(gSg−1) ⊂ X が成り立つ。したがって、

gSg−1 ⊂ p−1(X) が成立する。後は、p−1(X) = {±ei1 · · · ei2k | i1 < · · · <
i2k, 1 ≤ k ≤ [n2 } ∪ {±1} が成り立つことが言えればよい。
ここで、Ai1···i2k を X の元で −1が（i1, i1）, · · ·（i2k, i2k）成分にある行列と

する。(i1 < · · · < i2k) 任意の x ∈ Rn に対し、x =

n∑
i=1

aiei とすると、

Ai1···i2kx = a1e1 + · · · + ai1−1ei1−1 − ai1ei1 + · · · ai2k−1
ei2k−1

− ai2kei2k +

· · · anen となる。また、

p(ei1 · · · ei2k)ej =

{
ej (j /∈ {i1, · · · i2k})
−ej (j ∈ {i1, · · · i2k})
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となるので、p(ei1 · · · ei2k)x = a1e1+· · ·+ai1−1ei1−1−ai1ei1+· · · ai2k−1
ei2k−1

−
ai2kei2k+· · · anen である。したがって、p(ei1 · · · ei2k) = Ai1···i2k となることが

分かる。また、p(ei1 · · · ei2k) = p(−ei1 · · · ei2k)なので、pが2重被覆写像である

ことから、p−1(Ai1···i2k) = {±ei1 · · · ei2k} となる。そして、p−1(En) = {±1}
であることから、p−1(X) = {±ei1 · · · ei2k | i1 < · · · < i2k, 1 ≤ k ≤ [n2 }∪{±1}
が成り立つ。 �

補題 8.3 ([11]) .

Spin(n)の単位元を含む任意の対蹠集合 S に対し、g ∈ Spin(n)で

gSg−1 ⊂ {±ei1 · · · ei4k | i1 < · · · < i4k, 1 ≤ k ≤ [
n

4
]} ∪ {±1}

を満たすものが存在する。

証明 補題 5.2 から、gSg−1 ⊂ {±ei1 · · · ei2k | i1 < · · · < i2k, 1 ≤ k ≤
[n2 ]} ∪ {±1} を満たす g ∈ Spin(n) が存在することが分かる。x ∈ gSg−1 に

対し、x = ±1 の場合は成り立つことがすぐ分かる。x /∈ ±1 の場合を考える。

つまり、x = ±ei1···i2k の形になっているはずである。ここで、補題 2.1 より、

x2 = 1 であり、補題 4.2 から 2k は 4の倍数であることが分かる。したがっ

て、gSg−1 ⊂ {±ei1 · · · ei4k | i1 < · · · < i4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]}である。よって、
gSg−1 ⊂ {±ei1 · · · ei4k | i1 < · · · < i4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]} ∪ {±1} が成り立つ。�

ここで、α ∈ Pk(n) に対して、eα := eα(1) · · · eα(k) とする。

補題 8.4 ([11]) .

Spin(n) の単位元を含む任意の極大対蹠集合 S に対して、

gSg−1 = {±eα | α ∈ A4k, 1 ≤ k ≤ [
n

4
]} ∪ {±1}

を満たすような g ∈ Spin(n) と A4k ⊂ P4k(n)(1 ≤ k ≤ [n4 ]) が存在する。ま

た、A4k := {α ∈ P4k(n) | eα ∈ gSg−1 または −eα ∈ gSg−1} とする。

証明 (⊂):

補題 5.4より g ∈ Spin(n)で

gSg−1 ⊂ {±eα | α ∈ P4k(n), 1 ≤ k ≤ [
n

4
]} ∪ {±1}

を満たすものが存在する。任意の x ∈ gSg−1 に対し、x = ±1 のときは成り

立つことがすぐ分かる。また、x ̸= ±1 の場合も α ∈ A4k であることがすぐ

分かる。よって x ∈ {±eα | α ∈ A4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]} ∪ {±1} である。
(⊃):

x ∈ {±eα | α ∈ A4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]} ∪ {±1} に対し、x = ±1 の場合、

S が Spin(n)の単位元を含む極大対蹠集合であることから、命題 5.1より、

±1 ∈ gSg−1 であるので成立する。したがって、x ̸= ±1 の場合を考える。
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k ∈ {1, · · · [n4 ]} であり、α ∈ A4k で x = eα または x = −eα となるものが取

れる。 また、α ∈ A4k より eα ∈ gSg−1 または −eα ∈ gSg−1 であるので、

x ∈ gSg−1である。よって、 gSg−1 ⊃ {±eα | α ∈ A4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]} ∪ {±1}
である。

したがって　 gSg−1 = {±eα | α ∈ A4k, 1 ≤ k ≤ [n4 ]} ∪ {±1}　になる。 �

ここでまた記号を定義しておく。

P (n) :=
∪

0≤k≤[n4 ]

P4k(n)

A ⊂ P (n) に対し、A(A) := {±eα | α ∈ A} ∪ {±1} とする。

補題 8.5 ([11]) . A ⊂ P (n) であるとき、次の 2つは同値である。

(1) A(A) が Spin(n) の対蹠集合である。

(2) 任意の α, β ∈ A に対し、♯(α ∩ β) が偶数である。

証明 (1) ⇒ (2) :

A ⊂ P (n)より、任意の α, β ∈ A に対して、 k, l ∈ {1, 2, · · · , [n4 ]} で α ∈
P4k(n), β ∈ P4l(n) を満たすものが存在する。また、eα, eβ ∈ A(A) であるこ

とが分かるので、(1)の仮定から seα(eβ) = eβ を満たす。ここで補題 4.3よ

り、seα(eβ) = (−1)2k−2l+teβ = (−1)t となるので t は偶数であることが分か

る。

(2) ⇒ (1) :

任意の a, b ∈ A(A) に対し、まず a = ±1 かつ b = ±1 の場合は sa(b) = b と

なり、対蹠集合になることがすぐ分かる。次に a = ±1 かつ b ̸= ±1の場合

を考えてみる。 s±1(b) = b−1 となるが、補題 4.2から b−1 = b となるので対

蹠集合の定義を満たす。また a ̸= ±1 かつ b = ±1 の場合は、補題 4.4より

sx(±1) = ±sx(1) = ±1となるので、これも対蹠集合の定義を満たす。最後に

x ̸= ±1 かつ y ̸= ±1 の場合を考える。つまり α, β ∈ A で a = ±eα, b = ±eβ

を満たすものを考える。また、補題 4.1の (D)と補題 4.4から seα(eβ) = eβ

が言えれば十分である。補題 4.3と (2)の仮定より

seα(eβ) = (−1)2k−2l+teβ　

= (−1)teβ

= eβ

となるので、A(A) が Spin(n) の対蹠集合であることが分かる。 �

定義 8.1 α, β ∈ P (n) とする。♯(α ∩ β) が偶数ならば、α と β は 対蹠的で

あるという。

定義 8.2 A ⊂ P (n)とする。任意の α, β ∈ A が対蹠的であるとき、A を対

蹠的部分集合であるという。
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つまり補題 5.5から次の 2つが同値であることが分かる。

A ⊂ P (n)が対蹠的部分集合である⇔ A(A)が Spin(n)の対蹠集合である

補題 8.6 ([11]) . A,B ⊂ P (n)に対し、

A ⊂ B ⇔ A(A) ⊂ A(B)

が成立する。

証明 (⇒) :

A ⊂ B とする。任意の a ∈ A(A) をとり、 a = ±1 の場合は A(B) の定義よ

り a ∈ A(B) となるので成立する。 a ̸= ±1 の場合は α ∈ A で a = ±eα で

あるものが取れるので、 α ∈ β より a ∈ A(B)が成り立つ。

(⇐) :

A(A) ⊂ A(B) とする。A(A) の定義から、任意の α ∈ A に対し、eα ∈ A(A)

であり、仮定から eα ∈ A(B)である。よって、eα = ±eβ となるものがとれる。

ここで、eα = −eβ の場合を考える。しかし、eα(1) · · · eα(k)+eβ(1) · · · eβ(k) = 0

はこれらが Cl(Rn) の元であることから成り立たない。よって、eα = eβ と

なり、α = β となるので α ∈ B である。 �

補題 8.7 ([11]) . A ⊂ P (n) とする。A(A) が Spin(n) の極大対蹠集合であ

るならば、A は極大対蹠的部分集合である。

証明 対蹠的部分集合 B ⊂ P (n) を A ⊂ B となるようにとる。ここで補題

5.6から A(A) ⊂ A(B)が成立することが分かる。B が対蹠的部分集合である

ことから A(B) が Spin(n) の対蹠集合となるので、仮定より A(A) = A(B)

である。したがって補題 5.6より A = B となるので A は極大対蹠部分集合

である。 �

定理 8.1 ([11]) . Spin(n)の単位元を含む任意の極大対蹠部分集合 S に対し、

gSg−1 = A(A)

を満たす g ∈ Spin(n) と 極大対蹠的部分集合 A ⊂ P (n) が存在し、これを

満たす A はただ一つである。

証明 補題 5.4より A ⊂ P (n) が極大な対蹠的部分集合であることが言えれ

ばよい。まず A(A) = gSg−1は Spin(n) の対蹠集合なので A は対蹠的部分

集合である。次に極大であることをいう。A ⊂ B を満たす対蹠的部分集合

B ⊂ P (n) をとる。補題 5.6からA(A) ⊂ A(B) が成立し、A(A) が Spin(n)

の極大対蹠集合であることから A(A) = A(B) となる。よって補題 5.6より

A = B となるので A は極大対蹠的部分集合である。また、一意性もこの証

明で示されている。 �
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予想 ([11]) . 任意の極大対蹠的部分集合A ⊂ P (n)に対し、A(A)はSpin(n)

の極大対蹠的部分群となる。

命題 8.2 ([1]) .

♯2Spin(n) =

{
2r+1 (n ≡ 0, 1, 7(mod8))

2r (上記以外)

この rは Spin(n)の階数なので r = [n2 ]である。

系 8.1 ([1]) . n ≤ 12の場合、Spin(n)の 2-numberは次のようなる。

n ♯2Spin(n)

1, 2, 3 2

4, 5 4

6 8

7 16

8, 9, 10, 11 32

12 64

9 P (n)の極大対蹠的部分集合の分類

ここでは P (n) =
∪

0≤k≤[n4 ]

P4k(n)の極大対蹠的部分集合を見ていきたい。

まず P (n) =
∪

0≤k≤[n4 ]

P4k(n)の極大対蹠的部分集合を求める手順を定める。

(1) まず kを選んで、 P4k(n) の最小元 A1 を取る。

(2) 次に Ai に対して、 Ai+1 を次の手続きで定める。

(3) 固定部分群 S(Ai) := {g ∈ Sym(n) | g(Ai) = Ai} とする。

(4) A(Ai) = {α ∈ P (n)−Ai | Ai ∪ {α}が対蹠的である } とする。

(5) A(Ai) =
∪

1≤a≤j

Oa と S(Ai) の軌道の和に分解する。

(6) 1 ≤ a ≤ j を選び、Oaの最小元 αaとすると Aiに付け加えて Ai+1,α :=

Ai ∪ {αa} が得られる。

(7) これを Ai が P (n) の極大対蹠的部分集合になるまで繰り返す。すなわ

ち、A(Ai) = ϕ となるまで繰り返す。

補題 9.1 上の手続きより P (n)の合同類が全て得られる。
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証明 A : P (n) の極大対蹠的部分集合とする。まず、A1 ⊂ g(A) となる

g ∈ Sym(n)が存在する。ここで、Aと g(A)は合同であるから、極大対蹠的

部分集合の合同類を決定するためには、A1 ⊂ Aと仮定しても一般性を失わな

い。次に αaをA(A1)の S(A1)の軌道Oaの最小元とする。よって αa ∈ g(A)

を満たす g ∈ S(A1)が存在する。またこの g ∈ S(A1) に対しても A1 ⊂ Aよ

り、A1 = g(A1) ⊂ g(A)が成り立つので A2,α = A1 ∪ {αa} ⊂ Aである。こ

の手続きを Ai = A(i = ♯A)となるまで繰り返すことができるので、P (n) の

合同類を全て得ることができる。 �

9.1 P (4)～P (8)の場合

定理 9.1 定理 5.1から

n = 4, 5の場合の極大対蹠的部分集合は A(4, 4),

n = 6の場合の極大対蹠的部分集合は A(4, 6),

n = 7の場合の極大対蹠的部分集合は B(4, 7)となる。

定理 9.2 P (8)の極大対蹠的部分集合は

A15,1 = B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

である。

証明 P (8) = P4(8) ∪ P8(8)の極大対蹠的部分集合を求める。

これは P4(8)の極大対蹠的部分集合 B(4, 8)と P8(8)の極大対蹠的部分集合

{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}の和が唯一の P (8)の極大対蹠的部分集合となるから、

P (8)の極大対蹠的部分集合は B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}である。 �

9.2 P (9)の場合

定理 9.3 P (9)の極大対蹠的部分集合は

A15,1 = B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

である。

証明 P (9) = P4(9) ∪ P8(9)の極大対蹠的部分集合を求める。

(1) A1,1 = {1, 2, 3, 4}を取る。すると

A(A1,1) = {α ∈ P (9)− {{1, 2, 3, 4}} | αと {1, 2, 3, 4}が対蹠的 }

= P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, . . . , 9})

∪ P4({5, . . . , 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 9})
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となり、S(A1,1) = Sym({1, 2, 3, 4}) × Sym({5, . . . , 9}) よりこれらは
S(A1,1)の 3つの軌道になっているので 3通りの場合分けが必要になる。

(1.1) P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, . . . , 9})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A1,1 に加

え、

A2,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}}

が得られる。そして

A(A2,1) = {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({7, 8, 9})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8, 9})

∪ P2({5, 6})× P2({7, 8, 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9})

となる。A(A2,1)において {{3, 4, 5, 6}}と他の元は対蹠的なので A2,1

に加えられる。よって

A3,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}} = A(4, 6)

が得られる。そして

A(A3,1) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8, 9})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9})

となる。S(A3,1) は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} の置換作用より、これらは
S(A3,1)の 3つの軌道になっているので 3通りの場合分けが必要になる。

(1.1.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8, 9})の最小元 {1, 3, 5, 7}
を取り、A3,1 に加え、

A4,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}}

を得る。そして

A(A4,1) = {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8, 9})

∪ {{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}} × P1({8, 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9})

となる。{{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}は対蹠的で、A(A4,1)にお

いて他の元とも対蹠的なので A4,1 に加えると、

A7,1 = { {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}
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が得られる。また A7,1 と B(4, 7) = Bc(3, 7)は合同なので

A(A7,1) = {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}, {1, 2, 7},

{3, 4, 7}, {5, 6, 7}} × P1({8, 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9})

= Ac(7, 1)× P1({8, 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9})

となる。S(A7,1)はこれらに推移的に作用するので S(A7,1)の 2つの軌

道になっており、2通りの場合分けが必要になる。

(1.1.1.1) Ac(7, 1)× P1({8, 9})の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A7,1 に加えると

A8,1 = { {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 7, 8}}

が得られるので

A(A8,1) = {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}, {1, 2, 7},

{3, 4, 7}, {5, 6, 7}} × P1({8})

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となる。これをA8,1に加えると、極大対蹠的部分集合A15 = B(4, 8)∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.1.2) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、A7,1 に加えると

A8,2 = { {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,2) = Ac
7,1 × {{8}}

となり、これをA8,2に加えると、極大対蹠的部分集合A15,1 = B(4, 8)∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9})の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A3,1

に加えると

A4,2 = A(4, 6) ∪ {{1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}
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となる。{{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}, {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}は対蹠的で、
A(A4,2)において他の元とも対蹠的なので付け加えられ、

A7,2 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。また

A(A7,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

となる。これは S(A7,2)の軌道になっている。

(1.1.2.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8})の最小元 {1, 3, 5, 7}を
取り、A7,2 に加えると

A8,3 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}} ∪ {{1, 3, 5, 7}}

となるので

Ev8 = {{i1, i2, i3, i4} | ij ∈ {2j − 1, 2j}(1 ≤ j ≤ 4),

偶数番号の数が偶数 }

としたとき、

A(A8,3) = Ev8 − {{1, 3, 5, 7}}

となる。これをA8,3に加えると、極大対蹠的部分集合A15 = B(4, 8)∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.3) P4({1, 2, 3, 4})×P2({5, 6})×P2({7, 8, 9})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
を取り、A3,1 に加えると

A4,3 = A(4, 6) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

を得る。よって

A(A4,3) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

となる。{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}は対蹠的で、A(A4,1)にお

いてと他の元とも対蹠的なので付け加えられ、

A7,2 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.1.2)に帰着する。

(1.2) P4({5, . . . , 9})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A1,1 に加えると

A2,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}}
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が得られる。また

A(A2,2) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となる。A(A2,2)において {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}と他の元は対蹠的なの
で A2,2 に付け加えられ、

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となるので

A(A3,2) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

となる。これは S(A3,2)の軌道になっている。

(1.2.1) P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A3,2に加

えると

A4,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}{5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,4) = {{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

となる。{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}}は対蹠的でA(A4,4)におい

て 他の元とも対蹠的なので A4,4 に付け加えられ、

A7,2 = A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.1.2)に帰着する。

(1.3) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 9}) の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} を取り、
A1,1 に加え

A2,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A2,3) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{5, 6, 7, 8}}

となる。A(A2,3)において {{5, 6, 7, 8}}と他の元は対蹠的なので A2,3

に付け加えられ、

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となり、(1.2)に帰着する。
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(2) A1,2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取る。すると

A(A1,2) = P4(8)

となる。これらは S(A1,2) = Sym({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8})× {9}より軌道
になっていることが分かる。

(2.1) P4(8)の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A1,2 に加えると

A2,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られるので、(1.3)に帰着する。

�

9.3 P (10)の場合

定理 9.4 P (10)の極大対蹠的部分集合は

A15,1 = B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}},

A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)

である。ちなみに

A(8, 10) = {α ∪ β ∪ γ ∪ δ ∈ P8(10) |

α, β, γ, δ ∈ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

とする。

証明 P (10) = P4(10) ∪ P8(10)の極大対蹠的部分集合を求める。

(1) A1,1 = {1, 2, 3, 4}を取る。よって

A(A1,1) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, . . . , 10})

∪ P4({5, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 10})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, . . . , 10})

となる。S(A1,1) = Sym({1, 2, 3, 4})× Sym({5, . . . , 10})より、これら
は軌道になっている。

(1.1) P2({1, 2, 3, 4})×P2({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A1,1に加

えると

A2,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}}
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が得られる。よって

A(A2,1) = {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8, 9, 10})

∪ P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。A(A2,1)において、{3, 4, 5, 6}と他の元は対蹠的なのでA2,1に

加え

A(3, 1) = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}} = A(4, 6)

が得られる。そして

A(A3,1) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8, 9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。S(A3,1)は {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}の置換作用なので、これらは
軌道になっている。

(1.1.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8, 9, 10})の最小元{1, 3, 5, 7}
を取り、A3,1 に加え、

A4,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}}

が得られる。よって

A(A4,1) = {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8, 9, 10})

∪ {{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}} × P1({8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9, 10})
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となる。{{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}はそれぞれ対蹠的であり、
A(A4,1)において他の元とも対蹠的なので A4,1 に加え

A(7, 1) = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

が得られる。また、A7,1 と B(4, 7) = Bc
3,7 は合同なので

A(A7,1) = {{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5},

{2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9, 10})

= Ac
7,1 × P1({8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9, 10})

となる。これらは S(A7,1)の軌道になっている。

(1.1.1.1) Ac
7,1 × P1({8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A7,1 に加えると

A8,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,1) = {{3, 4, 7}, {5, 6, 7}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5},

{2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8})

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となり、これらを A8,1 に加え、極大対蹠的部分集合 A15,1 = B(4, 8) ∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.1.2) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})× P1({8, 9, 10})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、A7,1 に加えると

A8,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,2) = {{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5},

{2, 3, 5}, {2, 4, 6}} × P1({8})

となり、これらを A8,2 に加え、極大対蹠的部分集合 A15,1 = B(4, 8) ∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。
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(1.1.2) {7, 8, 9, 10}を A3,1 に加えると

A4,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,2) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。

{{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

はそれぞれ対蹠的で、A(A4,2)において他の元とも対蹠的なので A4,2

に加え

A9,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。そして

A(A9,1) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

となり、これは S(A9,1)の軌道になっている。

1.1.2.1 {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10}) の最小元 {1, 2, 7, 8} を取り、
A9,1 に加えると

A10,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A10,1) = {{3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10})

となり、A10,1に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪A(8, 10)

が得られる。
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(1.1.3) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10}) の最小元 {1, 2, 7, 8} を取り、
A3,1 に加え

A4,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,3) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。{{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠的
で、A(A4,3)において他の元とも対蹠的なので A4,3 に加え

A7,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。そして

A(A7,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となり、これらは S(A7,2)の軌道になっている。

(1.1.3.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, 8})の最小元 {1, 3, 5, 7}を
取り、A7,2 に加え

A8,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 3, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,3) = {{1, 3, 6, 8}, {1, 4, 5, 8}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7},

{2, 4, 5, 7}, {2, 3, 5, 8}, {2, 4, 6, 8}}
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となり、A8,3 に加えると極大対蹠的部分集合

A15,1 = B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。

(1.1.3.2) {7, 8, 9, 10}を取り、A7,2 に加え

A8,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,4) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となり、これらをA8,4に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.1.3.3) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}×{{9, 10}}の最小元 {1, 2, 9, 10}を取り、A7,2に

加え

A8,5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,5) = {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となり、これらをA8,5に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.1.3.4) {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、A7,2 に加え

A8,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.3.3)に帰着する。
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(1.1.3.5) {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、A7,2 に加え

A8,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.3.3)に帰着する。

(1.1.3.6) {{1, 2}, {3, 4}}×P6({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、
A7,2 に加え

A8,8 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.3.3)に帰着する。

(1.1.4) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、A3,1 に加え

A4,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,4) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠的で、
A(A4,4)において他の元とも対蹠的なので A4,4 に加え

A7,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

∪ {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

= A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.1.3)に帰着する。

(1.1.5) P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})を取り、A3,1 に加え

A4,5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A4,5) = {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。{{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}} はそ
れぞれ対蹠的で、A(A4,5)において他の元とも対蹠的なのでA4,5に加え

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,3) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

となる。これらは S(A7,3)の軌道になっている。

(1,1,5,1) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}×P2({7, 8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 7, 8}を取る。こ
れを A7,3 に加え

A8,9 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,9) = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ {{3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

となり、これらはそれぞれ対蹠的なので A8,9 に加え、

極大対蹠的部分集合 A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)が得られる。

(1.1.5.2) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、これを A7,3 に加え

A8,10 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よってこれは (1.1.5.1)に帰着する。
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(1.1.6) {{1, 2}, {3, 4}}×P6({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、
A3,1 に加え

A4,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,6) = {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}} はそれぞれ対
蹠的なので A4,6 に加え

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (1.1.5)に帰着する。

(1.2) P4({5, . . . , 10})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A1,1 に加え

A2,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A2,2) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{9, 10}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}はA(A2,2)において他の元と対蹠的なので

A2,2 に加えられ

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A3,2) = P2({1, 2, 3, 4})× (P2({5, 6, 7, 8}), {9, 10})

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})
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となり、これらは S(A3,2)の軌道になっている。

(1.2.1) P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A3,2に加

えると

A4,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,7) = {{1, 2}} × {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{3, 4}} × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、これらは互いに対蹠的なので A4,7 に加えられ、極大対蹠的部

分集合 A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)が得られる。

(1.2.2) P2({5, 6, 7, 8}) × {{9, 10}} の最小元 {5, 6, 9, 10} を取り、A3,2 に加え

ると

A4,8 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,8) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となる。A(A4,8)において {7, 8, 9, 10}と他の元は対蹠的なのでA4,8に

加えると

A5,1 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10},

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A5,1) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、これらは S(A5,1)の軌道になっている。
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(1.2.2.1) P2({1, 2, 3, 4}) × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、
A5,1 に加え

A6,1 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.2.1)に帰着する。

(1.2.2.2) P4({1, 2, 3, 4})×{{5, 6}, {7, 8}}×{{9, 10}}の最小元{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}
を取り、A5,1 に加え

A6,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A6,2) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{7, 8}} × {{9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}は A(A6,2)において他の元と対蹠的なの

で A6,2 に付け加えられ

A7,4 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,4) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、これらは S(A7,4)の軌道になる。

(1.2.2.2.1) P2({1, 2, 3, 4}) × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、
A7,4 に加えると

A8,11 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,11) = {{1, 2}} × {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{3, 4}} × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})
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これらは互いに対蹠的なので A8,11 に加えられ、極大対蹠的部分集合

A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)が得られる。

(1.2.2.2.2) P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を
取り、A7,4 に加えると

A8,12 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.2.2.1)に帰着する。

(1.2.2.3) P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を
取り、A5,1 に加え

A6,3 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A6,3) = {{1, 2}, {3, 4}} × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, }} × {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ {{3, 4}} × {{5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となる。これらは互いに対蹠的なので A6,3 に加えられ、極大対蹠的部

分集合 A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10) が得られる。

(1,2,3) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、A3,2 に加えると

A4,9 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,9) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、{{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}} はそれぞれ対
蹠的で A(A4,9)において他の元とも対蹠的なので A4,9 に加えられ、

A7,5 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A7,5) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となる。これらは S(A7,5)の軌道になっている。

(1.2.3.1) P2({1, 2, 3, 4}) × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、
A7,5 に加え

A8,11 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (1.2.2.2.1)に帰着する。

(1.2.3.2) {{1, 2}, {3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を
取り、A7,5 に加え

A8,13 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (1.2.2.2.1)に帰着する。

(1.2.4) P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を
取り、A3,2 に加え

A4,10 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,10) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × {{9, 10}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ {{3, 4}} × P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となり、{{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}} はそれぞれ対
蹠的で A(A4,10)において他の元とも対蹠的なので A4,10 に加えられ

A7,6 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A7,6) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

となる。これらは S(A7,6)の軌道になる。

(1.2.4.1) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8}) の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、A7,6 に

加え

A8,13 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,13) = {{1, 2, 7, 8}}

∪ {{3, 4}} × {{5, 6}, {7, 8}}

∪ {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}

となり、これらは互いに対蹠的なのでA8,13に加えられ、極大対蹠的部

分集合 A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)が得られる。

(1.2.4.2) P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}の最小元 {5, 6, 9, 10}を取り、A7,6 に加え

A8,14 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (1.2.4.1)に帰着する。

(1.2.4.3) P4({1, 2, 3, 4})×P2({5, 6, 7, 8})×{{9, 10}}の最小元{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}
を取り、A7,6 に加え

A8,15 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.4.1)に帰着する。
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(1.3) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、
A1,1 に加え

A2,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A2,3) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{9, 10}}

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ P2({5, 6, 7, 8}) ∪ {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, 6, 7, 8, 9, 10})

となる。{{5, 6, 7, 8}}は A(A2,3)の他の元と対蹠的なので A2,3 に加え

られ、

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となり、(1.2)に帰着する。

(1.4) P2({1, 2, 3, 4})×P6({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、
A1,1 に加え

A2,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A2,4) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, . . . , 10})

∪ P4({5, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 10})

∪ {{3, 4}} × P6({5, . . . , 10})

となる。{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}は A(A2,4)において他の元と対蹠的なの

で A2,4 に加えられ

A3,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。そして

A(A3,3) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, . . . , 10})

∪ P4({5, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 10})

となり、これらは S(A3,3)の軌道になる。
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(1.4.1) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A3,3 に

加え

A4,11 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,11) = {{1, 2}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{3, 4}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, 8, 9, 10})

となり、{{3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的で A(A4,11)において他の元とも対蹠的なので A4,11 に加えられ

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となり、(1.1.6)に帰着する。

(1.4.2) P4({5, . . . , 10})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A3,3 に加え

A4,12 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,12) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × {{9, 10}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

55



となり、{{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠
的で A(A4,12)において他の元とも対蹠的なので A4,12 に加えられ

A7,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.4)に帰着する。

(1.4.3) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、
A3,3 に加え

A4,13 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.4)に帰着する。

(2) A1,2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取る。よって

A(A1,2) = P6({1, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, . . . , 8})

∪ P2({1, . . . , 8})× {{9, 10}}

となり、これらは S(A1,2)の軌道になっている。

(2.1) P6({1, . . . , 8}) × {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、A1,2

に加え、

A2,5 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A2,5) = (P4({1, . . . , 6})× {{7, 8}} × {{9, 10}})

−{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}})

∪ P4({1, . . . , 6})

∪ P2({1, . . . , 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

となり、{{7, 8, 9, 10}}は A(A2,5)において他の元と対蹠的なので A2,5

に加え

A3,4 = {{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A3,4) = (P4({1, . . . , 6})× {{7, 8}} × {{9, 10}})

−{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}})

∪ P4({1, . . . , 6})

∪ P2({1, . . . , 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

となり、これらは A3,4 の軌道になっている。

(2.1.1)

(P4({1, . . . , 6})× {{7, 8}} × {{9, 10}})

− {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}})

の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、A3,4 に加えると

A4,14 = {{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,14) = (P2({1, 2, 3, 4})× {{5, . . . , 10}}

∪ P4({1, , 2, 3, 4})

∪ P2({1, , 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}}

となり、{{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}}はそれぞれ対蹠的で
A(A4,14)において他の元とも対蹠的なので A4,14 に加えられ

A7,5 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.3)に帰着する。

(2.1.2) P4({1, . . . , 6})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A3,4 に加えると

A4,15 = {{1, 2, 3, 4}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。後は (1.2.3)に帰着する。
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(2.1.3) P2({1, . . . , 6}) × {{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A3,4 に

加えると

A4,16 = {{1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,16) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2, 9, 10}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

となる。{{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的で A(A4,16)において他の元とも対蹠的なので A4,16 に加えられ

A7,7 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。そして

A(A7,7) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

となり、これらは S(A7,7)の軌道になっている。

(2.1.3.1) {{1, 2}}×P2({3, 4, 5, 6})×{{7, 8, 9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}
を取り、A7,7 に加え

A8,16 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,16) = {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × {{3, 4}, {5, 6}}

∪ {{3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}, {9, 10}}
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となる。これらをA8,16に加え、極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(2.1.3.2) {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A7,7 に加え

A8,17 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (2.1.3.1)に帰着する。

(2.1.3.3) P2({3, 4, 5, 6}) × {{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {3, 4, 7, 8}を取り、A7,7 に

加え

A8,18 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{3, 4, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これは (2.1.3.1)に帰着する。

(2.2) P4({1, . . . , 8})4の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A1,2 に加え

A2,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A2,6) = {{1, 2, 3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6, 7, 8}} × {{9, 10}}

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{9, 10}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

となり、{{5, 6, 7, 8}}は A(A2,6)において他の元と対蹠的なので A2,6

に加え

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1, 2)に帰着する。

(2.3) P2({1, . . . , 8})× {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 9, 10}を取り、A1,2 に加え

A2,7 = {{1, 2, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A2,7) = {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})

∪ P4({3, . . . , 8})

∪ P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

となり、{{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}は A(A2,7)において他の元と対蹠的な

ので A2,7 に加えられ

A3,5 = {{1, 2, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A3,5) = {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})

∪ P4({3, . . . , 8})

∪ P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

となり、これらは S(A3,5)の軌道になっている。

(2.3.1) {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8}) × {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を
取り、A3,5 に加え

A4,17 = {{1, 2, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}

が得られる。よって

A(A4,17) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{1, 2, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

となる。{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠的で
A(A4,17)において他の元とも対蹠的なので A4,17 に加えられ

A7,7 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって (2.1.3)に帰着する。

(2.3.2) {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A3,5 に加え

A4,18 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,18) = {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × {{3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ {{3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8, })

∪ {{3, 4, 9, 10}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

となる。{{3, 4, 9, 10}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的で A(A4,18)において他の元とも対蹠的なので A4,18 に加えられ

A7,6 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.4)に帰着する。

(2.3.3) P4({3, . . . , 8})の最小元 {3, 4, 5, 6}を取り A3,5 に加え、

A4,19 = {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。後は (2.3.1)に帰着していく。

(2.3.4) P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}の最小元 {3, 4, 9, 10}を取り A3,5 に加え、

A4,20 = {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。後は (2.3.2)に帰着していく。

�
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9.4 P (11)の場合

定理 9.5 P (11)の極大対蹠的部分集合は

(1) A15,1 = B(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

(2) A15,2 = A(4, 10) ∪A(8, 10)

(3)

A15,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7},

{2, 4, 5, 7}, {8, 9, 10, 11}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11},

{3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

である。

証明 P (11) = P4(11) ∪ P8(11)の極大対蹠的部分群を求める。

(1) A1,1 = {1, 2, 3, 4}を取る。よって

A(A1,1) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, . . . , 11})

∪ P4({5, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 11})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P6({5, . . . , 11})

となる。これらは S(A1,1) = Sym({1, 2, 3, 4})× Sym({5, . . . , 11})の軌
道になっている。

(1.1) P2({1, 2, 3, 4}) × P2({5, . . . , 11}) の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、A1,1 に

加え

A2,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}}
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が得られる。よって

A(A2,1) = {3, 4, 5, 6}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, . . . , 11})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, . . . , 11})

∪ P4({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, . . . , 11})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P5({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({7, . . . , 11})

となる。{{3, 4, 5, 6}}は A(A2,1)において他の元と対蹠的だから A2,1

に加え

A3,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A3,1) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, . . . , 11})

∪ P4({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, . . . , 11})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P5({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({7, . . . , 11})

となり、これらは S(A3,1)の軌道になっている。

(1.1.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({7, . . . , 11})の最小元{1, 3, 5, 7}
を取り、A3,1 に加え

A4,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}}
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が得られる。よって

A(A4,1) = {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6},

{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5.6.7}} × P1({8, 9, 10, 11})

∪ {{8, 9, 10, 11}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})

×P1({8, 9, 10, 11})

∪ {{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×{{7, . . . , 11}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P4({8, 9, 10, 11})

となり、{{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}は互いに対蹠的で、A(A4,1)

において他の元とも対蹠的なので A4,1 に付け加えられ

A7,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

が得られる。A7,1 と B(4, 7) = Bc(3, 7)は合同なので

A(A7,1) = {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6},

{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5.6.7}} × P1({8, 9, 10, 11})

∪ {{8, 9, 10, 11}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})

×P1({8, 9, 10, 11})

∪ {{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×P5({7, . . . , 11})　

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({8, 9, 10, 11})

となり、これらは S(A7,1)の軌道になる。

(1.1.1.1)

{{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6},

{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5.6.7}} × P1({8, 9, 10, 11})
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の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A7,1 に加え

A8,1 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

が得られる。よって

A(A8,1) = {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6},

{3, 4, 7}, {5.6.7}} × P1({8})

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

となる。これらを A8,1に加え、極大対蹠的部分集合 A15,1 = B(4, 8) ∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.1.2) {8, 9, 10, 11}を取り、A7,1 に加え

A8,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {8, 9, 10, 11},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

が得られる。よって

A(A8,2) = {{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×P5({7, . . . , 11})　

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P4({8, 9, 10, 11})

となり、これらを A8,2 に加えると極大対蹠的部分集合

A15,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7},

{2, 4, 5, 7}, {8, 9, 10, 11}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11},

{3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。

(1.1.1.3)

P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P1({7})

×P1({8, 9, 10, 11})
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の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、A7,1 に加え

A8,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,3) = {{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6},

{1, 2, 7}, {3, 4, 7}, {5.6.7}} × P1({8})

となる。これらを A8,3に加え、極大対蹠的部分集合 A15,1 = B(4, 8) ∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.1.4) {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}を取り、A7,1 に加え

A8,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。これは (1.1.1.2)に帰着する。

(1.1.1.5) {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}} × P5({7, . . . , 11})の最小元
{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}を取り、A7,1 に加え

A8,5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7},

{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。これは (1.1.1.2)に帰着する。

(1.1.1.6) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})× P4({8, 9, 10, 11})の最小元
{1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11}を取り、A7,1 に加え

A8,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}

{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7},

{1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。これは (1.1.1.2)に帰着する。

(1.1.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}×P2({7, . . . , 11})の最小元{1, 2, 7, 8}を取り、A3,1

に加え

A4,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A4,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, 8})

∪ {{3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10, 11})

∪ P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({7, 8})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

×P2({9, 10, 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

となる。{{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠的
で A(A4,2)において他の元とも対蹠的なので付け加えられ

A7,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

= A(4, 8) ∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A7,2) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10, 11})

∪ P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

×P2({9, 10, 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

となる。これらは S(A7,2)の軌道になっている。
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(1.1.2.1) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})
× P1({7, 8})の最小元 {1, 3, 5, 7}を取り、A7,2 に加え

A8,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{1, 3, 5, 7}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,7) = {{1, 3, 6, 8}, {1, 4, 5, 8}, {1, 4, 6, 7},

{2, 3, 5, 8}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{2, 4, 6, 8}}

となり、これらを A8,7 に加え、極大対蹠的部分集合 A15,1 = B(4, 8) ∪
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}が得られる。

(1.1.2.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10, 11}) の最小元 {1, 2, 9, 10} を取り、
A7,2 に加え

A8,8 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,8) = {{3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, , 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P2({7, 8})× P2({9, 10})

となり、これらをA8,8に加え、極大対蹠的部分集合A15,3 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.1.2.3) P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})の最小元 {7, 8, 9, 10}を取り、A7,2 に加え

A8,9 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.1.2.2)に帰着する。

(1.1.2.4) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})× P2({9, 10, 11})の最小元
{{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}を取り、A7,2 に加え

A8,10 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}
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が得られる。よって (1.1.2.2)に帰着する。

(1.1.2.5) P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})の最小元
{{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}を取り、A7,2 に加え

A8,11 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.2.2)に帰着する。

(1.1.2.6) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})× P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})の最小元
{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、A7,2 に加え

A8,12 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.2.2)に帰着する

(1.1.3) P4({7, . . . , 11})の最小元 {7, 8, 9, 10}を取り、A3,1 に加え

A4,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,3) = P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P1({11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}

×P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}　

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P5({7, . . . , 11)

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({7, 8, 9, 10})

となる。ここで

{{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
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はそれぞれ互いに対蹠的であり、A(A4,3)において他の元とも対蹠的な

ので A4,3 に加えられ

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,3) = P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P1({11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}

×P2({7, 8, 9, 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P2({7, 8, 9, 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P5({7, . . . , 11)

となる。これらは S(A7,3)の軌道になっている。

(1.1.3.1) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, 6})×P1({11})の最小元 {1, 3, 5, 11}を
取り、A7,3 に加え

A8,13 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,13) = {{1, 4, 6, 11}, {2, 3, 6, 11}, {2, 4, 5, 11}}

∪ {{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

となり、これらを A8,13 に加えると極大対蹠的部分集合

A15,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 4, 6, 11}, {2, 3, 6, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 3, 5, 11},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。これは A15,3 と合同である。
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(1.1.3.2) {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10}) の最小元 {1, 2, 7, 8} を取り、
A7,3 に加え

A8,14 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,14) = {{3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×{{7, 8}, {9, 10}}

となり、これらをA8,14に加え、極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.1.3.3) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({7, 8, 9, 10})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、A7,3 に加え

A8,15 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.1.3.1)に帰着する。

(1.1.3.4) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P5({7, . . . , 11)の最小元
{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}を取り、A7,3 に加え

A8,16 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。よって (1.1.3.1)に帰着する。

(1.1.4) P4({1, 2, 3, 4})×P2({5.6})×P2({7, . . . , 11})の最小元{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
を取り、A3,1 に加え

A4,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A4,4) = P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × {{7, 8}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10, 11})

∪ {{7, 8}} × P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

P2({9, 10, 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

となり、{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}はそれぞれ互いに対蹠的で
あり、A(A4,2)において他の元とも対蹠的なので A4,2 に加えられ

A7,2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8},

{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られ、(1.1.2)に帰着する。

(1.1.5) P4({1, 2, 3, 4})×P4({7, . . . , 11})の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、
A3,1 に加え

A4,5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,5) = P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P1({11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

P2({7, 8, 9, 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P5({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P4({7, 8, 9, 10})
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となる。ここで{{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
はそれぞれ互いに対蹠的であり、A(A4,5)において他の元とも対蹠的な

ので A4,5 に加えられ

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10},

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となる。よって (1.1.3)に帰着する。

(1.1.6) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})× P5({7, . . . , 11})の最小元
{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}を取り、A3,1 に加え

A4,6 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。よって

A(A4,6) = {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×P1({7, . . . , 11})

∪ P4({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, . . . , 11})

∪ {{1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×P5({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({7, . . . , 11})

となる。ここで {{1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}} × P5({7, . . . , 11})は互い
に対蹠的であり、A(A4,6)において他の元とも対蹠的なので A4,6 に加

えられる。よって

A7,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。よって

A(A7,4) = {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×P1({7, . . . , 11})

∪ P4({7, . . . , 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({7, . . . , 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({7, . . . , 11})

となる。これらは S(A7,4)の軌道になる。
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(1.1.6.1) {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}} × P1({7, . . . , 11})の最小元
{1, 3, 5, 7}を取り、A7,4 に加え

A8,17 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 3, 5, 7}}

が得られる。よって

A(A8,17) = {{1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 7}}

∪ {{8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P4({8, 9, 10, 11})

となり、これらを A8,17 に加え極大対蹠的部分集合

A15,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7},

{2, 4, 5, 7}, {8, 9, 10, 11}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11},

{3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。

(1.1.6.2) P4({7, . . . , 11})の最小元 {7, 8, 9, 10}を取り、A7,4 に加え

A8,18 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6},

{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A8,18) = {{1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 5}}

×{{11}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

P4({7, 8, 9, 10})
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となり、これらを A8,18 に加え極大対蹠的部分集合

A15,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10},

{1, 4, 6, 11}, {2, 3, 6, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 3, 5, 11},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。これは A15,3 と合同である。なぜなら補題 7.1より A15,4

の 8個の成分からなる部分集合は

{{1, 4, 5}, {1, 2, 11}, {1, 3, 6}, {2, 4, 6},

{2, 3, 5}, {3, 4, 11}, {5, 6, 11}}

と合同になり、同様に A15,3 の 8個の成分からなる部分集合も

{{1, 4, 5}, {1, 2, 7}, {1, 3, 6}, {2, 4, 6},

{2, 3, 5}, {3, 4, 7}, {5, 6, 7}}

と合同になる。この二つは (7, 11)の置換作用で写り合うことが分かり、

実際に A15,3 と A15,4 は (7, 11)の置換作用で写り合うので合同である

ことが分かる。

(1.1.6.3) P4({1, 2, 3, 4})×P4({7, . . . , 11})の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、
A7,4 に加え

A8,19 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.6.2)に帰着する。

(1.1.6.4) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})× P4({7, . . . , 11})の最小元
{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、A7,4 に加え

A8,20 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.1.6.2)に帰着する。
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(1.1.7) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})× P4({7, . . . , 11})の最小元
{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、A3,1 に加え

A4,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,7) = P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P1({11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5.6})

×P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({5, 6})

×P5({7, . . . , 11})

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となる。{{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}} はそ
れぞれ互いに対蹠的であり、A(A4,7)において他の元とも対蹠的なので

A4,7 に加えられ

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}　

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}}

が得られる。よって (1.1.3)に帰着する。

(1.2) P4({5, . . . , 11})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A1,1 に加え

A2,1 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A2,1) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, 10, 11})

∪ {{5, 6}, {7, 8}} × P2({9, 10, 11})

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

×P2({9, 10, 11})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

×P2({9, 10, 11})

となる。{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}はA(A2,1)において他の元と対蹠的なので、

A2,1 に加えられ

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A3,2) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, 10, 11})

∪ {{5, 6}, {7, 8}} × P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

×P2({9, 10, 11})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

×P2({9, 10, 11})

となる。これらは S(A3,2)の軌道になる。

(1.2.1) P2({1, 2, 3, 4})×P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A3,2に加え

A4,8 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A4,8) = P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P1({7, 8})

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × {{7, 8}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} × P2({9, 10, 11})

∪ {{7, 8}} × P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})

×P2({9, 10, 11})

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6})

×P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})

となるので (1.1.4)に帰着する。

(1.2.2) P2({1, 2, 3, 4}) × P2({9, 10, 11})の最小元 {1, 2, 9, 10}を取り、A3,2 に

加え

A4,9 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,9) = P2({1, 2})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({9, 10})

×P1({11})

∪ {{3, 4, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

P1({9, 10})× P1({11})

∪ {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となり、{{3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}は互い
に対蹠的であり、A(A4,9)において他の元とも対蹠的なので A4,9 に加

えられ

A7,5 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A7,5) = P2({1, 2})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({9, 10})

×P1({11})

∪ {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

×P1({9, 10})× P1({11})

となる。しかし、P1({1, 2}) × P1({3, 4}) × P1({9, 10}) × P1({11})と
P1({1, 2}) × P1({3, 4}) × P4({5, 6, 7, 8}) × P1({9, 10}) × P1({11}) は
S(A7,5)の軌道にならない。よって

A(A7,5) = P2({1, 2})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

(1.2.2.1) P2({1, 2})× P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A7,5 に加え

A8,21 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A8,21) = {{1, 2, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}}

∪ {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

となり、これらをA8,21に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.2.2.2) P2({3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})の最小元 {3, 4, 5, 6}を取り、A7,5 に加え

A8,22 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6}}

が得られる。よって後は (1.2.2.1)に帰着する。
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(1.2.2.3) {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}の最小元 {5, 6, 9, 10}を取り、A7,5 に加え

A8,23 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって後は (1.2.2.1)に帰着する。

(1.2.2.4) {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、A7,5 に加え

A8,24 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって後は (1.2.2.1)に帰着する。

(1.2.3) {{5, 6}, {7, 8}} × P2({9, 10, 11})の最小元 {5, 6, 9, 10}を取り、A3,2 に

加え

A4,9 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,9) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

×P2({9, 10})

となる。{{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}} はそ
れぞれ対蹠的で A(A4,9)において他の元とも対蹠的なので A4,9 に加え

A7,6 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,6) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})

×P2({9, 10})

となる。これらは S(A7,6)の軌道になっている。
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(1.2.3.1) P2({1, 2, 3, 4}) × {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、
A7,6 に加えると

A8,25 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A8,25) = {{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}}

∪ {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となり、これらをA8,25に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.2.3.2) P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10})の最小元
{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、A7,6 に加えると

A8,26 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.3.1)に帰着する。

(1.2.4) P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})× P2({9, 10, 11})の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、A3,2 に加え

A4,10 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,10) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{5, . . . , 10}}

となる。よって (1.2.3)に帰着する。

(1.2.5) P4({1, 2, 3, 4})× P2({7, 8})× P2({9, 10, 11})の最小元
{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、A3,2 に加え

A4,11 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.4)に帰着する。
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(1.2.6) P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10, 11})の最小元
{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、A3,2 に加え

A4,12 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,12) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× P1({11})

∪ {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10},

∪ {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となる。{{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ互
いに対蹠的であり、A(A4,11)において他の元とも対蹠的なのでA4,11に

加えられ

A7,7 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,7) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× P1({11})

∪ {5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}
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となる。これらは、S(A7,7)の軌道になっている。「

(1.2.6.1) {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8}) の最小元 {1, 2, 5, 6} を取り、A7,7 に

加え

A8,27 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}{1, 2, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A8,27) = {{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 7, 8}}

∪ {{5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4} × {{5, 6}, {7, 8}}

×{{9, 10}}

となり、これらをA8,27に加えると極大対蹠的部分集合A15,2 = A(4, 10)∪
A(8, 10)が得られる。

(1.2.6.2) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P1({9, 10})× P1({11})の最小元
{1, 3, 9, 11}を取り、A7,7 に加え

A8,28 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}{1, 3, 9, 11}}

が得られる。よって

A(A8,28) = {{1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}, {2, 4, 9, 11},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,28 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,6 が得ら

れる。

(1.2.6.3) {{5, 6}, {7, 8}} × {{9, 10}}の最小元 {5, 6, 9, 10}を取り、A7,7 に加え

A8,29 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}{5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.6.1)に帰着する。
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(1.2.6.4) {{1, 2, 3, 4}×{{5, 6}, {7, 8}}×{{9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}
を取り、A7,7 に加え

A8,30 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.6.1)に帰着する。

(1.2.6.5) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}
の最小元 {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}を取り、A7,7 に加え

A8,31 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

が得られる。よって (1.2.6.2)に帰着する。

(1.3) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 11})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、
A1,1 に加え

A2,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A2,1) = P2({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P2({9, 10, 11})

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10, 11})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}}

×P2({9, 10, 11})

∪ P2({1, 2, 3, 4})× P4({5, 6, 7, 8})× P2({9, 10, 11})

となり、{{5, 6, 7, 8}}は A(A2,1)の他の元と対蹠的なので A2,1 に加え

られ

A3,2 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1, 2)に帰着する。

(1.4) P2({1, 2, 3, 4})×P6({5, . . . , 11})の最小元 {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}を取り、
A1,1 に加え

A2,4 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A2,4) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, . . . , 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, . . . , 10})× {{11}}

∪ P4({5, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 10})

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P5({5, . . . , 10})× {{11}}

　　　　　　となる。{{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}は A(A2,4)において他の

元と対蹠的なので A2,4 に加えられ

A3,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A3,3) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, . . . , 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, . . . , 10})× {{11}}

∪ P4({5, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P5({5, . . . , 10})× {{11}}

　となる。これらは S(A3,3)の軌道になっている。

(1.4.1) {{1, 2}, {3, 4}}×P2({5, . . . , 10)の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、A3,3に加え

A4.13 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6}}
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が得られる。よって

A(A4,13) = {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× {{11}}

∪ {{5, 6}} × P2({7, 8, 9, 10})

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6})

×P4({7, 8, 9, 10})

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({5, 6})× P4({7, 8, 9, 10})

×{{11}}

となる。{{3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的であり、A(A4,13)において他の元とも対蹠的なのでA4,13に加えられ

A7,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2)に帰着する。

(1.4.2) P1({1, 2})×P1({3, 4})×P1({5, . . . , 10})×{{11}}の最小元 {1, 3, 5, 11}
を取り、A3,3 に加え

A4.14 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}}
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が得られる。よって

A(A4,14) = {{1, 2}, {3, 4}} × P1({5})

×P1({6, . . . , 10})

∪ {{1, 4}, {2, 3}} × P1({6, . . . , 10})

×{{11}}

∪ {{2, 4, 5, 11}}

∪ P4({6, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({6, . . . , 10})

∪ {{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}}

∪ {{1, 3}, {2, 4}} × {{5}}

×P4({6, . . . , 10})× {{11}}

となり、{{2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}} は
それぞれ対蹠的であり、A(A4,14)において他の元と対蹠的なのでA4,14

に加えられ

A7,8 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}}

が得られる。よって

A(A7,8) = {{1, 2}, {3, 4}} × P1({5})

×P1({6, . . . , 10})

∪ {{1, 4}, {2, 3}} × P1({6, . . . , 10})

×{{11}}

∪ P4({6, . . . , 10})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({6, . . . , 10})

∪ {{1, 3}, {2, 4}} × {{5}}

×P4({6, . . . , 10})× {{11}}

となる。これらは S(A7,8)の軌道になる。

(1.4.2.1) {{1, 2}, {3, 4}}×P1({5})×P1({6, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 5, 6}を取り、
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A7,8 に加え

A8,30 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A8,32) = {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 4, 6, 11}, {2, 3, 6, 11}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11}}

となる。これらをA8,30に加え、極大対蹠的部分集合A15,4が得られる。

(1.4.2.2) {{1, 4}, {2, 3}} × P1({6, . . . , 10}) × {{11}} の最小元 {1, 4, 6, 11} を取
り、A7,8 に加え

A8,33 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 4, 6, 11}}

が得られる。よって (1.4.2.1)に帰着する。

(1.4.2.3) P4({6, . . . , 10})の最小元 {6, 7, 8, 9}を取り、A7,8 に加え

A8,34 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {6, 7, 8, 9}}

が得られる。よって

A(A8,34) = {{1, 2, 5, 10}, {3, 4, 5, 10}}

{{1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}}

{{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}}

{{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}
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となり、これらを A8,32 に加え、極大対蹠的部分集合

A15,5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 10}, {3, 4, 5, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 10, 11}

{2, 3, 10, 11}, {6, 7, 8, 9},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}

{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(1.4.2.4) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({6, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}を取り、
A7,8 に加え

A8,35 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}}

が得られる。後は (1.4.2.4)に帰着する。

(1.4.2.5) {{1, 3}, {2, 4}} × {{5}} × P4({6, . . . , 10})× {{11}}の最小元
{{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}を取り、A7,8 に加え

A8,36 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}, {1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}

{2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

が得られる。後は (1.4.2.4)に帰着する。

(1.4.3) P4({5, . . . , 10})の最小元 {5, 6, 7, 8}を取り、A3,3 に加え

A4.15 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A4,15) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

×{{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}

となる。{{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠
的であり、A(A4,15)において他の元と対蹠的なので A4,15に加えられ、

A7,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}}

となる。よって (1.2.6)に帰着する。

(1.4.4) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 10})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取り、
A3,3 に加え

A4.16 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,16) = {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P2({5, 6, 7, 8})

×{{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}
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となる。{{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}, {5, 6, 7, 8}}はそれぞれ対蹠的であり、
A(A4,16)において他の元と対蹠的なので A4,16 に加えられ、

A7,7 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}}

となる。よって (1.2.6)に帰着する。

(1.4.5) P1({1, 2})× P1({3, 4})× P5({5, . . . , 10})× {{11}}
の最小元 {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}を取り、A3,3 に加え

A4.17 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

が得られる。よって

A(A4,17) = {{1, 2}, {3, 4}} × P1({5, . . . , 9})

×{{10}}

∪ {{1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}}

∪ {{1, 3}, {2, 4}} × P1({5, . . . , 9})

×{{11}}

∪ P4({5, . . . , 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 9})

∪ {{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

∪ {{1, 4}, {2, 3}} × P4({5, . . . , 9})

×{{10, 11}}

ここで

{{1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

はそれぞれ対蹠的であり、A(A4,17)において他の元と対蹠的なのでA4,17

に加えられ、

A7,9 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, }
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が得られる。よって

A(A7,9) = {{1, 2}, {3, 4}} × P1({5, . . . , 9})

×{{10}}

∪ {{1, 3}, {2, 4}} × P1({5, . . . , 9})

×{{11}}

∪ P4({5, . . . , 9})

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P4({5, . . . , 9})

∪ {{1, 4}, {2, 3}} × P4({5, . . . , 9})

×{{10, 11}}

となる。これらは S(A7,9)の軌道になる。

(1.4.5.1) {{1, 2}, {3, 4}} × P1({5, . . . , 9})× {{10}}
の最小元 {1, 2, 5, 10}を取り、A7,9 に加えると

A8,37 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 2, 5, 10}}

が得られる。よって

A(A8,37) = {{3, 4, 5, 10}}

∪ {{1, 3, 5, 11}, {2, 4, 5, 11}}

∪ {{6, 7, 8, 9}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}}

∪ {{1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11}}

となり、これらを A8,35 に加え極大対蹠的部分集合 A15,5 が得られる。

(1.4.5.2) {{1, 3}, {2, 4}} × P1({5, . . . , 9})× {{11}}
の最小元 {1, 3, 5, 11}を取り、A7,9 に加えると

A8,38 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 3, 5, 11}}

が得られる。よって (1.4.5.1)に帰着する。

(1.4.5.3) P4({5, . . . , 9})の最小元 {5, 6, 7, 8}をを取り、A7,9 に加えると

A8,39 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {5, 6, 7, 8}}
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が得られる。よって

A(A8,39) = {{1, 2, 9, 10}, {3, 4, 9, 10}}

∪ {{1, 3, 9, 11}, {2, 4, 9, 11}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

∪ {{1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11}}

となり、これらを A8,37 に加え極大対蹠的部分集合

A15,6 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10},

{3, 4, 9, 10}, {1, 3, 9, 11}, {2, 4, 9, 11},

{1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11},

{1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11}}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(1.4.5.4) P4({1, 2, 3, 4}) × P4({5, . . . , 9}) の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} を取り、
A7,9 に加えると

A8,40 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。よって (1.4.5.3)に帰着する。

(1.4.5.5) {{1, 4}, {2, 3}} × P4({5, . . . , 9})× {{10, 11}}
の最小元 {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}を取り、A7,9 に加えると

A8,41 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}, {2, 3, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}}

が得られる。よって (1.4.5.3)に帰着する。

(2) A1,2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}を取る。よって

A(A1,2) = P4({1, . . . , 8)

∪ P2({1, . . . , 8})× P2({9, 10, 11})

∪ P6({1, . . . , 8})× P2({9, 10, 11})
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となる。これらは S(A1,2) = Sym({1, . . . , 8}) × Sym({9, 10, 11})の軌
道になっている。

(2.1) P4({1, . . . , 8)の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A1,2 に加え

A2,3 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}}

が得られる。これは (1.3)に帰着する。

(2.2) P2({1, . . . , 8}) × P2({9, 10, 11})の最小元 {1, 2, 9, 10}を取り、A1,2 に

加え

A2,5 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A2,5) = {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})

∪ P4({3, . . . , 8})

∪ P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, . . . , 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8})

×{{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P5({3, . . . , 8})

P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となる。{{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}は A(A2,5)において他の元と対蹠的な

ので A2,5 に加えられ

A3,4 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A3,4) = {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})

∪ P4({3, . . . , 8})

∪ P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, . . . , 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8})

×{{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P5({3, . . . , 8})

×P1({9, 10})× {{11}}
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となる。

(2.2.1) {{1, 2}} × P2({3, . . . , 8})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A3,4 に加え

A4,18 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{1, 2, 3, 4}}

が得られる。よって

A(A4,18) = {{1, 2}} × P2({5, . . . , 8})

∪ {{3, 4}} × P2({5, . . . , 8})

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 9, 10}}

∪ P2({5, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × {{3, 4}}

×P2({5, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P4({5, . . . , 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

となり、{{5, 6, 7, 8}, {3, 4, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的で、A(A4,18)において他の元とも対蹠的なので A4,18 に加えられ

A7,7 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {3, 4, 9, 10},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (1.2.6)に帰着する。

(2.2.2) P4({3, . . . , 8})の最小元 {3, 4, 5, 6}を取り、A3,4 に加え

A4,19 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}}
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が得られる。よって

A(A4,19) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{1, 2, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

×{{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

となる。{{1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}はそれぞれ対蹠
的であり、A(A4,19)において他の元とも対蹠的なのでA4,19に加えられ、

A7,10 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,10) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

×{{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

となる。
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(2.2.2.1) {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A7,10 に加え

A8,42 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4}}

が得られる。よって

A(A8,42) = {{1, 2, 5, 6}}

∪ {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 9, 10}, {5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となるので、極大対蹠的部分集合 A15,2 = A(4, 10) ∪ A(8, 10) が得ら

れる。

(2.2.2.2) {{3, 4, 7, 8}, {5, 6, 7, 8}}の最小元 {{3, 4, 7, 8}}を取り A7,10 に加え

A8,43 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {3, 4, 7, 8}}

が得られる。よって (2.2.2.1)に帰着する。

(2.2.2.3) P2({3, 4, 5, 6})× {{9, 10}}の最小元 {{3, 4, 9, 10}}を取り A7,10に加え

A8,44 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {3, 4, 7, 8}}

が得られる。よって (2.2.2.1)に帰着する。

(2.2.2.4) P1({1, 2})× P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}の最小元
{1, 7, 9, 11}を取り、A7,10 に加え

A8,45 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 7, 9, 11}}

が得られる。よって

A(A8,45) = {{1, 8, 10, 11}, {2, 7, 10, 11}, {2, 8, 9, 11}}

∪ {{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}
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が得られる。これらを A8,43 に加え、極大対蹠的部分集合

A15,7 = {{1, 2, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}

{2, 7, 10, 11}, {2, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11}

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(2.2.2.5) {{1, 2}}×P2({3, 4, 5, 6})×{{7, 8, 9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}
を取り、A7,10 に加え

A8,46 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.2.1)に帰着する。

(2.2.2.6)

P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

の最小元 {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}を取り、A7,10 に加え

A8,47 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.2.4)に帰着する。

(2.2.3) P2({3, . . . , 8})× {{9, 10}}の最小元 {3, 4, 9, 10}を取り、A3,4 に加え

A4,19 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A4,19) = {{1, 2, 3, 4}}

∪ {{1, 2}, {3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

∪ {{5, 6, 7, 8}}

∪ P2({5, 6, 7, 8})× {{9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2, 3, 4}} × P2({5, 6, 7, 8})

×{{9, 10}}

∪ {{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({3, 4})

×P4({5, 6, 7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

となり、{{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}はそれぞれ対蹠的
であり、A(A4,19)において他の元とも対蹠的なので A4,19に加えられ、

A7,7 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{3, 4, 9, 10}, {1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られ、(1.2.6)に帰着する。

(2.2.4) P1({1, 2})×P1({3, . . . , 8})×P1({9, 10})×{{11}}の最小元 {1, 3, 9, 11}
を取り、A3,4 に加え

A4,20 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}}
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が得られる。よって

A(A4,20) = {{1, 2, 3}} × P1({4, . . . , 8})

∪ P4({4, . . . , 8})

∪ {{3}} × P1({4, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ {{1}} × P1({4, . . . , 8})

×{{10, 11}}

∪ {{2, 3, 10, 11}}

∪ {{2}} × P1({4, . . . , 8})

×{{9, 11}}

∪ {{1, 2}} × P4({4, . . . , 8})

×{{9, 10}}

∪ {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}

∪ {{2, 3}} × P4({4, . . . , 8})

{{10, 11}}

∪ {{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

∪ {{1, 3}} × P4({4, . . . , 8})

×{{9, 11}}

となる。また{{2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}
はそれぞれ対蹠的であり、A(A4,20)において他の元とも対蹠的なので

A4,20 に加えられ、

A7,11 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}
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が得られる。よって

A(A7,11) = {{1, 2, 3}} × P1({4, . . . , 8})

∪ P4({4, . . . , 8})

∪ {{3}} × P1({4, . . . , 8})× {{9, 10}}

∪ {{1}} × P1({4, . . . , 8})

×{{10, 11}}

∪ {{2}} × P1({4, . . . , 8})

×{{9, 11}}

∪ {{1, 2}} × P4({4, . . . , 8})

×{{9, 10}}

∪ {{2, 3}} × P4({4, . . . , 8})

×{{10, 11}}

∪ {{1, 3}} × P4({4, . . . , 8})

×{{9, 11}}

となる。これらは S(A7,11)の軌道になっている。

(2.2.4.1) {{1, 2, 3}} × P1({4, . . . , 8})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A7,11 に加え

ると、

A8,48 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4}}

が得られる。よって

A(A8,48) = {{5, 6, 7, 8}, {3, 4, 9, 10},

{1, 4, 10, 11}, {2, 4, 9, 11}, {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,46 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,6 が得ら

れる。

(2.2.4.2) P4({4, . . . , 8})の最小元 {4, 5, 6, 7}を取り、A7,11 に加えると、

A8,49 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {4, 5, 6, 7}}
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が得られる。よって

A(A8,49) = {{1, 2, 3, 8}, {3, 8, 9, 10},

{1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11}, {1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}}

となり、これらを A8,47 に加えると極大対蹠的部分集合

A15,8 = {{1, 2, 3, 8}, {1, 2, 9, 10}, {1, 3, 9, 11},

{1, 8, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{3, 8, 9, 10}, {4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(2.2.4.3) {{3}} × P1({4, . . . , 8})× {{9, 10}}の最小元 {3, 4, 9, 10}を取り、A7,11

に加えると、

A8,50 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {3, 4, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.4.1)に帰着する。

(2.2.4.4) {{1}}×P1({4, . . . , 8})×{{10, 11}}の最小元 {1, 4, 10, 11}を取り、A7,11

に加えると、

A8,51 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 4, 10, 11}}

が得られる。よって (2.2.4.1)に帰着する。

(2.2.4.5) {{2}} × P1({4, . . . , 8})× {{9, 11}}の最小元 {2, 4, 9, 11}を取り、A7,11

に加えると、

A8,52 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {2, 4, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.4.1)に帰着する。
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(2.2.4.6) {{1, 2}} × P4({4, . . . , 8}) × {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10}を
取り、A7,11 に加えると、

A8,53 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.4.2)に帰着する。

(2.2.4.7) {{2, 3}} × P4({4, . . . , 8}) × {{10, 11}}の最小元 {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}
を取り、A7,11 に加えると、

A8,54 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}}

が得られる。よって (2.2.4.2)に帰着する。

(2.2.4.8) {{1, 3}} × P4({4, . . . , 8}) × {{9, 11}}の最小元 {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}を
取り、A7,11 に加えると、

A8,55 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 9, 11}, {2, 3, 10, 11}, {1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11},

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.4.2)に帰着する。

(2.2.5) {{1, 2}} × P4({3, . . . , 8}) × {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を
取り、A3,4 に加え

A4,21 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A4,21) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{1, 2, 7, 8}}

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

×{{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}

となる。{{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠的で、
A(A4,21)において他の元とも対蹠的なので A4,21 に加え

A7,12 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A7,12) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

×{{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}

となる。これらは S(A7,12)の軌道になっている。

(2.2.5.1) {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A7,12 に加え

A8,56 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4}}
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が得られる。よって

A(A8,56) = {{1, 2, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}, {3, 4, 9, 10},

{5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

となり、これらを A8,54 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,3 が得ら

れる。

(2.2.5.2) P2({3, 4, 5, 6})×{{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {3, 4, 7, 8}を取り、A7,12に

加え

A8,57 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {3, 4, 7, 8}}

が得られる。よって (2.2.5.1)に帰着する。

(2.2.5.3) P1({1, 2})×P1({7, 8})×P1({9, 10})×{{11}}の最小元 {1, 7, 9, 11}を
取り、A7,12 に加え

A8,58 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {1, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.2.4)に帰着する。

(2.2.5.4) {{1, 2}}×P2({3, 4, 5, 6})×{{7, 8, 9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}
を取り、A7,12 に加え

A8,59 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.5.1)に帰着する。

(2.2.5.5) P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})× P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}
の最小元 {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}を取り、A7,12 に加え

A8,60 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6},

{7, 8, 9, 10}, {1, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.2.4)に帰着する。
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(2.2.6) P1({1, 2})× P5({3, . . . , 8})× P1({9, 10})× {{11}}の最小元
{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}を取り、A3,4 に加え

A4,21 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}}

が得られる。よって

A(A4,21) = {{1, 2}} × P1({3, . . . , 7})× {{8}}

∪ P4({3, . . . , 7})

∪ P1({3, . . . , 7})× {{8, 9, 10}}

∪ {{1, 8, 10, 11}}

∪ {{2}} × P1({3, . . . , 7})× {{10, 11}}

∪ {{2, 8, 9, 11}}

∪ {{1}} × P1({3, . . . , 7})× {{9, 11}}

∪ {{1, 2}} × P4({3, . . . , 7})× {{9, 10}}

∪ {{1}} × P4({3, . . . , 7})× {{8, 10, 11}}

∪ {{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}}

∪ {{2}} × P4({3, . . . , 7})× {{8, 9, 11}}

となる。{{1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}}はそれぞれ
互いに対蹠的であり、A(A4,21)において他の元とも対蹠的なのでA4,21

に加えられ

A7,13 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}}

が得られる。よって

A(A7,13) = {{1, 2}} × P1({3, . . . , 7})× {{8}}

∪ P4({3, . . . , 7})

∪ P1({3, . . . , 7})× {{8, 9, 10}}

∪ {{2}} × P1({3, . . . , 7})× {{10, 11}}

∪ {{1}} × P1({3, . . . , 7})× {{9, 11}}

∪ {{1, 2}} × P4({3, . . . , 7})× {{9, 10}}

∪ {{1}} × P4({3, . . . , 7})× {{8, 10, 11}}

∪ {{2}} × P4({3, . . . , 7})× {{8, 9, 11}}

となる。これらは S(A7,13)の軌道になっている。

106



(2.2.6.1) {{1, 2}}×P1({3, . . . , 7})×{{8}}の最小元 {1, 2, 3, 8}を取り、A7,13に

加え

A8,61 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {1, 2, 3, 8}}

が得られる。よって

A(A8,61) = {{4, 5, 6, 7}, {3, 8, 9, 10}{2, 3, 10, 11},

{1, 3, 9, 11}, {1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10},

{1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11}, {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,59 に加え極大対蹠的部分集合 A15,8 を得る。

(2.2.6.2) P4({3, . . . , 7})の最小元 {3, 4, 5, 6}を取り、A7,13 に加え

A8,62 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {3, 4, 5, 6}}

が得られる。よって

A(A8,62) = {{1, 2, 7, 8}, {7, 8, 9, 10}, {2, 7, 10, 11},

{1, 7, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,60 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,7 が得ら

れる。

(2.2.6.3) P1({3, . . . , 7})×{{8, 9, 10}}の最小元 {3, 8, 9, 10}を取り、A7,13に加え

A8,63 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {3, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.6.1)に帰着する。

(2.2.6.4) {{2}}×P1({3, . . . , 7})×{{10, 11}}の最小元 {2, 3, 10, 11}を取り、A7,13

に加え

A8,64 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 10, 11}}

が得られる。よって (2.2.6.1)に帰着する。
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(2.2.6.5) {{1}} × P1({3, . . . , 7})× {{9, 11}}の最小元 {1, 3, 9, 11}を取り、A7,13

に加え

A8,65 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {1, 3, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.6.1)に帰着する。

(2.2.6.6) {{1, 2}} × P4({3, . . . , 7}) × {{9, 10}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を
取り、A7,13 に加え

A8,66 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.6.2)に帰着する。

(2.2.6.7) {{1}} × P4({3, . . . , 7}) × {{8, 10, 11}}の最小元 {1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11}
を取り、A7,13 に加え

A8,67 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11}}

が得られる。よって (2.2.6.2)に帰着する。

(2.2.6.8) {{2}} × P4({3, . . . , 7}) × {{8, 9, 11}}の最小元 {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}を
取り、A7,13 に加え

A8,68 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 8, 9, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}

が得られる。よって (2.2.6.2)に帰着する。

(2.3) P6({1, . . . , 8}) × P2({9, 10, 11})の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}を取り、
A1,2 に加え

A2,6 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}}
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が得られる。よって

A(A2,6) = P4({1, . . . , 6})

∪ P2({1, . . . , 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, . . . , 6})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ P4({1, . . . , 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ P5({1, . . . , 6})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

となる。{{7, 8, 9, 10}}は A(A2,6)において他の元と対蹠的なので A2,6

に加えられ

A3,5 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A3,5) = P4({1, . . . , 6})

∪ P2({1, . . . , 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P1({1, . . . , 6})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ P4({1, . . . , 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ P5({1, . . . , 6})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

となる。これらは S(A3,5)の軌道になっている。

(2.3.1) P4({1, . . . , 6})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A3,5 に加え

A4,22 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4}}

が得られる。よって

A(A4,22) = P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}
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となり、{{5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}は互いに対蹠的
であり、A(A4,22)において他の元とも対蹠的なので A4,22 に加えられ

る。よって

A7,6 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られ、(1.2.3)に帰着される。

(2.3.2) P2({1, . . . , 6}) × {{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、A3,5 に

加え

A4,23 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A4,23) = {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

∪ {{3, 4, 5, 6}}

∪ {{1, 2, 9, 10}}

∪ P2({3, 4, 5, 6})× {{7, 8}, {9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P1({7, 8})

×P1({9, 10})× {{11}}

∪ {{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2}} × P2({3, 4, 5, 6})

×{{7, 8, 9, 10}}

∪ P1({1, 2})× P4({3, 4, 5, 6})

P1({7, 8})× P1({9, 10}){{11}}

となり、{{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 9, 10}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}はそれぞれ対蹠
的であり、A(A4,23)において他の元とも対蹠的なのでA4,23に加えられ

A710 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 7, 8}, {3, 4, 5, 6}, {1, 2, 9, 10},

{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.2.5)に帰着する。

(2.3.3) P1({1, . . . , 6})×P1({7, 8})×P1({9, 10})×{{11}}の最小元 {1, 7, 9, 11}
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を取り、A3,5 に加え

A4,24 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}}

が得られる。よって

A(A4,24) = P4({2, . . . , 6})

∪ {{1}} × P1({2, . . . , 6})

×{{7, 8}, {9, 10}}

∪ {{1, 8, 10, 11}}

∪ P1({2, . . . , 6})× {{7, 10, 11}}

∪ P1({2, . . . , 6})× {{8, 9, 11}}

∪ P4({2, . . . , 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1}} × P4({2, . . . , 6})

×{{8, 10, 11}}

∪ {{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}}

∪ {{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}

∪ {{1}} × P4({2, . . . , 6})

×{{7, 9, 11}}

となり、{{1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}はそ
れぞれ対蹠的であり、A(A4,24)において他の元とも対蹠的なのでA4,24

に加えられ

A7,14 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}
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が得られる。よって

A(A7,14) = {{1}} × P1({2, . . . , 6})

×{{7, 8}, {9, 10}}

∪ P4({2, . . . , 6})

∪ P1({2, . . . , 6})× {{7, 10, 11}}

∪ P1({2, . . . , 6})× {{8, 9, 11}}

∪ P4({2, . . . , 6})× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1}} × P4({2, . . . , 6})

×{{8, 10, 11}}

∪ {{1}} × P4({2, . . . , 6})

×{{7, 9, 11}}

となる。これらは S(A7,14)の軌道になっている。

(2.3.3.1) {{1}} × P1({2, . . . , 6})× {{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {1, 2, 7, 8}を取り、
A7,14 に加え

A8,69 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {1, 2, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,69) = {{3, 4, 5, 6}, {1, 2, 9, 10}, {2, 7, 10, 11},

{2, 8, 9, 11}, {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11}}

となり、これらを A8,67 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,7 が得ら

れる。

(2.3.3.2) {2, 3, 4, 5}を A7,14 に加え

A8,70 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5}}

が得られる。よって

A(A8,70) = {{1, 6, 7, 8}, {1, 6, 9, 10}, {6, 7, 10, 11}

{6, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}}
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となり、これらを A8,68 に加え極大対蹠的部分集合

A15,9 = {{1, 6, 7, 8}, {1, 6, 9, 10}, {1, 7, 9, 11},

{1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5}, {6, 7, 10, 11},

{6, 8, 9, 11}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(2.3.3.3) P1({2, . . . , 6}) × {{7, 10, 11}}の最小元 {2, 7, 10, 11}を取り、A7,14 に

加え

A8,71 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {2, 7, 10, 11}}

が得られる。よって (2.3.3.1)に帰着する。

(2.3.3.4) P1({2, . . . , 6})×{{8, 9, 11}}の最小元 {2, 8, 9, 11}を取り、A7,14に加え

A8,72 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {2, 8, 9, 11}}

が得られる。よって (2.3.3.1)に帰着する。

(2.3.3.5) P4({2, . . . , 6}) × {{7, 8, 9, 10}} の最小元 {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10} を取り、
A7,14 に加え

A8,73 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.3.3.2)に帰着する。

(2.3.3.6) {{1}} × P4({2, . . . , 6}) × {{8, 10, 11}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}
を取り、A7,14 に加え

A8,74 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}}

が得られる。よって (2.3.3.2)に帰着する。
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(2.3.3.7) {{1}} × P4({2, . . . , 6}) × {{7, 9, 11}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}を
取り、A7,14 に加え

A8,75 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 7, 9, 11}, {1, 8, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11},

{2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.3.3.2)に帰着する。

(2.3.4) P4({1, . . . , 6}) × {{7, 8, 9, 10}} の最小元 {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10} を取り、
A3,5 に加え

A4,25 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって

A(A4,25) = {1, 2, 3, 4}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{5, 6}, {7, 8}, {9, 10}}

∪ {{5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}}

∪ P2({1, 2, 3, 4})× {{5, . . . , 10}}

∪ P4({1, 2, 3, 4})× P1({5, 6})

×P1({7, 8})× P1({9, 10})

×{{11}}

となり、{{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}}はそれぞれ対蹠的であり、
A(A4,25)において他の元とも対蹠的なので A4,25 に加えられ

A4,25 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8},

{5, 6, 9, 10}}

が得られ、(1.2.3)に帰着する。

(2.3.5) P5({1, . . . , 6})× P1({7, 8})× P1({9, 10})× {{11}}の最小元
{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}を取り、A3,5 に加え

A4,26 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}}
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が得られる。よって

A(A4,26) = P4({1, . . . , 5})

∪ P1({1, . . . , 5)× P1({6})

×{{7, 8}, {9, 10}}

∪ P1({1, . . . , 5})× {{7, 9, 11}}

∪ P1({1, . . . , 5)× {{8, 10, 11}}

∪ {{6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{7, 8, 9, 10}}

∪ {{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{6, 7, 10, 11}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{6, 8, 9, 11}}

となり、{{6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11}, {1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}} はそれぞれ
対蹠的であり、A(A4,26)において他の元とも対蹠的なのでA4,26に加え

られ

A7,13 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}}

が得られる。よって

A(A7,15) = P4({1, . . . , 5})

∪ P1({1, . . . , 5)× P1({6})

×{{7, 8}, {9, 10}}

∪ P1({1, . . . , 5})× {{7, 9, 11}}

∪ P1({1, . . . , 5)× {{8, 10, 11}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{7, 8, 9, 10}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{6, 7, 10, 11}}

∪ P4({1, . . . , 5)× {{6, 8, 9, 11}}

となり、これらは S(A7,15)の軌道になる。

(2.3.5.1) P4({1, . . . , 5})の最小元 {1, 2, 3, 4}を取り、A7,15 に加え

A8,76 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4}}
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が得られる。よって

A(A8,76) = {{5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10}, {5, 7, 9, 11}

{5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,74 に加えると極大対蹠的部分集合

A15,10 = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {5, 6, 9, 10},

{5, 7, 9, 11}, {5, 8, 10, 11}, {6, 7, 10, 11},

{6, 8, 9, 11}, {7, 8, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}

{1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11}}

が得られる。これも A15,3 と合同である。

(2.3.5.2) P1({1, . . . , 5)×P1({6})×{{7, 8}, {9, 10}}の最小元 {1, 6, 7, 8}を取り、
A7,15 に加え

A8,77 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 6, 7, 8}}

が得られる。よって

A(A8,77) = {{2, 3, 4, 5}, {1, 6, 9, 10}, {1, 8, 10, 11},

{1, 7, 9, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10},

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11}}

となり、これらを A8,75 に加えると極大対蹠的部分集合 A15,9 が得ら

れる。

(2.3.5.3) P1({1, . . . , 5})×{{7, 9, 11}}の最小元 {1, 7, 9, 11}を取り、A7,15に加え

A8,78 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 7, 9, 11}}

が得られる。よって (2.3.5.2)に帰着する。
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(2.3.5.4) P1({1, . . . , 5)×{{8, 10, 11}}の最小元 {1, 8, 10, 11}を取り、A7,15に加え

A8,79 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 8, 10, 11}}

が得られる。よって (2.3.5.2)に帰着する。

(2.3.5.5) P4({1, . . . , 5)×{{7, 8, 9, 10}}の最小元{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}を取り、A7,15

に加え

A8,80 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}}

が得られる。よって (2.3.5.1)に帰着する。

(2.3.5.6) P4({1, . . . , 5)× {{6, 7, 10, 11}}の最小元 {1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11}を取り、
A7,15 に加え

A8,81 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11}}

が得られる。よって (2.3.5.1)に帰着する。

(2.3.5.7) P4({1, . . . , 5)×{{6, 8, 9, 11}}の最小元{1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11}を取り、A7,15

に加え

A8,82 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}, {7, 8, 9, 10},

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}, {6, 7, 10, 11}, {6, 8, 9, 11},

{1, 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11}}

が得られる。よって (2.3.5.1)に帰着する。

�

10 結論

よって P (11)までの全ての極大対蹠的部分集合の合同類の分類ができた。

これらの結果と系 8.1から P (n)の極大対蹠的部分集合の濃度と Spin(n)の

2-numberが一致するので、Spin(n)の大対蹠集合となり、P (n)の極大対蹠

的部分集合が Spin(n)の極大対蹠的部分群に対応していることが分かるので、
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8節の予想が成り立っていることが分かる。さらにこの分類から n ≤ 11のと

き Spin(n)の極大対蹠的部分群が全て同じ元の個数を持つことが分かる。ま

た、得られた分類結果は田崎博之氏 [10]の有向実グラスマン多様体の分類結

果を含んでおり、鈴木絢人氏 [11]の見つけた大対蹠集合も含んでいることが

分かる。そして n = 10, 11の場合に出てくる 2つの大対蹠集合は互いに合同

ではないので、次の系が成り立つことが分かる。

系 10.1 n ≤ 11のとき, スピノル群 Spin(n)の対蹠集合に関して以下の (A)、

(B)が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対し、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合が合同でないものが存在する。

11 課題

n = 13までの完全な分類を成し遂げたい. また, 一般論でスピノル群の極

大対蹠的部分群と P (n)の極大対蹠的部分集合が完全に対応することを証明

していきたい.
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